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VORWORT  DES  HERAUSGEBERS. 


(jrleich  nach  dem  Tode  Dirichkfs  wurde  ich  mehrfach 
aufgefordert,  die  von  ihm  gehaltenen  Universitäts -Vor- 
lesungen, welche  so  ausserordentlich  viel  zur  Verbreitung 
der  Bekanntschaft  mit  neueren  und  feineren  Theilen  der 
Mathematik  beigetragen  haben,  in  möglichst  getreuer  P'orm 
zu  veröffentlichen;  ich  glaubte  dieser  Aufforderung  um 
so  eher  nachkommen  zu  können,  als  ich  in  den  Jahren 
1855  bis  1858  die  wichtigsten  dieser  Vorlesungen  in 
Göttingen  gehört  und  ausserdem  vielfach  Gelegenheit  ge- 
habt hatte,  im  persönlichen  Verkehr  Dirichkfs  Gründe 
für  die  von  ihm  befolgte  Methode  des  Vortrags  kennen 
zu  lernen.  Nachdem  auch  die  Verwandten  T)iricMefs 
mich  dazu  ermächtigt  haben,  so  übergebe  ich  dem  mathe- 
matischen Publicum  hiermit  eine  Ausarbeitung  •der  Vor- 
lesung über  Zahlentheorie,  bei  welcher  im  Wesentlichen 
der  im  Winter  1856  bis  1857  von  Birichlet  befolgte  Gang 
eingehalten  ist;  er  selbst  fasste  damals  den  Gedanken 
einer    Herausgabe  dieser  Vorlesungen,    und  da   er   seinen 
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Vortrag  nie  schriftlich  ansgearbeitet  hatte,  so  diente  ihm 
ein  von  mir  geschriebenes,  allerdings  nur  die  Haupt- 
momente der  Beweise  enthaltendes  Heft  dazu,  einen  unge- 
fähren Ueberschlag  über  die  Ausdehnung  der  einzelnen 
Abschnitte  zu  machen.  In  öfter  wiederkehrenden  Ge- 
sprächen über  diesen  Plan  äusserte  er  die  Absicht,  bei  der 
Veröffentlichung  manche  Abschnitte  hinzufügen  zu  wollen, 
die  in  einem  Lehrbuch  nicht  fehlen  dürften,  die  aber  in 
jener  Winter  Vorlesung  aus  Mangel  an  Zeit  übergangen 
werden  mussten.  Bei  der  jetzigen  Herausgabe  ist  daher 
im  Wesentlichen  zwar  das  eben  erwähnte  Heft  zu  Grunde 
gelegt,  aber  ich  habe  theils  nach  älteren  Heften,  theils 
nach  Diric/ilef sehen  Abhandlungen,  endlich  auch  ganz 
nach  eigenem  Ermessen  Zusätze  von  nicht  unbedeutender 
Ausdehnung  gemacht;  welche  ich  hier  anführen  zu  müssen 
glaube,  um  für  sie  die  Verantwortlichkeit  zu  übernehmen: 
sie  sind  in  den  Paragraphen  105  bis  110,  121  bis  144 
und  in  den  unmittelbar  unter  den  Text  gesetzten  An- 
merkungen enthalten. 

Es  ist  meine  Absicht,  diesem  ersten  Bande,  dessen 
Vollendung  durch  andere  Arbeiten  sich  bis  jetzt  verzögert 
hat,  zunächst  einen  zweiten  weniger  umfangreichen  nach- 
folgen zu  lassen,  in  welchem  die  Vorlesung  über  die  im 
umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung 
wirkenden  Kräfte  wieder  "gegeben  werden  soll. 
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Braunschweig,  im  October  186?>. 


R.   Dedekind, 


VORWORT  ZUR  ZWEITEI^  AUFLAGE. 


Diese  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten 
hauptsächlich  dadurch,  dass  sie  um  das  zehnte  Supple- 
ment bereichert  ist,  welches  von  der  Composition  der 
Formen  handelt.  Dieser  Gegenstand  war  bei  der  ersten 
Auflage  gänzlich  ausgeschlossen  geblieben,  weil  die  einzige 
Abhandlung  Dmchlefs,  welche  sich  unmittelbar  hierauf 
bezieht,  nur  den  ersten  Fundamentalsatz  behandelt,  wes- 
halb ich  befürchten  musste,  bei  einer  vollständigen  Dar- 
stellung dieser  Theorie  mich  zu  weil  von  dem  ursprüng- 
lichen ZAvecke  der  Herausgabe  zu  entfernen.  Obwohl  ich 
nun  diese  Gefahr  auch  jetzt  durchaus  nicht  verkenne,  so 
habe  ich  mich  doch  aus  vielen  Gründen  entschlossen,  das 
zehnte  Supplement  hinzuzufügen  und  dadurch  mehrfachen 
an  mich  gerichteten  Aufforderungen  nach  besten  Kräften 
zu  entsprechen,  hauptsächlich,  weil  trotz  des  ungemeinen 
Interesses  und  der  steigenden  Wichtigkeit  dieser  Theorie 
noch  immer  kein  Versuch  gemacht  ist,  die  grossen 
Schwierigkeiten  hinwegzuräumen,  welche  beim  Eindringen 
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in  dieselbe  sich  dem  Anfänger  entgegenstellen ,  und  weil 
die  übrigen  Abschnitte  des  Werkes  ganz  vorzüglich  ge- 
eignet sind,  einen  solchen  Versuch  zu  erleichtern.  Bei 
der  wirklichen  Ausführung  dieses  Entschlusses  habe  ich 
mich  nicht  auf  die  Begründung  der  ersten  Elemente  be- 
schränkt, sondern  es  für  noth wendig  gehalten,  den  grössten 
Theil  der  in  der  fünften  Section  der  Disqiiisitiones  Arith- 
meticae  enthaltenen  Untersuchungen  möglichst  kurz  und 
einfach  zur  Darstellung  zu  bringen.  Endlich  habe  ich  in 
dieses  Supplement  eine  allgemeine  Theorie  der  Ideale  auf-  ' 
genommen,  um  auf  den  Hauptgegenstand  des  ganzen 
Buches  von  einem  höheren  Standpuncte  aus  ein  neues 
Licht  zu  werfen;  hierbei  habe  ich  mich  freilich  auf  die 
Darstellung  der  Grundlagen  beschränken  müssen,  doch 
hoffe  ich,  dass  das  Streben  nach  charakteristischen  Grund- 
begriffen, welches  in  anderen  Theilen  der  Mathematik  mit 
so  schönen  Erfolgen  gekrönt  ist,  mir  nicht  ganz  miss- 
glückt sein  möge.  Die  Untersuchungen  in  diesem  von 
Kummer  geschaffenen  Gebiete,  welche  KronecJcer  vor  vier- 
zehn tlahren  angestellt  hat,  sind  bis  jetzt  nicht  veröffent- 
licht, und  ich  vermag  nach  den  damaligen  brieflichen 
Mittheilungen  dieses  ausgezeichneten  Mathematikers  nicht 
zu  beurtheilen,  in  welchen  Beziehungen  seine  Princi[)ien 
zu  den  meinigen  stehen.  Der  Aufbau  der  Theorie  in 
§.  163  befriedigt  mich  selbst  zwar  noch  nicht  vollständig; 
allein  es  ist  mir  erst  nach  sehr  langem  Nachdenken  ge- 
glückt, ihm  diese  Form  zu  geben,  während  ich  vor  etwa 
zehn  Jahren  von  der  Theorie  der  höheren  Congruenzen 
in  Verbindung  mit  den  Principien  von  Galois  zu  einer 
ganz  anderen  Begründungsart  gelangt  war,  welche  einige^ 
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Berühr urigspuiicte  mit  der  Theorie  der  ideiilen  Zahlen 
von  Sellhuj  hat,  mir  aber  jetzt  weniger  naturgemäss  er- 
scheint. Eine  ausführlichere  Darstellung  der  an  den  Be- 
griff eines  Körpers  (§.  159)  sich  anschliessenden  algebrai- 
schen Principien,  welche  hier  nur  beiläufig  angedeutet 
werden  konnten,  verspare  ich  mir  für  eine  andere  Ge- 
legenheit. 

Es  ist  natürhch,  dass  die  Hinzufügung  des  zehnten 
Supplementes  einige  Rückwirkung  auf  die  früheren  Ab- 
schnitte aussceübt  hat;  doch  braucht  man  nicht  zu  be- 
sorgen,  dass  ich  mich  durch  solche  Abänderungen  der 
ersten  Auflage  im  Plan  und  in  der  Haltung  der  Dar- 
stellung von  der  eigentlichen  Grundlage,  den  Vorlesungen 
Dirichlefs,  weiter  entfernt  habe.  Um  einem  etwaigen  Vor- 
wurfe dieser  Art  von  vornherein  zu  begegnen,  wiederhole 
ich  hier  (aus  den  Göttinger  Gelehrten  Anzeigen  vom 
27.  Januar  1864),  dass  auch  die  erste  Auflage  sich  nicht 
auf  ein  in  den  Vorlesungen  selbst  nachgeschriebenes  Heft, 
sondern  nur  auf  Notizen  stützt,  welche  ich  aus  der  Er- 
innerung und  grösstentheils  in  äusserst  kurzer  P'orm  ver- 
fasst  habe;  als  ich  diese  Vorlesungen  als  Privatdocent  in 
Göttingen  hörte,  war  ich  mit  dem  Stoff^e  hinreichend  ver- 
traut, und  mein  Hauptzweck  bestand  darin,  den  überaus 
eindringlichen  Vortrag  Dirichlefs  vollständig  auf  mich 
wirken  zu  lassen.  Bei  der  Herausgabe  der  ersten  Auf- 
lage, welche  erst  nach  einer  Reihe  von  Jahren  erfolgte, 
wurde  es  nothwendig,  diese  Notizen  ganz  neu  auszu- 
arbeiten und  auch  durch  eigene  Zuthaten  (z.  B.  §.  2, 
wenn  ich  nicht  irre)  zu  ergänzen,  die  unmöglich  alle  er- 
wähn^ werden    konnten.      Aber   damals   sowohl   wie  jetzt 
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ist  es  mein  eifrigstes  Streben  gewesen,  Diricidefs  Vortrag 
mit  oi'össter  Treue  wiederzugeben.  Volle  Freiheit  habe  ich 
mir  dagegen  bei  den  eigenen  Zusätzen  gestattet;  gänzlich 
umgearbeitet  sind  z.  B.  die  §§.  105  bis  110,  143,  144, 
und  manches  Neue  ist  theils  im  Text,  theils  in  Form  von 
Noten  hinzugefügt. 

Endlich  habe  ich  mich  bemüht,  überall,  wo  es  mir 
möglich  war,  auf  die  Quellen  zu  verweisen,  um  den  Leser 
zum  Studium  der  Originalwerke  zu  veranlassen  und  in  ihm 
ein  Bild  von  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  zu  er- 
wecken, deren  ebenso  tiefe  wie  erhabene  Wahrheiten  einen 
Schatz  bilden,  welcher  die  unvergängliche  Frucht  eines 
wahrhaft  edelen  Wettkampfes  der  europäischen  Völker  istv 

Braunschweig,   1.  März   1871. 

R.  Dedekind. 
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Erster  Abschnitt. 


Von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen. 


1 1. 


Wir  behandeln  in  diesem  Abschnitte  einige  arithmetische 
Sätze,  welche  man  zwar  in  den  meisten  Lehrbüchern  vorfindet,  die 
aber  für  unsere  Wissenschaft  von  so  fundamentaler  Bedeutung 
sind ,  dass  eine  strenge  Begründung  derselben  hier  durchaus  noth- 
wendig  erscheint.  Dahin  gehört  zuerst  der  Satz,  dass  das  Pro- 
duct  einer  Keihe  von  ganzen  positiven  Zahlen  unabhängig  von  der 
Anordnung  ist,  in  welcher  man  die  Multiplication  ausführt.  In- 
dem wir  uns  zunächst  auf  den  Fall  beschränken ,  in  welchem  es 
sich  um  drei  Zahlen  a,  &,  c  handelt,  bilden  wir  das  folgende  Schema 


O,      O,      C/,      c 

C,     0,     c,     c 

c,    c,    c,    c 


C,     C,     Cf     C   ^    •    >    c 

welches  aus  h  Horizontalreihen  besteht,  deren  jede  die  Zahl  c 
gleich  oft,  nämlich  amal  enthält,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
Summe  aller  aufgeschriebenen  Zahlen  zu  bestimmen.  Zunächst 
können  wir  sagen:  da  die  Zahl  c  in  jeder  Horizontalreihe  «mal 
vorkommt,  so  ist  nach   dem  Grundbegriff  der  Multiplication  die 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  i 
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Summe  aller  m  «iner  solchen  Reihe  befindlichen  Zahlen  gleich  ca, 
indem  .wir  ;deri  Multiplicand  c  durch  die  Stellung  von  dem  Multi- 
plicqtor-  a«  unterscheiden ;  da  ferner  b  solche  Horizontalreihen  vor- 
ihäiäden  sind,  so  ist  die  Summe  sämmtlicher  Zahlen  gleich  (ca)h, 
wo  jetzt  ca  der  Multiplicand,  h  der  Multiplicator  ist.  Nun  können 
wir  aber  dieselbe  Summe  auch  auf  anderm  Wege  durch  die  Be- 
merkung bestimmen ,  dass  das  obige  Schema  aus  a  Verticalreihen 
besteht,  deren  jede  Jmal  die  Zahl  c  enthält;  es  ist  also  die  Summe 
aller  in  einer  Verticalreihe  befindlichen  Zahlen  gleich  c&,  und  folg- 
lich die  Totalsumme  gleich  (ch)a.  Wir  erhalten  mithin  das  erste 
Resultat 

(ca)b  =  {ch)a^ 
aus  welchem  wir,    indem  wir  die  bisher   ganz  willkürliche  Zahl 
c  =:  1  setzen,  die  Folgerung  ziehen,  dass 

ah  =  ha 
ist,  d.h.:  in  einem Produd  aus  swei  ganzen  positiven ZaMen  dürfen 
Multiplicand  und  Multiplicator  mit  einander  vertauscht  tverden. 
Man  lässt  deshalb  auch  in  der  Benennung  den  Unterschied  zwischen 
Multiplicand  und  Multiplicator  ganz  fallen,  indem  man  beide  unter 
dem  gemeinschaftlichen  Namen  Factoren  zusammenfasst. 

Wir  können  nun  dieselbe  Totalsumme  sämmtlicher  in  dem 
obigen  Schema  befindlichen  Zahlen  noch  auf  eine  dritte  Art  be- 
stimmen, indem  wir  abzählen,  wie  oft  der  Summand  c  im  Ganzen 
vorkommt.  Zunächst  ist  a  die  Anzahl  der  in  einer  jeden  Hori- 
zontalreihe befindlichen  Zahlen  c,  und  folglich  ist,  da  b  solche 
Horizontalreihen  vorhanden  sind,  die  Anzahl  aller  aufgeschriebenen 
Zahlen  gleich  ab.  Hieraus  folgt,  dass  die  Totalsumme  den  Werth 
c(ah)  hat,  dass  also 

(ca)b  =  (ch)a  =  c(ab) 
ist.  Verbindet  man  hiermit  den  schon  oben  betrachteten  speciellen 
Fall  ab  =  ba,  so  kann  man  das  Bisherige  in  folgendem  Satze  zu- 
sammenfassen : 

Wenn  man  von  drei  positiven  ganzen  Zahlen  zwei  nach  be- 
lieben auswählt  und  als  Factoren  zu  ihrem  Froducte  vereinigt,  so- 
dann dieses  Product  und  die  dritte  jener  drei  Zahlen  mit  einander 
multiplicirt^  so  hat  das  so  entstehende  Product  stets  denselben  Werth^ 
wie  man  auch  die  ersten  beiden  Zahlen  ausgewählt  haben  mag. 

Da  also  dieses  Product  von  der  Anordnung  der  beiden  suc- 
cessiven  Multiplicationen  ganz  unabhängig  ist,  so  bezeichnet  man 
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dasselbe  kurz  als  das  Product  aus  jenen  drei  Zahlen  und  nennt 
diese  letzteren  ohne  Unterschied  die  Factoren  des  Productes. 


§•2. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  ohne  ein  neues  Princip  anzuwen- 
den, dass  ein  ganz  ähnlicher  allgemeinerer  Satz  für  jedes  System. 
S  von  beliebig  vielen  positiven  ganzen  Zahlen 

a,  J,  c  .  .  . 
gilt.  Die  allgemeinste  Art,  diese  Zahlen  durch  wiederholte  An- 
wendung einfacher ,  d.  h.  auf  nur  zwei  Zahlen  bezüglicher  Multi- 
plicationen  zu  einem  Producte  zu  vereinigen,  ist  folgende.  Man 
greife  nach  Belieben  zwei  Zahlen  aus  dem  System  S  heraus  und 
bilde  ihr  Product;  der  aus  den  übrigen  Zahlen  des  Systems  S  und 
aus  diesem  Product  bestehende  Zahlencomplex  S'  enthält  dann 
eine  Zahl  weniger  als  S\  indem  man  wieder  ganz  nach  Belieben 
zwei  Zahlen  aus  S'  zu  ihrem  Producte  vereinigt  und  die  anderen 
unverändert  lässt,  erhält  man  ein  System  S"  von  Zahlen,  deren  An- 
zahl um  zwei  kleiner  ist  als  die  der  ursprünglich  gegebenen  Zahlen. 
Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  zuletzt  zu  einer  einzigen  Zahl 
gelangen,  und  der  zu  beweisende  Satz  besteht  darin,  dass  diese  am 
Ende  des  Processes  resulUrende  Zahl  immer  dieselbe  sein  wird,  auf 
welche  Art  man  auch  die  einseinen  einfachen  MuUiplicationen  an- 
ordnen mag. 

Um  dies  zu  zeigen,  wenden  wir  die  vollständige  Induction  an, 
d.  h.  wir  nehmen  an,  der  Satz  sei  richtig,  wenn  die  Anzahl  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Zahlen  oder  Factoren  ^=n  ist,  und  beweisen, 
dass  er  dann  auch  für  die  nächst  grössere  Anzahl  n  -\- 1  von  Fac- 
toren ebenfalls  gültig  sein  muss.  Es  sei  also  ein  System  S  von 
t^  -f  1  Zahlen 

a,  &,  c,  ^,  e  .  .  . 
gegeben,  so  wähle  man  irgend  zwei  derselben,  z.  B.  a  und  &,  und 
bilde  ihr  Product  a&;  der  nun  entstehende  Zahlencomplex  enthält 
nur  noch  die  n  Zahlen 

ah,  c,  d,  e  .  .  .  > 

und  folglich  ist  nach  unserer  Annahme  das  Endresultat  von  der 
weitern  Anordnung  des  Processes  ganz  unabhängig.  Bei  einer 
andern  Anordnung  der  ganzen  Operation  kann  daher  höchstens 
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dann  ein  anderes  Endresultat  zum  Vorscliein  kommen,  wenn  das 
bei  dem  ersten  Schritte  ausgewählte  Zahlenpaar  von  a,  h  verschie- 
den ist,  und  zwar  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens  kann  es  sein,  dass  bei  der  zweiten  Anordnung  zu- 
erst eine  der  beiden  Zahlen  a,  &,  z.  B.  a,  mit  einer  der  übrigen 
c,  (?,  e  .  .  .,  z.  B.  mit  c,  zu  dem  Producte  ac  vereinigt  wird,  so  dass 
der  nächste  Complex  aus  den  ??  Zahlen 

ac^  h^  d^  e  .  .  . 
besteht;  da  nun  sowohl  bei  der  erstem  wie  bei  der  letztern  An- 
ordnung die  auf  den  ersten  Schritt  folgenden  Operationen  keinen 
Einfluss  auf  das  Endresultat  ausüben  können,  so  setze  man  die 
erste  Anordnung  so  fort,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  ah  und 
c,  die  zweite  so ,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  a  c  und  h  ver- 
einigt werden.  Auf  diese  Weise  entsteht  bei  der  ersten  Anordnung 
zunächst  der  Complex 

(ab)€,  (?,  e  .  .  . 
bei  der  zweiten  der  Complex 

(a  c)  &,  r/,  e  .  .  . 

Da  nun  zufolge  des  vorhergehenden  Paragraphen  die  beiden  Pro- 
ducte (ah)c  und  (ac)b  und  folglich  auch  die  beiden  vorstehenden 
Complexe  identisch  sind,  so  wird,  da  jeder  derselben  nur  noch 
n  —  1  Zahlen  enthält ,  bei  der  ersten  wie  bei  der  zweiten  Anord- 
nung dasselbe  Endresultat  auftreten. 

Zweitens  kann  es  aber  auch  sein,  dass  bei  dem  ersten  Schritt 
der  zweiten  Anordnung  Jceine  der  beiden  Zahlen  a,  J,  sondern  zwei 
von  den  übrigen ,  z.  B.  c,  d^  herausgegriifen  werden ,  so  dass  zu- 
nächst der  Complex 

a^  h^  cd^  e  .  .  . 
entsteht.  Auch  jetzt  kann  man  wieder  die  auf  den  ersten  Schritt 
folgenden  Operationen  bei  beiden  Anordnungen  nach  Belieben  aus- 
führen; man  vereinige  daher  zunächst  bei  der  ersten  Anordnung 
die  Zahlen  c,  d^  und  bei  der  zweiten  Anordnung  die  Zahlen  a,  b; 
dann  besteht  bei  beiden  Anordnungen  der  nächstfolgende  Complex 
aus  denselben  n  —  1  Zahlen 

ab^  cd^  e  .  .  , 
und  folglich  wird  abermals  das  Endresultat  bei  beiden  dasselbe  sein. 
Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  bewiesen;  denn 
da  er  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  für  n  =  3  gilt,  so 
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gilt  er  nach  dem  Vorstehenden  auch  für  alle  Systeme  von  Zahlen, 
deren  Anzahl  =  4,  5,  6  u.  s.  w.  ist.  Das  Endresultat  heisst  auch 
jetzt  wieder  das  Product  aus  den  gegebenen  Zahlen,  diese  letzteren 
heissen  die  Factoren  des  Productes ,  und  man  bezeichnet  das  Pro- 
duct durch  das  Nebeneinanderschreiben  sämmtlicher  in  beliebiger 
Ordnung  folgenden  Factoren. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  der,  dass  man  bei  der 
Bildung  des  Productes  aus  beliebig  vielen  Zahlen  oder  Factoren 
dieselben  nach  Belieben  in  Gruppen  vertheilen  und  alle  in » einer 
Gruppe  enthaltenen  Factoren  zu  ihrem  Product  vereinigen  darf; 
das  Product  aus  diesen  den  einzelnen  Gruppen  entsprechenden 
Producten  wird  immer  mit  dem  Producte  aller  gegebenen  Zahlen 
übereinstimmen;  denn  offenbar  ist  diese  Bildung  selbst  eine  der 
verschiedenen  möglichen  Anordnungen  des  Processes.  So  ist  z.  B. 
ahcde  =  (ab)c(dc)  =  (abcd)e  =  (abe)(cd). 

Es  ist  nicht  schwierig,  dieselben  Sätze  auch  für  den  Fall  zu 
beweisen,  dass  unter  den  Factoren  eines  Productes  beliebig  viele 
negative  sind;  das  Vorzeichen  des  Productes  wird  das  positive  oder 
negative  sein,  je  nachdem  die  Anzahl  der  negativen  Factoren  ge- 
rade oder  ungerade  ist.  Endlich  mag  noch  daran  erinnert  werden, 
dass  auch  die  ganze  Zahl  Null  als  Factor  auftreten  kann,  in  welchem 
Falle'das  Product  stets  =  0  sein  wird. 


§.3. 

Wenn  die  Zahl''')  a  das  Product  aus  der  Zahl  h  und  einer 
zweiten  ganzen  Zahl  m,  also  a  ^=  mb  ist,  so  nennt  man  a  ein  Viel- 
faches oder  MiiUiphim  von  b ;  statt  dessen  sagt  man  auch :  a  ist 
theilbar  durch  &,  oder :  b  ist  ein  Theiler  oder  Divisor  von  a ,  oder 
endlich:  b  geht  in  a  auf.  Alle  diese  Benennungen  sind  gleich  ge- 
bräuchlich, und  da  es  in  der  Zahlentheorie  ausserordentlich  oft 
vorkommt,  diese  Beziehung  zwischen  zwei  Zahlen  auszudrücken, 
so  ist  es  angenehm,  dafür  eine  Reihe  verschiedener  Ausdrücke  zu 
besitzen.  Aus  der  Definition  des  Vielfachen  leuchten  nun  sogleich 
folgende  Sätze  ein,  von  denen  später  sehr  häufig  Gebrauch  gemacht 
werden  wird. 


*)  Unter  Zahlen  schlechthin  sind  hier  und  im  Folgenden  immer  ganze 
Zahlen  zu  verstehen. 


6  Erster  Abschnitt. 

1.  Ist  a  Multiplum  von  &,  h  wieder  Multiplum  von  c,  so  ist 
auch  a  Multijoliim  von  c.  Denn  der  Annahme  nach  ist  a  =  mb^ 
b  =  nc,  wo  m  und  n  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten;  hieraus 
folgt  a  =  m(nc)  =  (nin)c^  also  ist  a  theilbar  durch  c. 

Allgemein:  hat  man  eine  Reihe  von  Zahlen,  in  welcher  jede 
ein  Vielfaches  der  nächstfolgenden  ist,  so  ist  auch  jede  frühere 
Zahl  ein  Vielfaches  von  jeder  spätem. 

2.  Ist  die  Zahl  a  sowohl  als  auch  b  ein  Multiplum  einer  dritten 
Zahl  c,  so  ist  auch  die  Summe  und  die  Differenz  der  beiden  er- 
steren  ein  Multiplum  der  dritten.  Denn  aus  a=  mc,  b  =  nc  folgt 
a  -jzb  =  (m  ^  n)  c. 


Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Lehre  von  der  Theil- 
barkeit  der  Zahlen  ist  folgende  Aufgabe  *) :  Wenn  irgend  swei 
9anze  positive  Zahlen  a,  b  gegeben  sind^  so  sollen  die  gemeinschaft- 
lichen Theiler  derselben,  d.  h.  diejenigen  Zahlen  d  gefunden  werden, 
welche  gleichzeitig  in  a  und  in  b  aufgehen. 

Wir  können  annehmen,  es  sei  a  grösser  oder  wenigstens  nicht 
kleiner  als  b ;  dann  wird  die  Division  von  a  durch  b  einen  Quotien- 
ten m  und  einen  Rest  c  geben,  welcher  letztere  jedenfalls  kleiner 
als  b  ist.  Betrachten  wir  nun  die  aus  dieser  Division  resultirende 
Gleichung 

a  =  mb  -^  c 
und  nehmen  wir  an,  es  sei  8  irgend  eine  sowohl  in  a  als  in  b  auf- 
gehende Zahl,  so  ist  8  jedenfalls  auch  ein  Divisor  des  Restes  c\ 
denn  da  a  und  b  Multipla  von  8  sind,  so  ist  (nach  §.  3)  mb,  und 
folglich  auch  die  Differenz  a  —  mb  =  c  ein  Multiplum  von  8. 
Wir  können  daher  sagen:  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  bei- 
den Zahlen  a,  b  ist  auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden 
Zahlen  &,  c.  Umgekehrt,  ist  ö  ein  gemeinschaltlicher  Divisor  der 
beiden  Zahlen  &,  c,  so  ist,  da  8  dann  auch  in  w&  aufgeht,  die  Summe 
mb  -}-  c  =  a  der  beiden  Multipla  m b  und  c  von  8  ebenfalls  ein 
Multiplum  von  ö;  also  ist  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zah- 
len 6,  c  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  der  Zahlen  a,  b.  Mithin 
stimmen  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der  beiden  Zahlen  a,  b 


^)  Eudid's  Elemente^  Buch  VII,  Satz  2. 
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vollständig  mit  denen  der  beiden  Zahlen  &,  c  überein ;  unsere  Unter- 
suchung ist  daher  von  dem  Paare  a,  h  auf  das  Paar  &,  c  reducirt, 
und  da  b  nicht  grösser  als  a,  c  aber  jedenfalls  kleiner  als  h  ist, 
so  können  wir  mit  Recht  sagen,  dass  das  Problem  auf  ein  ein- 
facheres zurückgeführt  sei. 

Wenn  nun  c  von  Null  verschieden  ist,  die  erste  Division  also 
nicht  aufgeht,  so  können  wir,  indem  Avir  b  durch  die  kleinere  Zahl 
c  dividiren,  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form 

b  =  nc  -j-  d 

bilden,  in  welcher  der  Divisionsrest  d  kleiner  als  der  vorhergehende 
c  ist.  Durch  eine  der  obigen  ganz  ähnliche  Betrachtung  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der  beiden  Zahlen 
c,  d  vollständig  mit  denen  der  Zahlen  6,  c  und  also  auch  mit  denen 
der  Zahlen  a,  b  übereinstimmen. 

So  kann  man  fortfahren,  bis  einmal  die  Division  aufgeht,  was 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  durchaus  eintreten 
muss;  denn  die  Zahlen  &,  c,  cZ  .  .  .  bilden  eine  Reihe  von  beständig 
abnehmenden  Zahlen,  und  da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlen  giebt,  welche  kleiner  sind  als  5,  so  muss  unter  ihnen  end- 
lich auch  die  Null  erscheinen.  Wir  haben  dann  eine  Kette  von 
Gleichungen  von  der  Form 

a  =  mb-\-  c 
b  =  nc  -\-d 
c  =  pd  -^e 


f  z=  sg  +h 
g  =  th. 

Jeder  gemeinschaftliche  Divisor  8  von  a,  b  ist  auch  Divisor  der  fol- 
genden Zahlen  c,  c?  .  .  . ,  endlich  auch  von  h ;  umgekehrt ,  ist  d  ein 
Divisor  von  /^,  so  lehrt  die  letzte  Gleichung,  dass  d  auch  Divisor 
von  ^,  also  gemeinschaftlicher  Divisor  von  g  und  h  ist;  folglich  ist 
8  auch  Divisor  von  /  und  ebenso  von  den  vorhergehenden  Zahlen, 
endlich  auch  von  b  und  von  a.  Wir  Jiaben  daher  das  Resultat: 
Die  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier  Zahlen  a  und  b  stim- 
men überein  mit  den  sämmtlichen  Divisoren  Einer  bestimmten  Zahl 
h,  welche  man  durch  den  obigen  Algorithmus  stets  finden  hann.  Da 
nun  h  selbst  zu  diesen  Divisoren  gehört  und  unter  ihnen   dem 
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Werth  nach  der  grösste  ist,  so  nennt  man  diese  Zahl  li  den  grössfen 
gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  a  und  h. 

Hiermit  ist  nun  zwar  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst, 
sondern  nur  auf  das  andere  zurückgeführt,  sämmtliche  Divisoren 
einer  gegebenen  Zahl  h  zu  finden,  für  welches  wir  noch  keine  di- 
recte  Lösung  haben;  allein  es  wird  sich  im  Folgenden  hinreichend 
zeigen,  dass  der  obige  Algorithmus  ein  Fundament  bildet,  auf 
welchem  sich  die  Grundprincipien  der  Zahlentheorie  mit  ebenso 
grosser  Strenge  wie  Leichtigkeit  aufbauen  lassen.  Nur  einige  Be- 
merkungen noch,  um  auch  nicht  den  geringsten  Zweifel  gegen  die 
Allgemeinheit  der  folgenden  Sätze  aufkommen  zu  lassen:  wir 
haben  die  obige  Kette  von  Gleichungen  gebildet  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  a  nicht  kleiner  als  b  sei;  allein  für  den  Fall,  dass 
a  <  b  sein  sollte,' braucht  man  nur  m  =  0,  also  e  =  a  zii  nehmen, 
um  dieselbe  Form  auch  dann  zu  wahren.  Ebenso  leicht  erkennt 
man,  dass  das  Vorzeichen  der  Zahlen  a,  b  ganz  unwesentlich  ist; 
ja,  es  darf  sogar  eine  von  ihnen  =  0  sein;  nur,  wenn  beide  =  0 
sind,  kann  von  einem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  derselben 
keine  Rede  sein. 

§.  5. 

Besonders  interessant  ist  der  specielle  Fall,  in  welchem  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier  Zahlen  a,  b  die  Einheit 
ist;  man  nennt  zwei  solche  Zahlen  relative  Primzahlen  ^  auch  wohl 
Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor,  indem  man  absieht  von 
dem  allen  Zahlen  gemeinschaftlichen  Divisor  1 ;  oder  man  sagt  auch: 
a  ist  relative  Primzahl  gegen  oder  zu  b.  Dieser  Definition  zufolge 
erkennt  man  also  zwei  Zahlen  als  relative  Primzahlen  daran,  dass 
bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  ein- 
mal der  Rest  h  =  l  auftritt.  Für  solche  Zahlen  gilt  nun  der  fol- 
gende 

Hauptsatz:  Sind  «,  b  relative  Primzahlen,  und  ist  h  eine  $e- 
liebige  dritte  Zahl ,  so  ist  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden 
Zahlen  ah,b  auch  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden  Zahlen  Ic,  b. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  braucht  man  nur  sämmtliche 
Gleichungen,  die  bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  der  Zahlen  a,  b  gebildet  werden,  und  deren  vor- 
letzte, da  h  =  l  ist,  in  unserm  Falle /=  sg-}-!  lautet,  mit  k 
zu  multipliciren;  man  erhält  dann 
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ah  =  mhh  +  ch 
hh  =  nck  -\-  dk 
de  =  pälc  -f  eh 


fh  =  sgh  -\-h. 
Ist  nun  ^  irgend  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  ah  und  Z>,  so 
geht  8  auch  in  mhh^  also  auch  in  ah  —  mbh  =  ch  auf;  es  geht 
daher  ö  auch  in  nch  und  folglich  auch  in  hh  —  nch  ^=  dh  auf. 
Und  indem  man  diese  Schlussweise  fortsetzt,  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass  d  auch  mfh^  in  gh^  folglich  auch  in  fh  —  sgh  =  h 
aufgehen  muss,  was  zu  beweisen  war. 

Im  Folgenden  werden  wir  vorzüglich  zwei  specielle  Fälle  dieses 
Satzes  gebrauchen,  nämlich: 

1.  Das  Frodud  mveier  Zahlen  a  und  h^  deren  jede  relative 
Primmhl  gegen  eine  dritte  b  ist,  ist  gleichfalls  relative  Frimzahl  sii  b; 
denn  unserm  Satze  nach  haben  ah  und  b  dieselben  gemeinschaft- 
lichen Divisoren,  wie  h  und  &.;  da  aber  h  und  b  relative  Primzahlen 
sind,  so  haben  sie  nur  den  einzigen  gemeinschaftlichen  Divisor  1 ; 
dasselbe  gilt  daher  von  ah  und  6,  also  sind  diese  Zahlen  relative 
Primzahlen. 

2.  Sind  a  und  b  relative  Primjsahlen^  und  ist  a  h  durch  b  theil- 
bar,  so  ist  auch  h  durch  b  theilbar;  denn  da  der  Annahme  zufolge 
ah  und  b  den  gemeinschaftlichen  Divisor  b  haben,  so  muss  dem 
Hauptsatze  nach  &  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  von  h  und&,  also 
jedenfalls  Divisor  von  h  sein. 

3.  Den  ersten  dieser  beiden  Sätze  kann  man  leicht  verall- 
gemeinern. Ist  jede  der  Zahlen  a,  2>,  c,  (?  .  .  .  relative  Primzahl 
gegen  eine  Zahl  a,  so  ist  auch  ab^  folglich  auch  das  Product  abc 
aus  ab  undc,  folglich  auch  das  Product  ab  cd  aus  abc  und  d  u.s.f., 
kurz  das  Product  ab  cd  .  .  .  aller  jener  Zahlen  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  a.    Allgemeiner,  hat  man  zwei  Beihen  von  Zahlen 

a^  b^  c^  d  .  .  . 
und 

a,  ß,y  ,  .  . 

von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  Zahl  der  einen  Beihe  relative 
Frimzahl  gegen  jede  Zahl  der  andern  Beihe  ist^  so  ist  auch  das 
Froduct  ab  cd  .  .  .  aller  Zahlen  der  einen  Beihe  relative  Frimzahl 
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gegen  das  Product  aßy  .  .  .  aller  Zahlen  der  andern  Beihe.  Denn 
soeben  ist  bewiesen,  dass  jede  der  Zahlen  a,  ß,  y  .  .  .  relative  Prim- 
zahl gegen  das  Product  ah  cd  .  .  .  ist,  woraus  durch  nochmalige 
Anwendung  desselben  Satzes  auch  folgt,  dass  ihr  Product  aßy ... 
ebenfalls  relative  Primzahl  gegen  ab  cd  .  .  .  ist. 

4.  Hieraus  können  wir  wdeder  einen  speciellen  Fall  ableiten, 
indem  wir  annehmen,  dass  die  Zahlen  5,  c,  c?  .  .  .  identisch  mit  a, 
ferner  die  Zahlen  /3,  y  .  .  .  identisch  mit  a  sind ;  wir  erhalten  dann 
das  Resultat:  ist  a  relative  Frim^ahl  gegen  a,  so  ist  auch  jede  Fo- 
tenz  der  Zahl  a  relative  Primzahl  gegen  jede  Potenz  der  Zahl  «. 

Eine  Anwendung  hiervon  macht  man  bei  dem  Beweise  des 
Satzes,  dass  die  mte  Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  A  entweder 
irrational  oder  selbst  eine  ganze  Zahl  ist;  denn  wenn  jene  Wurzel 
rational,  d.  h.  von  der  Form  r'.s  ist,  wo  r  und  s  ganze  Zahlen  be- 
deuten, die  man  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor  annehmen  kann, 
so  ergiebt  sich  aus  r'^  =  As'"\  dass  r"*  durch  s'"  theilbar  ist;  da  nun 
r  und  s,  folglich  auch  r'"  und  s"*  relative  Primzahlen  sind,  so  muss 
s"»  =  1,  also  auch  s  =  1  sein;  mithin  ist  jene  Wurzel  eine  ganze 
Zahl  r. 


§.6. 

Die  Aufgabe  des  §.  4  in  der  Weise  verallgemeinert,  dass  für 
eine  ganze  Reihe  gegebener  Zahlen  a,  &,  c,  c?  .  .  .  alle  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  gesucht  werden,  führt  zu  einem  ganz  ähnlichen 
Resultate.  Es  sei  h  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a 
und  h^  so  ist,  wie  wir  früher  fanden,  jeder  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  a  und  h  auch  Divisor  von  h  und  umgekehrt;  jeder  ge- 
meinschaftliche Divisor  der  drei  Zahlen  a,  6,  c  ist  daher  auch  ge- 
meinschaftlicher Divisor  von  h^  c  und  umgekehrt;  bezeichnet  man 
daher  mit  h  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von  h  und  c, 
so  ist  jede  gleichzeitig  in  a,  &,  c  aufgehende  Zahl  Divisor  von  /*;, 
und  umgekehrt  wird  jeder  Divisor  von  7c  auch  Divisor  der  drei 
Zahlen  a,  &,  c  sein.  Bildet  man  ferner  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  l  der  beiden  Zahlen  /c  und  d^  so  stimmen  die  ge- 
meinschaftlichen Divisoren  der  vier  Zahlen  a^h^  c^  d  vollständig 
überein  mit  den  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  l  u.  s.  f.  Wir 
haben  daher  das  Resultat:  ist  irgend  eine  Beihe  von  Zahlen  a,  h, 
c^  d  .  .  .  gegeben,  so  giebt  es  stets  eine  —  und  natürlich  auch  nur 
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eine  —  Zahl  m  von  der  Bescliaffenheit^  dass  jede  gleicJimtig  in  a, 
in  &,  in  c,  in  d  ti.  s.  w.  aufgehende  Zahl  auch  in  m  aufgeht^  und 
umgelcehrt  jeder  Divisor  von  m  auch  Divisor  jeder  einzelnen  der 
Zahlen  a^  b,  c^  d  .  .  .  ist  Diese  vollkommen  bestimmte  Zahl  m 
heisst  deshalb  wieder  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  ge- 
gebenen Zahlen.  (Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein, 
wenn  die  gegebenen  Zahlen  alle  =  0  sind.)  Setzt  man  ferner 
a  =  ma\  h  =  nih\  c  =  mc'^  d  =  md'  .  .  .,  so  sind  a\  h\  c\  d' ... 
ganze  Zahlen ,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  =  1  ist, 
oder,  wie  man  kurz  sagt,  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler. 
Umgekehrt,  wenn  a\  h\  c\  d'  .  .  .  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  m  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  der  Zahlen  ma\  mh\  mc\  md'  .  .  .  ist. 

Dagegen  bemerken  wir  an  dieser  Stelle  ein-  für  allemal,  dass, 
wenn  Zahlen  a,  &,  c,  c?  .  .  .  relative  Primzahlen  genannt  werden, 
darunter  stets  zu  verstehen  ist,  dass  je  zwei  von  ihnen  relative 
Primzahlen  sind;  solche  Zahlen  sind  daher  stets  zugleich  Zahlen 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler;  aber  Zahlen  ohne  gemeinschaft- 
lichen Theiler  sind  nicht  nothwendig  relative  Primzahlen. 


§.7. 

Gewissermaassen  das  Umgekehrte  der  vorhergehenden  ist  die 
folgende  Aufgabe:  Wenn  eine  JReihe  von  Zahlen  a,  h,  c^  d  .  .  .  ge- 
geben ist,  so  sollen  alle  gemeinschaftlichen  Multipla  derselben,  d.  h. 
alle  Zahlen  gefunden  tverden,  welche  durch  jede  einzelne  der  ge- 
gebenen Zahlen  theilbar  sind.  Da  von  den  gesuchten  Zahlen  zu- 
erst gefordert  wird,  dass  sie  durch  a  theilbar  sein  sollen,  so  sind 
sie  jedenfalls  in  der  Form  sa  enthalten,  wo  s  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Ist  nun  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
der  beiden  Zahlen  a  =  da'  und  b  =  ob' ,  so  sind  a'  und  b'  re- 
lative Primzahlen;  soll  daher  sa  =  sa'd  theilbar  sein  durch 
b  =  b'8,  so  muss  s  a'  durch  b'  und  folglich  (§.  5,  2.)  auch  s  durch  b' 
theilbar,  also  von  der  Form  s'  b'  sein,  wo  s'  wieder  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Sämmtliche  sowohl  durch  a  als  durch  b  theilbare 
Zahlen  sind  daher  von  der  Form  sa  =  s'  .a'b'd,  und  umgekehrt 
leuchtet  ein ,  dass  alle  in  dieser  Form  enthaltenen  Zahlen  sowohl 
durch  a  ^=  a' d  als  durch  b  =  b' ö  theilbar  sind. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  sämmtlichen  gemeinschaftlichen 
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Miiltii)la  der  beiden  Zahlen  a,  h  übereinstimmen  mit  den  sämmt- 
tichen  Vielfachen  einer  bestimmten  Zahl 

ah  0  ==  -^  =  /x, 

welche  man  deshalb  das    Ideinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der 
beiden  Zahlen  a^  h  nennt. 

Um  diesen  Satz  für  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Zahlen 
a,  6,  c,  c^  .  .  .  zu  verallgemeinern,  braucht  man  nur  zu  bemerken, 
dass  jedes  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Zahlen 

a,  &,  c,  öf  .  .  . 
nothwendig  auch  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  der  Zahlen 

ft,  c,  c?  .  .  . 
ist  und  umgekehrt.  Man  wird  daher  zunächst  das  kleinste  ge- 
meinschaftliche Multiplum  V  der  beiden  Zahlen  ft  und  c  suchen, 
dann  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  q  von  v  und  d  u.  s.  f. 
Auf  diese  Weise  leuchtet  ein,  dass  sämmtliche  gemeinschaftliche 
Multipla  der  gegebenen  Zahlen  a^h^  c^  d  .  .  .  übereinstimmen  mit 
den  sämmtlichen  Vielfachen  einer  einzigen  vollständig  bestimmten 
Zahl  üj,  welche  man  deshalb  das  läeinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache der  gegebenen  Zahlen  nennt. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  in  welchem  die 
Zahlen  a^  h^  c^  d  .  .  .  relative  Primzahlen  sind.  In  diesem  Falle  ist 
zunächst  d  =  1 ,  also  ist  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
der  beiden  relativen  Primzahlen  a  und  h  ihr  Product  ah.  Da  nun 
c  wieder  relative  Primzahl  gegen  a  und  gegen  &,  also  (§.5,  1.)  auch 
gegen  ah  ist,  so  ist  ahc  das  kleinste  gemeinschaftliche.  Multiplum 
der  drei  Zahlen  a,  &,  c  u.  s.  f.  Kurz,  man  erhält  das  Resultat: 
Sind  a^  h,  c,  d  .  .  .  relative  Primsahlen ,  so  ist  jede  Zahl ,  ivelche 
durch  jede  einzelne  derselben  theilhar  ist,  auch  durch  ihr  Product 
ab'cd  .  .  .  theilhar. 


g.  8. 

Da  jede  Zahl  sowohl  durch  die  Einheit,  als  auch  durch  sich 
selbst  theilhar  ist,  so  hat  jede  Zahl  —  die  Einheit  selbst  ausge- 
nommen —  mindestens  zwei  (positive)  Divisoren.  Jede  Zahl  nun, 
welche  keine  anderen  als  diese  beiden  Divisoren  besitzt,  heisst  eine 
Primzahl  (numerus  primus) ;  es  ist  zweckmässig ,  die  Einheit  nicht 
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zu  den  Primzahlen  zu  rechnen,  weil  manche  Sätze  über  Primzahlen 
nicht  für  die  Zahl  1  gültig  bleiben. 

Aus  dieser  Erklärung  ergiebt  sich  der  Satz:  Wenn  p  eine 
Frimmhl  und  a  irgend  eine  ganze  Zahl  ist^  so  geht  entweder  p  in 
a  auf^  oder  p  ist  relative  Primzahl  zu  a.  Denn  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  p  und  a  ist  entweder  p  selbst  oder  die 
Einheit. 

Hieraus  folgt  weiter:  Wenn  ein  Product  aus  mehreren  Zahlen 
a^h^  e,  d  .  .  .  dureh  eine  Primzahl  p  theilhar  ist,  so  geht  p  min- 
destens in  einem  der  Factoren  a,  h,  c,  d  .  .  .  auf.  Denn  wäre  keine 
einzige  dieser  Zahlen  durch  ^  theilbar,  so  wäre  jö  relative  Prim- 
zahl gegen  jede  einzelne  von  ihnen  und  folglich  auch  gegen  ihr 
Product,  was  gegen  die  Annahme  streitet,  dass  dies  Product  durch 
p  theilbar  ist. 

Jede  Zahl,  welche  ausser  sich  selbst  und  der  Einheit  noch 
andere  Divisoren  hat,  heisst  zusammengesetzt  (numerus  compositus). 
Diese  Benennung  wird  gerechtfertigt  durch  folgenden 

Fundamentalsatz:  Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  stets 
und  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  Product  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Primzahlen  darstellen. 

JBeiveis.  Da  jede  zusammengesetzte  Zahl  m  ausser  1  und  m 
noch  andere  Divisoren  hat,  so  sei  a  ein  solcher;  ist  nun  a  keine 
Primzahl,  also  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  besitzt  a  ausser  1 
und  a  noch  andere  Divisoren ,  z.  B.  & ;  ist  h  noch  keine  Primzahl, 
also  zusammengesetzt,  so  hat  h  wieder  mindestens  einen  Divisor  c, 
der  von  1  und  h  verschieden  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  muss  man 
endlich  einmal  zu  einer  Primzahl  gelangen;  denn  die  Reihe  der 
Zahlen  m,  a,  6,  c  .  .  .  ist  eine  abnehmende,  sie  kann  also,  da  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  giebt ,  welche  kleiner  als  m  sind, 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  enthalten ;  das  letzte  Glied 
derselben  muss  aber  eine  Primzahl  sein,  denn  sonst  könnte  man 
ja  die  Reihe  noch  weiter  fortsetzen.  Bezeichnet  man  diese  Prim- 
zahl mit  j),  so  ist,  da  jedes  Glied  der  Reihe  ein  Multiplum  des  fol- 
genden ist,  die  erste  Zahl  m  auch  ein  Multiplum  von  der  letzten  p. 
Man  kann  daher 

m  =  p  m' 

setzen.  Nun  ist  m'  entweder  eine  Primzahl  —  dann  ist  m  schon 
als  Product  von  Primzahlen  dargestellt  —  oder  m'  ist  zusammen- 
gesetzt; im  letztern  Falle  muss  es  wieder  eine  in  m'  aufgehende 
Primzahl  p'  geben,  so  dass 
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m'  =  p'm"^    also    m-=zj^p'm" 

wird.  Ist  nun  m"  noch  keine  Primzahl,  so  kann  man  auf  dieselbe 
Weise  fortfahren,  bis  man  m  als  Product  von  lauter  Primzahlen 
dargestellt  hat.  Dass  dies  Avirklich  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  ähnlichen  Zerlegungen  geschehen  muss,  leuchtet  daraus  ein, 
dass  die  Reihe  der  Zahlen  m,  m',  m"  .  .  .  ebenfalls  eine  abnehmende 
und  folglich  eine  endliche  ist. 

Hiermit  ist  der  eine  Haupttheil  des  Satzes  erwiesen,  welcher 
die  Möglichkeit  der  Zerlegung  behauptet;  offenbar  ist  aber  diese 
successive  Ablösung  von  Primzahl-Factoren  in  mancher  Beziehung 
willkürlich,  und  es  bleibt  daher  noch  nachzuweisen  übrig,  dass,  auf 
welche  Weise  dieselbe  auch  ausgeführt  sein  mag,  das  Endresultat 
doch  stets  dasselbe  sein  muss.  Nehmen  wir  daher  an,  man  habe 
durch  zwei  verschiedene  Anordnungen  einmal 

m  =  pp'p"  .  .  . 
ein  anderes  Mal 

m  =  q  q'q"  .  .  . 

gefunden,  wo  p,  p\  p"  .  .  .  und  g,  5',  cf'  .  .  .  sämmtlich  Primzalden 
bedeuten.  Da  nun  das  Product  pp'p"  .  .  .  durch  die  Primzahl  q 
theilbar  ist,  so  muss  mindestens  einer  der  Factoren,  z.  B.  jp,  durch 
q  theilbar  sein;  p  besitzt  aber  als  Primzahl  nur  die  beiden  Di- 
visoren 1  und_29,  und  folglich  muss  q=p  sein,  da  q  nicht  =  1 
ist.    Hieraus  folgt  nun 

p'p"  ...  =  q'q"  .  .  . 
und  man  kann  auf  dieselbe  Weise  zeigen,  dass  q^  mit  einer  der 
Primzahlen  p\  p"  .  .  .^  z.  B.  mit  p' ,  identisch  sein  muss ,  woraus 
dann  wieder 

p"...=q"... 
folgt.  Auf  diese  Weise  überzeugt  man  sich  davon,  dass  jede  Prim- 
zahl, welche  bei  der  zweiten  Art  der  Zerlegung  ein  oder  mehrere 
Male  als  Factor  auftritt,  mindestens  ebenso  oft  auch  bei  der  ersten 
Zerlegung  vorkommt;  da  aber  ferner  auf  dieselbe  Weise  gezeigt 
werden  kann,  dass  sie  bei  der  zweiten  Zerlegung  mindestens  eben- 
so oft  vorkommt  wie  bei  der  ersten,  so  muss  jede  Primzahl  in  bei- 
den Zerlegungen  gleich  oft  als  Factor  vorkommen,  und  folglich 
stimmt  der  Complex  aller  Primzahlen  bei  der  einen  Zerlegung  voll- 
ständig mit  dem  bei  der  andern  überein. 

Nachdem  so   der  Satz  in   allen  seinen  Theilen  bewiesen   ist, 
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können  wir  die  Darstellung  der  zusammengesetzten  Zahl  m  noch 
dadurch  vereinfachen,  dass wir  jedesmal  alle  untereinander  identi- 
schen Primzahl-Factoren  zu  einer  Potenz  vereinigen.  Es  sei  näm- 
lich a  eine  von  den  in  m  aufgehenden  Primzahlen,  und  zwar  mag 
dieselbe  genau  «mal  als  Factor  in  der  Zerlegung  vorkommen,  so 
vereinigen  wir  diese  «  Factoren  zu  der  Potenz  a^  ;  sind  hierdurch 
noch  nicht  alle  Factoren  erschöpft,  und  ist  b  eine  der  übrigen  Prim- 
zahlen, so  bilden  wir,  wenn  sie  genau  ßmsil  vorkommt,  die  Potenz 
bß ^  und  in  derselben  Weise  fahren  wir  fort,  wenn  hierdurch  noch 
nicht  alle  Primzahl-Factoren  von  ni  erschöpft  sind.  Auf  diese 
Weise  überzeugt  man  sich,  dass  man  jeder  zusammengesetzten 
Zahl  m  die  Form 

m  =  a^^bßc'^  .  .  . 
geben  kann,  in  welcher  a,  &,  c  die  sämmtlichen  unter  einander  ver- 
schiedenen', in  m  aufgehenden  Primzahlen,  und  «,  ^,  7  .  .  .  ganze 
positive  Zahlen  bedeuten.  Dass  aber  in  dieser  Form  nicht  nur  alle 
zusammengesetzten,  sondern  auch  alle  Primzahlen  enthalten  sind, 
leuchtet  unmittelbar  ein. 

Die  Primzahlen  bilden  daher  gewissermaassen  das  Material, 
aus  welchem  alle  anderen  Zahlen  sich  zusammensetzen  lassen. 
JDass  es  unendlich  viele  Primzahlen  giebt^  hat  schon  Euclid^)  be- 
wiesen, und  zwar  in  folgender  Art.  Gesetzt  es  gäbe  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Primzahlen,  so  würde  eine  von  ihnen,  die  wir  mit 
p  bezeichnen  wollen,  die  letzte,  d.  h.  die  grösste  sein.  Denken  wir 
uns  nun  alle  diese  Primzahlen  aufgeschrieben 

2,  3,  5,7,  11  .  ..i), 

so  müsste  jede  Zahl,  welche  grösser  als  p  ist,  zusammengesetzt  und 
folglich  durch  mindestens  eine  dieser  Primzahlen  theilbar  sein. 
Allein  es  ist  sehr  leicht,  eine  Zahl  zu  bilden,  welche  erstens  grösser 
als  p  und  zweitens  durch  keine  jener  Primzahlen  theilbar  ist;  dazu 
bilden  wir  das  Product  aller  Primzahlen  von  2  bis  p  und  vergrössern 
dasselbe  um  eine  Einheit.    Diese  Zahl 

^  =  2.  3.  5  .  .  .  jp  -f  1 

ist  in  der  That  grösser  als  p^  da  ja  schon  2p  grösser  als  p  ist;  sie 
ist  aber  durch  keine  der  Primzahlen  theilbar,  da  ^,  durch  jede 
derselben  dividirt,  immer  den  Rest  1  lässt.    Damit  ist  also  unsere 


^)  Elemente,  Buch  IX,  Satz  20. 
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Annahme  im  Widerspruch,  und  folghch  giebt  es  unendUch  viele 
Primzahlen. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  des  andern,  dass  in 
jeder  unbegrenzten  arithmetischen  Progression,  deren  allgemeines 
Glied  lex  -]-m  ist ,  und  in  welcher  das  Anfangsglied  7n  und  die 
Differenz  Ic  relative  Primzahlen  sind,  unendlich  viele  Primzahlen 
enthalten  sind;  allein,  so  einfach  der  Beweis  für  den  speciellen 
Fall  war,  in  welchem  ä;  =  1 ,  so  schwierig  war  es,  einen  strengen 
Beweis  für  den  allgemeinen  Satz  zu  geben,  und  dies  ist  bis  jetzt 
nur  durch  Zuziehung  von  Principien  gelungen,  welche  der  Infini- 
tesimalrechnung angehören  '^). 


§.9. 


Durch  den  soeben  bewiesenen  Fundamentalsatz  haben  wir  nun 
ein  einfaches  Kriterium  gewonnen,  nach  welchem  stets  beurtheilt 
werden  kann,  ob  eine  Zahl  m  durch  eine  andere  n  theilbar  ist  oder 
nicht,  sobald  wir  voraussetzen  dürfen,  dass  beide  in  ihre  Prim- 
factoren  zerlegt  sind.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  m  durch  n 
theilbar,  dass  also  m  =  nq  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  jede  in  n  auf- 
gehende Primzahl  auch  in  m  aufgehen  muss;  es  kann  daher  n 
keine  anderen  Primfactoren  enthalten  als  m,  und  ausserdem  kann 
auch  ein  solcher  Primfactor  nicht  öfter  in  n  als  in  m  vorkommen; 
und  umgekehrt,  wenn  jeder  Primfactor  der  Zahl  n  mindestens 
ebenso  oft  in  m  vorkommt  wie  in  n^  so  ist  auch  m  durch  n  theilbar. 

Sind  daher  a,  b^  c  .  .  die  sämmtlichen  von  einander  verschie- 
denen, in  m  aufgehenden  Primzahlen,  so  dass 

m  =  a^bßcy  .  .  . , 
so  ist  jeder  Divisor  n  dieser  Zahl  in  der  Form 

n  =  af^'hß'cy'  .  .  . 
enthalten,  in  welcher 

a'  irgend  eine  der  oc  -f- 1  Zahlen  0,  1,  2  ...  w 

ß'         .  „         n      /^+1  .        0,1,2...^ 

/     .      „     „    r  +  i      «    0, 1, 2...  y 

u.  s.  w. 


*)  Siehe  die  Supplemente  VI.  §.  132  bis  137. 
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bedeutet;  und  alle  diese  Zahlen  n  sind  wirklich  Divisoren  von  m. 
Hieraus  gehen  sogleich  einige  interessante  Folgerungen  hervor. 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  jede  Combination  eines  Werthes 
von  od  mit  einem  von  /3',  mit  einem  von  y'  u.  s.  w.  einen  Divisor 
von  m  liefert,  und  da  je  zwei  verschiedenen  solchen  Combinationen 
(nach  §.  8)  auch  zwei  ungleiche  Divisoren  von  m  entsprechen,  dass 
die  Anzahl  aller  Divisoren  von  m  gleich 

ist;  diese  Anzahl  hängt  daher  nur  von  den  Exponenten  a^  ß^y .  .  . 
ab,  nicht  aber  von  der  N'atur  der  in  m  aufgehenden  Primzahlen 
a,  &,  c  u.  s.  w. 

Bildet  man  ferner  das  Schema 

1,  a,  «2  .  .  .  a^ 
1,  6,  &2  .  .  .  Iß 

1,  c,  c2  . . .  cy 

u.  s.  w. 
und  bildet  alleProducte  a^'  W  c^'  .  .  .^  indem  man  aus  jeder  dieser 
Horizontalreihen  ein  Glied  a^\  hß\  c^'  .  .  .  auswählt,  so  erhält  man 
alle  Divisoren  der  Zahl  m,  und  zwar  jeden  nur  ein  einziges  Mal. 
Die  Summe  aller  dieser  Divisoren  erhält  man  daher  nach  derselben 
Regel,  nach  welcher  man  die  einzelnen  Aggregate 

1  +  a  +  »2  -I-. .  .  .  -1-  a«  = 


1  -f  c  +-  C2  + .  .  .  4-  c^'  = 


a—\ 

hß+^  —  l 

b  —  1 


—  1 

u.  s.  w. 

mit  einander  zu  multipliciren  hat;   folglich  ist  die  Summe   aller 
Divisoren  der  Zahl  m  gleich  dem  Product 

a«-n  —  1       hß+'-  —  1       cy+''  —  1 
a  —  i      '      b  —  1  c—1 

Nehmen  wir  z.  B.  m  =  ßO  =  22.3.5,  so  sind  die  sämmtlichen 
Divisoren  folgende: 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60; 
ihre  Anzahl  ist 

(2  +  l)(l  +  l)(l  +  l)  =  12  ; 

Dille  hie  t,  Zahlentheorie.  2 
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und  ihre  Summe 

23—1      32—1      52—1 
.      2  —  1    *   3  —  1    '  "ö^^ör 


=  7.4.6  =  168. 


§.  10. 

Wir  kehren  nun  zu  einigen  früheren  Aufgaben  zurück,  zu- 
nächst zu  derjenigen  (§.  6),  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor einer  Reihe  von  Zahlen  zu  bilden^  jetzt  unter  der  Voraussetzung, 
dass  ihre  Zerlegungen  in  Primfactoren  gegeben  sind.  Man  be- 
trachte alle  Primzahlen,  welche  in  diesen  Zerlegungen  vorkommen, 
und  scheide  zunächst  diejenigen  unter  ihnen  aus,  welche  in  einer 
oder  mehreren  der  gegebenen  Zahlen  gar  nicht  als  Primfactoren 
enthalten  sind.  Bleibt  auf  diese  Weise  gar  keine  Primzahl  übrig, 
so  ist  die  Einheit  der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor. 
Im  entgegengesetzten  Fall  sei  a  eine  Primzahl,  welche  bei  dieser 
vorläufigen  Ausscheidung  zurückgeblieben  ist  und  also  in  jeder  der 
gegebenen  Zahlen  mindestens  einmal  enthalten  ist;  man  zähle,  wie 
oft  a  als  Primfactor  in  jeder  einzelnen  der  gegebenen  Zahlen  vor- 
kommt, und  nehme  die  kleinste  dieser  Anzahlen,  die  wir  mit  a  be- 
zeichnen, so  dass  a  in  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau 
«mal,  in  allen  übrigen  aber  mindestens  ebenso  oft  als  Primfactor 
vorkommt.  Aehnlich  verfahre  man  mit  den  übrigen  Primzahlen 
&,  c  .  .  .,  sofern  diese  noch  nicht  erschöpft  sind,  und  bilde  für  jede, 
für  h  die  Anzahl  /3,  für  c  die  Anzahl  y  u.  s.  w.  nach  derselben  Regel, 
nach  welcher  für  die  Primzahl  a  die  Anzahl  «  gebildet  wurde. 
Dann  ist 

aHl^cy  ... 

der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor.  Der  Beweis  für 
diese  Regel  leuchtet  unmittelbar  dadurch  ein,  dass  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  keine  anderen  Primfactoren  enthalten 
kann,  als  solche,  welche  in  jeder  der  gegebenen  Zahlen  enthalten 
sind,  und  dass  er  keinen  Primfactor  öfter  enthalten  kann,  als  irgend 
eine  der  gegebenen  Zahlen. 

Aehnlich  gestaltet  sich  die  Lösung  der  anderen  Aufgabe,  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  einer  Reihe  von  gegebenen 
Zahlen  zu  bilden  (§.  7).  Jetzt  betrachte  man  jede  Primzahl,  die 
in  irgend  einer  der  gegebenen  Zahlen  als  Factor  enthalten  ist,  und 
sehe  nach,    in  welcher  sie  am  häufigsten  vorkommt;  ebenso  oft 
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nehme  man  sie  als  Factor  in  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multi- 
plum  auf;  sind  aber  a,  &,  c  .  .  .  die  sämmtlichen  Primzahlen,  welche 
in  den  einzelnen  Zerlegungen  der  gegebenen  Zahlen  vorkommen, 
so  erhält  man  nach  dieser  Regel  das  gesuchte  kleinste  gemein- 
schaftliche Multiplum  in  der  Form 

wo  z.  B.  der  Exponent  a'  dadurch  bestimmt  ist,  dass  die  Primzahl 
a  in  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau  a'  mal,  in  allen 
übrigen  aber  nicht  öfter  als  Factor  enthalten  ist.  Der  Beweis  liegt 
hier  darin,  dass  die  gesuchte  Zahl  jeden  Primfactor  enthalten  muss, 
der  in  einer  der  gegebenen  Zahlen  enthalten  ist,  und  zwar  minde- 
stens ebenso  oft,  als  diese. 

Endlich  können  wir  aus  den  vorhergehenden  Principien  noch 
ein  Kriterium  ableiten,  nach  welchem  zu  erkennen  ist,  ob  eine  Zahl 

m  =  a^hßc'y  .  .  . 
eine  genaue  rte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  /c  ist.     Dazu  ist  offenbar 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  alle  Exponenten  w,  j3,  y  .  .  .  durch 
r  theilbar  sind,  wie  man  sogleich  aus  der  Annahme 

m  =  IC 
erkennt. 


§.11. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  Untersuchung  über,  welche  an  sich 
schon  interessant  und  ausserdem  für  die  Folge  von  der  grössten 
Wichtigkeit  ist.     Denken  wir  uns  einmal  alle  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  4  ...  m 
bis  zu  einer  beliebigen  letzten  m  aufgeschrieben,  und  zählen  wir 
ab,  ,wie  viele  von  ihnen  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m 
sind.  Diese  Anzahl  bezeichnet  man  in  der  Zahlentheorie  durch- 
gängig mit  €p  (m) ,  wo  der  Buchstabe  cp  die  Rolle  eines  Functions- 
zeichens  spielt*).  Da  die  Einheit  relative  Primzahl  gegen  sich 
selbst  ist,  so  folgt  zunächst 

9(1)  =  1; 

durch  wirkliches  Abzählen  findet  man  ferner 


*)  Gauss:  Disquisitiones  Ärühmeticae  art.  38. 

2* 
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(p(2)  =  1,  9)(3)  =  2,  9(4)  :=  2,  cp(6)  ^  4 

u.  s.  w.  Allein  es  kommt  darauf  an ,  einen  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  Function  cp  (m)  zu  finden,  und  wir  werden  sehen,  dass  man 
zu  diesem  Zweck  nur  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen 
Primzahlen  a,  &,  c  .  .  .  zu  kennen  braucht,  welche  in  m  aufgehen. 
Unsere  Aufgabe  ist  nämlich  identisch  mit  dieser:  die  Anzahl  der' 
obigen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  durch  keine  dieser  Primzahlen 
a,  &,  c  .  .  .  theilbar  sind;  und  diese  ist  wieder  nur  ein  specieller 
Fall  der  folgenden: 

Wenn  a,  &,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  sind  und  sämmtlich  in 
einer  Zahl  m  aufgehen,  so  soll  die  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  m        ^  (31) 

bestimmt  werden,  w^elche  durch  keine  der  Zahlen  a^h^  c  .  .  .  theil- 
bar sind. 

Es  zeigt  sich  nun,  wie  es  häufig  geschieht,  dass  die  allgemei- 
nere Aufgabe  leichter  zu  lösen  ist,  als  der  direct  angegriffene  spe- 
cielle  Fall.  Zu  diesem  Zweck  scheiden  wir  zunächst  aus  dem 
Zahlencomplex  {M)  alle  diejenigen  aus,  welche  durch  die  Zahl  a 
theilbar  sind;  es  sind  dies  offenbar  die  Zahlen 

a,  2a,  da  ...  —a; 
a 

die  Anzahl  derselben  ist  m  :  a;  es  bleiben  daher,  nachdem  die- 
selben aus  dem  Complex  (Jf )  ausgeschieden  sind,  nur 


m 

m =.  m 

a 


('-9  <■) 


Zahlen  übrig,  welche  nicht  durch  a  theilbar  sind,  und  deren  Com- 
plex wir  mit  {A)  bezeichnen  wollen. 

Aus  diesem  Complex  (A)  sind  nun  zunächst  alle  durch  ötheil- 
baren  Zahlen  auszuscheiden;  es  sind  dies  offenbar  alle  diejenigen 
Zahlen  des  Complexes  (Jf),  welche  der  doppelten  Forderung  ge- 
nügen, erstens  dass  sie  nicht  durch  a,  zweitens  dass  sie  durch  h 
theilbar  sind.  Alle  Zahlen  nun,  welche  der  zweiten  Forderung 
genügen,  sind  die  folgenden 

damit  aber  eine  dieser  Zahlen,  z.  B.  r&,  auch  der  ersten  Forderung 
genüge,  ist  erforderlich   und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r 
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nicht  durch  a  tlieilbar  sei;  denn  da  der  Annahme  nach  a  und  h 
relative  Primzahlen  sind,  so  ist  rh  theilbar  oder  nicht  theilbar 
durch  a,  je  nachdem  r  durch  a  tlieilbar  ist  oder  nicht  (§.  5,  2.). 
Die  Anzahl  der  noch  aus  dem  Complex  {A)  auszuscheidenden 
Zahlen  stimmt  daher  überein  mit  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

12   3  - 

welche  nicht  durch  a  theilbar  sind.  Da  nun  m  durch  a  und  ö, 
folglich  auch  durch  ah  theilbar  ist,  so  ist  die  letzte  dieser  Zahlen 
m  :  h  theilbar  durch  a;  unsere  Frage  ist  also  dieselbe  für  die  Zahl 
m  :  1)  wie  diejenige,  welche  wir  durch  den  ersten  Schritt  für  die  Zahl 
m  gelöst  und  durch  die  Formel  (1)  beantwortet  haben.  Die  An- 
zahl der  aus  (A)  auszuscheidenden  Zahlen  ist  daher  gleich 


m 
~b 
und  wir  erhalten 


(-i) 


m 


als  Anzahl  derjenigen  im  Complex  (J)  enthaltenen  Zahlen,  welche 
nicht  durch  h  theilbar  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Anzahl  der- 
jenigen in  (J/)  enthaltenen  Zahlen,  welche  weder  durch  a  noch 
durch  h  theilbar  sind. 

Bezeichnen  wir  den  Complex  dieser  Zahlen  mit  (Jö),  so  kann 
man  in  derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  durch  Induction 
zu  dem  Resultat,  dass  die  Anzahl  derjenigen  in  {M)  enthaltenen 
Zahlen  (X),  welche  durch  keine  der  Zahlen  a^  h^  c  .  .  .  h  theilbar 
sind,  gleich 

(■-4)0-{)('-l)-('-i)-    « 

ist.  Um  die  Allgemeingültigkeit  dieses  Gesetzes  nachzuweisen, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Kichtigkeit  desselben  für  die  Zahlen 
a,  &,  c  .  .  .  ^  schon  bewiesen  sei,  und  untersuchen,  was  geschieht, 
wenn  zu  denselben  noch  eine  andere  l  hinzukommt,  wobei  natürlich 
wieder  vorausgesetzt  wird,  erstens  dass  l  in  m  aufgeht,  zweitens 
dass  l  relative  Primzahl  gegen  jede  der  vorhergehenden  Zahlen 
a^  h^  c  .  .  .  h  ist. 

Um  die  Anzahl  aller  in  (M)  enthaltenen  Zahlen  zu  bestimmen, 
welche  durch  keine  der  Zahlen  a^  b,  c  .  .  .  Je,  l  theilbar  sind,  haben 


m 
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wir  aus  dem  Complex  (K)  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  keine 
der  Zahlen  a,h,  c  .  .  .  l  theilbar  sind,  und  deren  Anzahl  durch 
die  Formel  (3)  gegeben  ist,  nur  noch  die  auszuscheiden,  welche 
durch  l  theilbar  sind;  es  sind  dies  alle  diejenigen  in  {M)  enthal- 
tenen Zahlen,  welche  erstens  nicht  theilbar  durch  a,  b,  c  .  .  .  h, 
zweitens  theilbar  durch  l  sind.  Alle  durch  l  theilbaren  Zahlen 
des  Complexes  (M)  sind  diese 


m 


und  damit  irgend  eine  derselben,  z.  B.  rl^  durch  keine  der  Zahlen 
a^h  .  .  .Tv  theilbar  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  der 
Coefficient  r  dieselbe  Eigenschaft  habe.  Die  Anzahl  der  auszu- 
scheidenden Zahlen  stimmt  daher  über  ein  mit  der  Anzahl  derje- 
nigen unter  den  Zahlen 

1   2  - 

welche? durch  keine  der  Zahlen  a^  b  .  .  .  Je  theilbar  sind;  diese  ist 
aber  nach  der  als  richtig  vorausgesetzten  Formel  (3)  gleich 

nach  Ausscheidung  derselben  aus  dem  Complex  (K)  bleiben  daher 

-(-i)0-i)  ■■(-!)     . 
-"(■-ä('-l)--(-i) 

Zahlen  übrig,  nämlich  diejenigen ,  welche  durch  keine  der  Zahlen 
«,  &,  c  .  .  .  Ä;,  ?  theilbar  sind. 

Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  unseres  Satzes  bewiesen; 
kehren  wir  nun  zu  unserer  ursprünglichen  Aufgabe  zurück,  so  er- 
halten wir  das  Resultat"^): 


*)  Euler:  Theoremata  arithmetica  nova  wetJiodo  demonstrata,  Comm. 
nov.  Ac.  Petrop.  VIII.  p.  74.  Speculationes  circa  quasdam  insignes  pro- 
prietates  numerorum,  Acta  Petrop.  IV,  2.  p.  18.  —  Eine  höchst  werthvolle 
Sammlung  der  arithmetischen  Abhandlungen  Euler's  ist  von  den  Brüdern 
Fuss  unter  folgendem  Titel  herausgegeben:  Leonhardi  Euleri  Commenta- 
tiones  A^'ithmeticae  Collectae.    Petropoli  1849.    2  tora. 
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Sind  a^h  .  .  .  Iv^l  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen 
in  m  aufgehenden  Frimsahlen^  so  ist 

die  Anzahl  aller  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2  ...  m, 
welche  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m  sind. 

Denn  damit  irgend  eine  Zahl  relative  Primzahl  gegen  m  sei, 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  sie  durch  keine  der  in  m 
aufgehenden  absoluten  Primzahlen  theilbar  sei. 

Wir  können  dem  gefundenen  Ausdruck  eine  andere  Form 
geben,  indem  wir  m  als  Product  von  Primzahl-Potenzen  darstellen; 
da  a,  &,  c  .  .  .  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  m 
aufgehenden  Primzahlen  sind,  so  hat  m  die  Form 

m  =  a^'hßc^  .  .  . , 
und  es  wird 

(p(m)  =  (a—l)  a«-i  •  (b  —  1)  hß-"-  .  (c—  1)  c^-i  ... 

Um  unsern  Satz  an  einem  Beispiel  zu  prüfen,  wählen  wir 
m  =  60;  die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  nicht  grösser  als  60  und 
relative  Primzahlen  gegen  60  sind,  bilden  die  Reihe 

1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  59, 
und  ihre  Anzahl  ist  =  16;  in  der  That  finden  wir  nach  der  obigen 
Formel,  da  2,  3,  5  sämmtiiche  in  60  aufgehende  Primzahlen  sind, 

9(60)-604-|-T=16- 


§.12. 

Aus  der  gefundenen  Form  der  Function  q)  (m)  geht  auch  noch 

folgender  Satz  hervor:   Sind  m  und  m!  zwei  relative  Primzahlen, 

so  ist 

cp(mm')  =  cp(m)  (p(m'). 

Denn  sind  a^h^c...  sämmtiiche  in  w,  und  a',  6',  c'  .  .  .  sämmt- 
iiche in  m'  aufgehende  Primzahlen,  so  stimmt,  da  m  und  m'  relative 
Primzahlen  sind,  keine  Primzahl  der  einen  Reihe  mit  einer  der 
andern  überein,  d.  h.  alle  Primzahlen 

a^h,  c  .  .  .     a\  h\  c'  .  .  . 
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sind  von  einander  verschieden.  Sie  gehen  ferner  sämmtUch  in 
dem  Product  mm'  auf,  und  umgekehrt  muss  jede  in  mm'  aufge- 
hende Primzahl,  da  sie  in  einem  der  beiden  Factoren  m,  m'  auf- 
gehen muss,  mit  einer  dieser  Primzahlen  übereinstimmen.  Also 
sind  dies  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  mm' 
aufgehenden  Primzahlen;  hieraus  folgt 


(p  {mm)'  =  mm' 
Da  nun  andererseits 


0-i)(-i)(-i) 

(■-a('-i)(-7) 


und 


ist,  so  ergiebt  sich  durch  den  unmittelbaren  Anblick  die  Richtig- 
keit des  zu  beweisenden  Satzes. 
So  ist  z.  B. 

9)(60)  =  9(4  .  15)  =  g)(4)9(15)  =  2  .  8  =  16. 
Uebrigens  leuchtet  ein,  dass  der  soeben  bewiesene  Satz  ohne  Wei- 
teres auf  ein  Product  aus  beliebig  vielen  Zahlen  m,  m',  m"  ,  .  , 
ausgedehnt  werden  kann,  welche  sämmtlich  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind;  denn  es  ist  z.  B. 

q)(m7n'm")  =  cp{m)  (p{m'm")  =  (p(m)  cp{m')  q)(m") 
und  ähnlich  für  eine  grössere  Anzahl  von  Factoren. 


§•  13. 

Die  Aufgabe ,  den  Werth  der  Function   (p  (m)  zu  bestimmen, 
ist  eigentlich  nur  ein  specieller  Fall  von  der  folgenden: 

Wenn  d  irgend  ein  Divisor  der  Zalil  m  =  nd  ist^  so  soll  die 
die  Ansahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  m 
bestimmt  werden,  welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Di- 
visor 8  haben. 

Wir  können  dieselbe  sogleich  auf  den  frühern  speciellen  Fall 
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zurückführen.  Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  die  Zahlen,  um 
welche  es  sich  handelt,  unter  den  Vielfachen  von  ö,  also  unter  den 
Zahlen  ■ 

zu  suchen  sind.  Damit  nun  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  m  =  nd  und  einer  Zahl  von  der  Form  rd  sei,  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r  relative  Primzahl  gegen 
n  sei;  die  gesuchte  Anzahl  ist  daher  zugleich  die  Anzahl  derjenigen 
der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  ti, 

welche  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  n  derselben  sind ;  diese 
Anzahl  ist  folglich  =:  cp  (n).  Offenbar  geht  diese  allgemeinere 
Aufgabe  wieder  in  die  frühere  über,  wenn  der  Divisor  d  =  1  ist. 

Aus  der  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  nun  ein  schöner 
Satz  über  die  Function  g?  (m)  ableiten ,  der  in  späteren  Unter- 
suchungen eine  grosse  Rolle  spielt.  Schreiben  wir  einmal  alle  Di- 
visoren 

ö\  d",  ö'"  .  .  . 

der  Zahl 

m  =  n'd'  =  n"d"  =  n'"d"'  =  .  .. 

auf,  und  theilen  wir  alle  m  Zahlen 
1,  2,  3  ...  m 
in  ebenso  viele  Gruppen  ein,  als  es  Divisoren  d  von  m  giebt,  indem 
.wir  alle  die  Zahlen,  welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  ö'  haben,  und  deren  Anzahl  nach  dem  Vorhergehenden 
=  q)(n')  ist,  in  die  erste  Gruppe,  ebenso  alle  die  cp{n")  Zahlen, 
welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d"  haben, 
in  die  zweite  Gruppe  aufnehmen  u.  s.  f.  So  leuchtet  ein,  dass  jede 
der  m  Zahlen  in  eine,  aber  auch  nur  in  eine  solche  Gruppe  auf- 
genommen wird,  und  es  muss  daher  das  Aggregat  der  Zahlen 

<f{n'),  <p(n"),  <p(n"')... 
welche  angeben,  wie  viele  Zahlen  der  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w. 
Gruppe  angehören,  mit  der  Anzahl  m  der  sämmtlichen  in  diese 
GrujDpen  vertheilten  Zahlen  übereinstimmen.  Da  nun  die  Zahlen 
n\  n'\  n"'  ...  die  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  m  bilden,  so  er- 
halten wir  folgenden  Satz*): 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  39. 
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Durchläuft  n  alle  Divisoren  einer  Zahl  m,   so  ist   die   ent- 
sprechende Summe 

^(p{n)  =  m. 

Es  wird  gut  sein ,  diesen  Satz  wieder  an  einem  Beispiel  zu 
prüfen.     Nehmen  wir  m  =  60,  so  sind  die  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60 

die  sämmtlichen  Divisoren  n  von  60.     Nun  ist 

(p  (1)  =  1,  9^  (2)  =  1,  9  (3)  =  2,  9  (4)  =  2, 
9^(5)  =4,  <p(6)  =:2,  9  (10)  =  4,  .9  (12)  =  4, 
(p  (15)  =  8,     (p  (20)  =  8,     9)  (30)  =  8,     (p  (60)  =  16; 

uud  die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  in  der  That  =  60. 


§.14. 


Der  soeben  gegebene  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  über 
die  Function  cp  (m)  ergab  sich  unmittelbar  aus  dem  Begriff  dieser 
Function  ohne  Hülfe  der  vorher  für  dieselbe  gefundenen  Form 
und  ohne  alle  Rechnung''');  es  wird  aber  gut  sein,  noch  einen  zwei- 
ten Beweis  hinzuzufügen,  welcher  mehr  rechnend  zu  Werke  geht  und 
die  früher  abgeleitete  Form  der  Function  und  die  daraus  gezogenen 
Folgerungen  voraussetzt. 

Jeder  Divisor  n  der  Zahl 

m  ■=  a^hßc'^  .  .  . 
hat*die  Form 

n  =  a^'hß'cy'  .  .  . 

wo  wie  früher  a,  h,  c  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen 
bedeuten.  Da  also  a^\  bß\  c'^'  ...  unter  einander  relative  Primzahlen 
sind,  so  ist 

(p(n)  =  (p{a^')  (p(bß')  (p(cy)  .  .  . 
Um  nun  alle  Divisoren  n  der  Zahl  m  zu  erhalten,  muss  man 


*)  Dieser  Satz  charakterisirt  umgekehrt  die  Function  (p{m)  vollständig, 
so  dass  aus  ihm  auch  die  (in  §.11  gefundene)  Form  derselben  abgeleitet 
werden  kann;  siehe  die  Supplemente  VII,  §.  138. 
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a'  die  Zahlen  0,  1,  2  ...  a 
ß'    .         „       0,1,2...^ 
/    «         „       0,  1,  2  ...  y 
u.  s.  w. 
durchlaufen  lassen.  Bildet  man  nun  das  Aggregat  aller  entsprechen- 
den Werthe  (p(n)^  so  leuchtet  ein,  dass  dasselbe  mit  dem  Product 
aus  den  folgenden  Summen 

cp(l)^cp(a)-^cp(a'^)-\.  ...  +gp(a«) 

u.  s.  w. 
übereinstimmt.     Die  erste  dieser  Summen  ist  aber  gleich 
l  +  (a— l)-f  (a— 1)  a-f  .  •  .  4-(a— l)a«-i 
=  l  +  (af^— 1)  =  a«; 

ebenso  ist  hß  die  zweite,  c^  die  dritte  Summe  u.  s.  f.     Es  ergiebt 
sich  daher,  dass  das  Aggregat 

2  q)(n)  =  a"^  .  hß  .  c^  .  .  .  =  m 
ist,  was  zu  beweisen  war. 


§.15. 


Wir  wenden  uns  nun  noch  zu  einer  Aufgabe,  deren  Lösung 
zu  einem  rein  arithmetischen  Beweise  eines  Satzes  führt,  welcher 
sonst  gewöhnlich  durch  andere  Betrachtungen  erwiesen  wird.  Es 
handelt  sich  darum,  wenn  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  p  eine 
beliebige  Primzahl  ist,  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von 
p  zu  bestimmen,  welche  in  der  Facultät 

m  1  =  1.2. 3. ..m 
aufgeht.    Bezeichnen  wir  mit  m'  die  grösste  in  dem  Bruch  m  :  p 
enthaltene  ganze  Zahl,   so  sind  unter    den  m  Factoren  von    m! 
nur  die  folgenden  m'  durch  p  theilbar 

_p,  2jp,  3p  .  .  .  m'p ; 
und  da  die  übrigen  Factoren  bei  unserer  Frage  keine  Rolle  spielen, 
so  stimmt  der  gesuchte  Exponent  mit  dem  Exponenten  der  höch- 
sten Potenz  von  p  überein,  welche  in  dem  Product 

1  .  2  .  .  .  m'  .  jp™' 
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dieser  Multipla  von  p  aufgeht ,  und  ist  daher  gleich  der  Summe 
aus  m'  und  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  p.  welche  in 
der  Facultät 

m'f  =  1  .  2  .  .  .  m' 

aufgeht.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  der  gesuchte  Ex- 
ponent gleich 

ist,  wo  m",  m'"  .  .  .  die  grössten  in  den  Brüchen  m'  :  p^  m"  :  p  .  .  . 
enthaltenen  ganzen  Zahlen  bedeuten.  Offenbar  ist  die  Reihe  der 
Zahlen  m\m'\m"'  .  .  .  eine  abnehmende  und  folglich  eine  endliche; 
der  gesuchte  Exponent  wird  =  0  sein,  wenn  p>m  ist ;  denn  dann 
ist  schon  m'  =  0.  Es  mag  beiläufig  noch  bemerkt  werden,  dass 
die  Zahlen  m',  m'\  m'"  .  .  .  auch  die  grössten  resp.  in  den  Brüchen 
m  :  j9,  m  :  j)^^  m  :  p'^  .  .  .  enthaltenen  ganzen  Zahlen  sind;  ist  näm- 
lich r  die  grösste  in  m  :  a,  und  s  die  grösste  in  r  :  b  enthaltene 
ganze  Zahl,  so  ist  s  auch  stets  die  grösste  in  m  :  ah  enthaltene 
ganze  Zahl. 

Ist  z.  B.  m  =  60  und  _p  =  7,  so  ist  die  grösste  in 

—  enthaltene  ganze  Zahl  m'  =  8 

und  die  grösste  in 

—  oder  in  —  enthaltene  ganze  Zahl  m"  =  1 


und  die  grösste  in 

—  oder  in  -—  enthaltene  ganze  Zahl  m'"  =  0; 

also  ist 

78+1  =  79 

die  höchste  Potenz  von  7,  welche  in  der  Facultät  60.^  aufgeht. 

Durch  das  so  gewonnene  Resultat  sind  wir  in  den  Stand  ge- 
setzt, folgenden  Satz  zu  beweisen:     Ist 

so  ist 

m! 


f!  gl  h!  .  .  . 
eine  gayize  Zahl. 

Denn  wenn  p  irgend  eine  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  ist, 
und  wenn  wir  eine  der  frühern  analoge  Bezeichnung  beibehalten, 
so  sind 


"' 
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/+/'+/"+•  •  • 

y  j^-h" j^y» j^  .  .  . 
u.  s.  w. 
die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  jp ,  welche  resp.  in//, 
in  g!^  in  h!  u.  s.  w.  aufgehen,  und  folglich  ist 

(/'+y+Ä'+  •  •  •)  +  (/"+/'+^"+  •  •  •) 
+  (/"+/'+'*'"+•••)+••  • 

der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  jp,  welche  in  dem  ganzen 
Nenner  aufgeht.     Andererseits  ist 

m'  4-  m"  +  m'"  -}-••• 
der  Exponent  der  höchsten  im  Zähler  aufgehenden  Potenz  von  ^ ; 
es  ist  daher  nur  zu  zeigen,  dass  die  letztere  Summe  nicht  kleiner 
ist  als  die  erstere.     Da  nun 

'»=,/+z+i  +  . . . 

P        P       P       P 
ist,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass 

sein  muss;  hieraus  folgt  aber  wieder 

P   —  P       P       P 
also  a  fortiori 

'm"^f"^g"-\-'h"-\-  '  '  • 

u.  s.  f.,  woraus  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  erhellt.  Da 
nun  jede  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  mindestens  ebenso  oft 
im  Zähler  aufgeht,  so  ist  der  Zähler  theilbar  durch  den  Nenner, 
der  Bruch  selbst  also  wirklich  eine  ganze  Zahl. 

Hieraus   folgt  auch,   dass  jedes  Product  von  m  successiven 
ganzen  Zahlen 

(a-hl)  (a-l-2)  .  .  .  (a  +  m— 1)  (a-fm) 
stets  durch  das  Product  der  ersten  m  ganzen  Zahlen 

mf  =  1  .  2  .  3  .  .  .  (m  —  1)  m 
theilbar  ist;  denn  der  Quotient 

(a-f  1)  (a-l-2)  .  .  .  (a  +  m  — 1)  (a-{-m) 


1.2        ...      (m- 

-1) 

m 

ist  gleich                                  .     ,      ., 

a!    m! 

und  folglich  eine  ganze  Zahl. 

I 


30  .        Erster  Abschnitt. 


§.  16. 


Hiermit  beschliessen  wir  die  Reihe  der  Sätze  über  die  Theil- 
barkeit  der  Zahlen ;  aber  es  ist  wohl  der  Mühe  werth ,  an  dieser 
Stelle  noch  einen  Rückblick  auf  den  Entwicklungsgang  dieser  un- 
serer bisherigen  Untersuchungen  zu  werfen.  Da  beobachten  wir  nun 
vor  allen  Dingen ,  dass  das  ganze  Gebäude  auf  einem  Fundament 
ruht,  nämlich  auf  dem  Algorithmus,  welcher  dazu  dient,  den  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Zahlen  aufzufinden.  Dass 
alle  nachfolgenden  Sätze,  wenn  sie  sich  auch  zum  Theil  auf  erst 
später  eingeführte  Begriffe,  wie  die  der  relativen  und  absoluten 
Primzahlen,  beziehen,  doch  nur  einfache  Consequenzen  aus  dem 
Resultat  jener  ersten  Untersuchung  sind,  ist  so  evident,  dass  man 
unmittelbar  zu  der  Behauptung  berechtigt  wird:  in  jeder  analogen 
Theorie,  in  welcher  ein  dem  Algorithmus  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisors  ähnlicher  Algorithmus  existirt,  muss  auch  ein 
System  von  Folgerungen  Statt  finden,  welches  dem  in  unserer 
Theorie  entwickelten  ganz  analog  ist.  In  der  That  giebt  es  solche 
Theorieen ;  betrachtet  man  z.  B.  alle  in  der  Form 

t  -\-uV—a 

enthaltenen  Zahlen,  in  welcher  a  eine  bestimmte  positive,  t  und  u 
dagegen  unbestimmte  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  nennt 
dieselben  ganze  complexe  Zahlen  oder  kurz  ganze  Zahlen,  so  kann 
man  den  Begriff  des  Vielfachen  so  fassen,  dass  eine  solche  Zahl 
ein  Vielfaches  von  einer  zweiten  heisst,  wenn  die  erste  ein  Pro- 
duct  aus  der  zweiten  und  irgend  einer  dritten  solchen  Zahl  ist. 
Aber  nur  für  gewisse  besondere  Werthe  von  a^  z.  B.  für  a  =  1, 
lässt  sich  die  Frage  nach  den  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier 
Zahlen  durch  einen  endlich  abschliessenden  Algorithmus  beant- 
worten, der  dem  in  unserer  reellen  Theorie  ganz  ähnlich  ist;  es 
findet  daher  in  der  Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t~\-u  V —  1 
auch  durchgängige  Analogie  mit  unserer  Theorie  der  reellen  Zahlen 
Statt.  Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  z.  B.  a  =  11  ist;  in  der 
Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t-]-uV —  11  findet  unter  andern 
der  Satz  nicht  mehr  Statt,  dass  eine  Zahl  nur  auf  eine  einzige 
Weise  als  Product  von  nicht  weiter  zerlegbaren  Zahlen  dargestellt 
werden  kann;  so  z.  B.  lässt  sich  die  Zahl  15  einmal  als  3.5,  ein 
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anderes  Mal   als  (2-fV — 11)  (2  —  1/— 11)   darstellen,  obgleich 
jede  der  vier  Zahlen 

3,    5,    2+]/^^,    2—1/;^^ 


nicht  weiter  in  Factoren  von  der  Form  t  +  uV  —  11  zerlegbar  ist. 
Der  Grund  dieser  interessanten  Erscheinung  liegt  allein  darin, 
dass  es  bei  den  Zahlen  dieser  Form  nicht  mehr  gelingt,  einen 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  abschliessenden  Al- 
gorithmus zur  Auffindung  der  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier 
Zahlen  zu  bilden*). 


*)  Die  Einführung  der  ganzen  complexen  Zahlen  von  der  Form 
t-\-u\  —  1  rührt  von  Gauss  her;  eine  kurze  Darstellung  der  Elemente 
dieser  neuen  Zahlentheorie  findet  man  in  seiner  Abhandlung  Theoria  resi- 
duorum  hiquadraticorum  II,  oder  in  einer  Abhandlung  von  Birichlet : 
Becherches  sur  les  form  es  quadratiques  ä  coefficients  et  ä  indeterminees 
complexes  (Crelle's  Journal  XXIV).  Das  oben  erwähnte  abweichende  Ver- 
halten anderer  Zahlformen  hat  Kummer  zur  Einführung  der  idealen  Zahlen 
veranlasst  (Crelle's  Journal  XXXV). 


Zweiter  Abschnitt. 

Von  der  Congruenz  der  Zahlen. 

§•  17. 

Bedeutet  li,  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  lasst  sich  jede 
beliebige  ganze  Zahl  a  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die 
Form 

a  =  sh-^-r 

bringen,  in  welcher  s  eine  ganze  Zahl  und  r  eine  der  Tz  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (Ä;~l) 
bedeutet.  Denn  lässt  man  zunächst  s  alle  ganzen  Zahlwerthe  von 
—  CO  bis  -|-  00  durchlaufen,  so  bilden  die  Zahlen  s^  die  sämmtli- 
chen  Multipla  von  /c,  und  von  einem  solchen  Multiplum  sh  bis 
zum  nächst  grössern  (s  -j-  J )  yt  excl.  giebt  es  immer  nur  /<;  Zahlen, 
nämlich 

giebt  man  daher  dem  s  alle  denkbaren  ganzen  Zahlwerthe,  und 
dem  r  jedesmal  alle  jene  bestimmten  ^  Werthe,  so  durchläuft  der 
Ausdruck  sh-\-r  wirklich  alle  ganzen  Zahlwerthe  a;  dass  ferner 
jede  Zahl  a  auf  diese  Weise  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird, 
leuchtet  auf  folgende  Weise  ein.     Wenn 

s'h-^r'  =  SÄ; -fr 
ist,  so  folgt  daraus 

r'  —  r  =  (s  —  s')Jc\ 


r 
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wenn  nun  r'  ebenfalls  eine  der  Ä;  Zahlen  0,  1,  2  ...  (Ä; —  1)  ist,  so 
ist  der  absolute  Werth  von  r'  —  r  ebenfalls  eine  dieser  Zahlen, 
also  kleiner  als  ^ ;  da  aber  r'  —  r  ein  Multiplum  von  Iz  ist,  so  kann 
/  —  r  nur  =  0  sein,  woraus  r'  =  r  und  s'  =  s  folgt. 

Wir  werden  nun  im  Folgenden  sagen,  dass  die  Zahl  r  der 
B^est  der  Zahl  a  in  Bezug  auf  den  Modulus  Je  ist;  sobald  ferner 
zwei  Zahlen  a  und  h  in  Bezug  auf  denselben  Modulus  Je  denselben 
Rest  r  lassen,  sollen  sie  gleiclir estig  oder  (nach  Gauss)  congruent 
in  Bezug  auf  den  Modulus  Je  heissen;  da  in  diesem  Fall  a  =  sJe-\-  r 
und  h  ==  s'Jc  ~\-  r  ist,  so  folgt,  dass  die  Differenz  a  —  b  =  (s  —  s')  Je 
durch  den  Modulus  Je  theilbar  ist ;  und  umgekehrt,  ist  a  —  b  durch 
Je  theilbar,  so  sind  die  Zahlen  a  und  b  auch  congruent  in  Bezug 
auf  deft  Modul  Je;  denn  ist  r  der  Rest  von  a,  /  der  von  Z>,  also 

a  =  sJe  -{-  r,  b  =  s'Je  -{-  r\ 
so  ist 

a  —  b  =  (s  —  s')Je  -\-  (r  — /); 
da  nun  der  Voraussetzung  nach  a  —  b  ein  Multiplum  von  Je  ist ,  so 
muss  auch  /  —  r  ein  solches  sein,  was,  wie  wir  vorher  gesehen 
haben,  nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn  r'  =  r  ist.  Man  könnte 
daher  congruente  Zahlen  auch  als  solche  definiren,  deren  Differenz 
durch  den  Modul  theilbar  ist.  (Aus  diesem  Grunde  hat  man  die 
Bedeutung  des  Wortes  Rest  in  der  Weise  erweitert,  dass  jede  von 
zwei  einander  nach  dem  Modul  Je  congruenten  Zahlen  a  und  b  ein 
Hest  der  andern  heisst). 

Da  man  sehr  häufig  die  Congruenz  zweier  Zahlen  a  und  b  in 
Bezug  auf  eine  dritte  Je  als  Modul  auszudrücken  hat,  so  ist  von 
Gauss*)  für  dieselbe  folgende  Bezeichnung  eingeführt: 

a  ^  b  (mod.  Je). 

So  ist  z.  B. 

3  =  — -25  (mod.  4),  65  =  16  (mod.  7). 

Da  die  beiden  Zahlen  a  und  b  in  dem  Begriffe  der  Congruenz 
dieselbe  Rolle  spielen ,  so  darf  man  offenbar  die  zur  Linken  und 
Rechten  des  Zeichens  ^  stehenden  Zahlen  mit  einander  ver- 
tauschen. Ferner  leuchten  aus  dem  Begriffe  der  Congruenz  leicht 
die  folgenden  Sätze  ein: 

1.  Sind  a  und  Je  zwei  beliebige  Zahlen,  so  ist  stets 
a  ^  a  (mod.  Je). 


*)  D,  A.  art.  2. 

Dirichlet,  Zahlen theorie. 
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2.  Ist  in  Bezug  auf  denselben  Moclulus  li  eine  erste  Zahl  a 
einer  zweiten  &,  diese  wieder  einer  dritten  c  congruent,  so  ist  auch 
die  erste  a  der  dritten  c  in  Bezug  auf  Ti  congruent;  in  Zeichen:  ist 

a  ^h  (mod. h),    b  ^  c  (mod. /b), 

so  ist  auch 

a  ^  c  (mod.  Ic). 

Denn  die  Reste  der  drei  Zahlen  a,  &,  c  sind  einander  gleich;  oder 
auch,  da  a  —  b  und  b  —  c  Multipla  von  1c  sind ,  so  ist  auch  (a  —  b) 
-\-ib  —  c)  =  a  —  c  Multiplum  von  h 

3.  Ist 

a  ^  b  (mod.  Je)  und  m  ^  n  (mod.  7i'), 
so  ist  auch 

a-\-m  ^  b-\-n  (mod.  Je)  und  a  —  m  ^  b  —  n  (mod.  h). 
Denn  da  a  —  b  und   m  —  n  Multipla   von  h   sind,   so  sind  auch 
(a  —  b)  -\-  (m  —  n)  =  (a-\-m)  —  (b  -\-  n)  und  (a  —  b)  —  (m  —  n) 
==  (a  —  m)  —  (b  —  n)  Multipla  von  h 

Dies  lässt  sich  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Congruenzen 
erweitern,  die  sich  auf  denselben  Modulus  beziehen;  man  kann  sie 
addiren  und  subtrahiren  wie  Gleichungen. 

4.  Ist  wieder 

a  ^  b  (mod.  Je)  und  m  ^  n  (mod.  ^), 

so  ist  auch 

am  ^  bn  (mod.  ^). 

Denn  da  a  —  b  ein  Vielfaches  von  h  ist,  so  ist  zunächst  auch 
(a  —  b)  m  =  am  —  bm  ein  solches,  also 

am  ^  bm  (mod.  Ä:); 
da  ferner  m  —  n  ein  Vielfaches  von  1c  ist ,  so  ist  auch  b(m  —  n) 
=  bm  —  bn  ein  solches,  also 

bm  ^  bn  (mod.^); 
die  beiden  Zahfan  am  und  bn  sind  daher  derselben  Zahl  bm  con- 
gruent, folglich  sind  sie  auch  unter  einander  congruent. 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich  dahin  verallgemeinern,  dass  man 
eine  ganze  Reihe  von  Congruenzen ,  die  sich  auf  denselben  Modul 
beziehen,  mit  einander  multipliciren  kann  wie  Gleichungen;  und 
hieraus  folgt  wieder,  dass  gleich  hohe  Potenzen  zweier  congruenten 
Zahlen  wieder  congruent  sind  in  Bezug  auf  denselben  Modulus. 

5.  Die  bisherigen  Sätze  kann  man  folgendermaassen  zusam- 
menfassen.    Ist  f(x, y->z  .  .  .)  eine    ganze  rationale  Function  der 
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Unbestimmten  x,  ij,  0  .  .  .,  deren  Coefticienten  ganze  Zahlen  sind, 
und  ist  in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Modulus  k 

a  ^  a'^  h  ^h'^  c  ^  c'  .  .  .  ^ 
so  ist  auch 

f{a,h,c  .  .  .)  =f{a',h\c'  .  .  .)  (mod.Ä;). 

6.  Etwas  anders  verhält  es  sich  bei  der  Division.  Ist  nämlich 
am  ^  hm  (mod.  Ä), 
so  kann  man  hieraus  im  Allgemeinen  nicht  mit  Sicherheit  schliessen, 
dass  auch  a  ^h  (mod./i;)  sein  muss;  bezeichnen  wir  mit  d  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  m  =  m'd 
und  Ic  =  h'd^  so  folgt  aus  der  obigen  Congruenz  nur,  dass 

k 


^5(mOd.|) 


sein  muss.  Denn  da  m(a  —  h)  durch  k,  also  m' (a  —  b)  durch  ¥ 
theilbar,  und  m'  relative  Primzahl  gegen  ^' ist,  so  muss  (a  —  b) 
durch  k'  theilbar  sein. 

7.  Ist 

u  ^  b  (mod.  7^) 
und  m  irgend  ein  Divisor  von  k^  so  ist  auch 

a  ^  b  (mod.  m). 
Denn  a  —  b  ist  ein  Multiplum  von  k^  und  k  ein  Multiplum  von  m, 
also  ist  a  —  b  auch  ein  Multiplum  von  771. 

8.  Ist 

a  ^  b  (mod.  k)  und  a  ^  b  (mod.  l)  und  a  ^  b  (mod.  m)  u.  s.  w. 
so  ist  auch 

a  ^  b  (mod./^), 

wo  h  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  von  k^  l,  m  .  .  .  be- 
zeichnet. Denn  a  —  b  ist  ein  gemeinschaftliches^Multiplum  aller 
dieser  Zahlen,  also  auch  Multiplum  von  h. 

Hieraus  folgt  auch  noch  als  ein  besonders  bemerkenswerther 
specieller  Fall,  dass,  wenn  eine  Congruenz  richtig  ist  in  Bezug 
auf  eine  Beihe  von  Moduln,  die  sämmlich  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind,  dieselbe  auch  in  Bezug  auf  einen  Modul  gilt, 
welcher  das  Product  aus  allen  jenen  Moduln  ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  auch  negative  Moduln  k  zu- 
gelassen  werden;  das  Zeichen  a  ^  b  (mod.  Zc)  bedeutet  auch  dann, 

3* 
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dass  die  Differenz  a  —  b  durch  h  tlieilbar  ist;  offenbar  behalten  die 
vorstehenden  Sätze  auch  nach  dieser  Erweiterung  ihre  volle  Gül- 
tigkeit. 


§.18. 

Da  jede  beliebige  Zahl  a  ihrem  Reste  r  in  Bezug  auf  den 
(positiven)  Modul  Je  congruent  ist,  so  ist  jede  Zahl  a  einer  der 
k  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (k—1) 
congruent;  sie  kann  aber  auch  nur  einer  dieser  Zahlen  congruent 
sein,  denn  sonst  müssten  ja  auch  unter  diesen  Je  Resten  minde- 
stens zwei  einander  congruent  sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall 
ist.  Theilen  wir  daher  sämmtliche  Zahlen  in  Classen  ein  nach 
dem  Princip,  dass  wir  jedesmal  zwei  Zahlen  in  dieselbe  oder  in 
verschiedene  Classen  werfen,  je  nachdem  sie  in  Bezug  auf  den 
Modulus  h  congruent  sind  oder  nicht,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Classen  offenbar  :=  h]  die  eine  enthält  sämmtliche  Zahlen,  welche 
^  0  (mod.Ä;),  d.  h.  durch  Je  th eilbar  sind;  die  folgende  Classe  ent- 
hält alle  Zahlen,  welche  ^  1  (mod.  Je)  sind,  u.  s.  f. 

Greift  man  nun  aus  jeder  dieser  Classen  nach  Belieben  ein 
Individuum  heraus,  so  hat  das  so  gebildete  System  von  Je  Zahlen 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  jede  beliebige  ganze  Zahl 
stets  einer  und  auch  nur  einer  von  diesen  Je  Zahlen  congruent  ist 
ein  solches  System,  wie  es  z.  B.  auch  die  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (Je—1) 
bilden,  nennt  man  ein  vollständiges  System  nicJit  congruenter  (oder 
incongruenter)  ZaJilen  oder  ein  vollständiges  Bestsystem  in  Bezug 
auf  den  Modul  Je\  offenbar  bilden  auch  die  Zahlen 

1,  2,  3  ...  Ä; 
und  ebenso  je  ^  successive  ganze  Zahlen  ein  solches  System. 

Alle  Zahlen,  welche  einer  und  derselben  Classe  angehören, 
haben  nun  mehrere  allen  gemeinschaftliche  Eigenschaften,  so  dass 
sie  in  Bezug  auf  den  Modul  fast  die  Rolle  einer  einzigen  Zahl 
spielen.  Wir  haben  schon  früher  gesehen,  dass  jede  Zahl,  welche 
in  einer  Congruenz  als  Summand  oder  als  Factor  auftritt,  unbe- 
schadet der  Richtigkeit  der  Congruenz  durch  jede  andere  ihr  con- 
gruente,    d.  h.  derselben  Classe  angehörige  Zahl  ersetzt  werden 
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darf.  Ein  anderes  Element,  welches  allen  in  einer  Classe  enthal- 
tenen Individuen  gemQJnschaftlich  ist,  bildet  der  grösste  Divisor, 
den  sie  mit  dem  Modul  li  gemeinschaftlich  haben;  denn  sind  a 
und  h  zwei  congruente  Zahlen,  so  ist 

und  folglich  ist  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  a  und  h  auch 
gemeinschaftlicher  Divisor  von  h  und  Iz.  Man  kann  daher  nach 
diesem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  die  Classen  wieder  in 
Gruppen  eintheilen,  und  da  die  Zahlen 

1,  2  ...  ^ 
ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen  bilden,  so  ist  (nach 
§.13),  wenn  8  irgend  einen  Divisor  von  ]c=nd  bezeichnet,  (p(n)  die 
Anzahl  derjenigen  Classen,  welche  solche  Zahlen  enthalten,  die  8 
zum  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  mit  dem  Modul  Je  haben- 
Speciell  ist  also  q)(k)  die  Anzahl  derjenigen  Classen,  welche  nur 
Zahlen  enthalten,  die  relative  Primzahlen  gegen  den  Modulus  h  sind. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  spätere  Untersuchungen  ist 
auch  noch  folgender  Satz: 

Ist  a  relative  Primzahl  gegen  den  Modulus  %  und  setzt  man  in 
dem  linearen  Äusdruch  ax-\-b  für  x  der  Reihe  nach  alle  h  Glieder 
eines  vollständigen  Systems  incongruenter  Zahlen  ein,  so  bilden  die 
so  entstehenden  Werthe  dieses  ÄusdrucJcs  wieder  ein  vollständiges 
System  incongruenter  Zahlen. 

Da  nämlich  aus 

ax-]-h  E^  dy  -^b (mod. Ic) 
auch 

ax  ^  a«/(mod.^) 

und,  da  a  relative  Primzahl  gegen  Tc  ist,  nach  §.  17,  6.  auch 

X  ^  y  (mod.  k) 
folgt,  so  ergiebt  sich,  dass  alle  Werthe  des  Ausdrucks  ax-{-b, 
welche  incongruenten  Werthen  von  x  entsprechen,  ebenfalls  incon- 
gruent  sind;  setzt  man  daher  für  x  alle  h  incongruenten  Zahlen 
ein,  so  erhält  der  Ausdruck  ax-\-b  auch  h  incongruente  Werthe, 
welche,  da  es  überhaupt  nur  Je  Classen  giebt,  ein  vollständiges  Sy- 
stem incongruenter  Zahlen  bilden. 


38  Zweiter  Abschnitt. 


§•  19. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Ausdruck  ax^  in  welchem  a  wieder 
relative  Primzahl  gegen  den  Modul  Iz  ist,  und  setzen  wir  wieder 
für  X  der  Reihe  nach  die  Glieder  ehaes  vollständigen  Systems  in- 
congruenter  Zahlen  ein,  aber  nicht  alle,  sondern  nur  diejenigen 

welche  relative  Primzahlen  gegen  den  Modul  Iz  sind,  und  deren 
Anzahl  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich  ^Qz)  ist,  so  leuchtet 
erstens  ein,  dass  die  Werthe  des  Ausdrucks  ax^  d.  h.  die  Producta 

-    ««1,      ««2,      ««3    .    .   . 

sämmtlich  incongruent  sind,  ferner,  dass  dieselben  sämmtlich  wieder 
relative  Primzahlen  gegen  Iz  sind;  es  wird  daher  jedes  dieser  Pro- 
ducte  einem  und  nur  einem  Gliede  der  Reihe 

congruent  sein.     Wir  können  daher  setzen 


aas  ^  h 
u.  s.  w. 


(mod.  h)^ 


wo  nun  die  Zahlen 

hu  &2,  h-s  .  .  . 
vollständig,  wenn  auch  in  anderer  Ordnung,  mit  den  Zahlen 

«1,   «27   «3    .    .    . 

übereinstimmen,  so  dass  namentlich 

aia2as  .  .  .  =  &i?>2&3  •  •  • 
sein  wird.     Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  dieses  Product  mit  P, 
und  multipliciren  wir  die  vorstehenden  q)  (Ic)  Congruenzen  mit  ein- 
ander, so  erhalten  wir  daher 

a(pik)  ,  p^  p  (mod. 7v). 
Nun  ist  aber  P  ein  Product  von  lauter  Zahlen ,  die  relative  Prim- 
zahlen gegen  den  Modul  sind,  also  selbst  relative  Primzahl  gegen 
den  Modul  h;  es  ist  daher  nach  §.  17,  6.  gestattet,  die  vorstehende 
Congruenz  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  P  beider  Seiten 
ohne  Weiteres  zu  dividiren.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 
Congruenz 
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a^^^^  ^  1  (modJc); 
in  Worten  kann  man  diesen  höchst  wichtigen  Satz  folgendermaassen 
aussprecJien: 

Ist  a  relative  Primzahl  gegen  die  positive  Zahl  7j,  und  erhebt 
man  a  zu  einer  Potenz^  deren  Exponent  (p  (k)  angieht,  wie  viele  der 
Zahlen 

1,  2,  3  ...  ÄJ 

relative  Primzahlen  gegen  Je  sind^  so  lässt  diese  Potenz^  durch  h  di- 
vidirt,  stets  den  Rest  1. 

Nehmen  wir  z.  B.  A;  =  15,  a  =  2,  so  ist  a  wirldich  relative 
Primzahl  gegen  7^;   nun  ist  (p(h)  =  (p(l6)  =  g)(S)  g)(5)  =  8;  es 
muss  daher  2^  durch  15  dividirt,  den  Rest  1  lassen;  in  derThatist 
28  =  256  =  17  .  15  +  1. 

Es  kann  übrigens  vorkommen,  dass  auch    Potenzen  von  a  mit 
niedrigerm  Exponenten  als  (p  (k)  denselben  liest  1  geben.  Dies  tritt 
wirklich  in  dem  eben  gewählten  Beispiel  ein,  denn  es  ist  auch 
2*  =  16  =  1  .  15  +  1. 

Specialisiren  wir  unsern  Satz  für  den  Fall,  dass  Je  nur  durch 
eine  einzige  Primzahl  p  theilbar,  also 

Je  =  p-^,  (f  Qv)  =  (p  —  l)p^-^ 
ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  p  eine  PrimzaJil  und  a  irgend  eine  durch  p  nicJd  theilhare 
Zahl,  so  ist 

Nehmen  wir  ferner  hierin  :;r  =  1,  so  erhalten  wir  einen  be- 
rühmten Satz,  der  zuerst  von  Fermat  aufgestellt  ist  und  daher  der 
Fermat'sche  Satz  heisst: 

Ist  p  eine  PrimzaJil  und  a  irgend  eine  durch  p  nicJit  theilhare 
Zahl,  so  ist 

«p-^  ^  1  (mod.j)). 

Man  kann  diesen  Satz  so  umformen,  dass  er  auch  für  den 
Fall  gültig  bleibt,  wenn  a  durch  ^  theilbar  ist;  zu  diesem  Zweck 
braucht  man  nur  die  vorstehende  Congruenz  mit  a  zu  multipli- 
ciren,  wodurch  sie  in  die  folgende 

a'P  ^  a  (mod.  j9) 
übergellt.     Ist  nämlich  a  theilbar  durch  |j,  so  sind  beide  Seiten 
dieser  Congruenz  ^0  (mod.^),  also  ist  sie  auch  dann  noch  richtig. 
Umgekehrt  kann  man  aus  dieser  Form  des  Satzes  auch  wieder  die 
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frühere  ableiten;  denn  sobald  a  nicht  theilbar  durch  j9,  also  rela- 
tive Primzahl  gegen  jp  ist,  darf  man  beide  Seiten  dieser  Congruenz 
auch  wieder  durch  a  dividiren,  ohne  den  Modul  zu  ändern. 

Kehren  wir  zu  dem  allgemeinen  Satz  zurück,  der  zuerst  von 
Euler  ^)  bewiesen  ist  und  den  Namen  des  verallgemeinerten  Fer- 
mat'schen  Satzes  führt,  so  können  wir  denselben  auch  in  folgender 
Weise  aussprechen:  Sind  j),  r,  s  .  .  .  von  einander  verschiedene  ab- 
solute Primzahlen,  und  ist  a  durch  keine  dieser  Primzahlen  theil- 
bar, so"  ist  stets 

e^(p-i)2>^-^  (r-i;r?-i .  (.-i).«--!  .  .  .  ^  1  (modi.p-^rQs^  .  .  .), 
wo  ;r,  ^,  ö  .  .  .  irgend  welche  ganze  positive  Zahlen  bedeuten. 

§.  20. 

Es  ist  wohl  nicht  überflüssig,  dem  vorhergehenden  Beweise 
dieses  wichtigen  Satzes  einen  zweiten  hinzuzufügen,  der  gradatim 
zu  Werke  geht  und  sich  zunächst  auf  den  binomischen  Satz  stützt. 
Ist  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  zufolge  dieses  Satzes 
bekanntlich 

{a  4-  hy  = 

1  r!{p  —  r)! 

hierin  sind  (nach  §.  15)  alle  Coefficienten  ganze  Zahlen.  Ist  aber 
p  eine  Primzahl,  so  können  wir  hinzufügen,  dass  alle  Coefficienten 
mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten,  welche  =  1  sind,  durch  j> 
theilbar  sind;  denn  der  Zähler  des  Bruches 

pf 
rl(p  —  r)/  ' 
in  welchem  r  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  ...  (jp—  1)  bedeutet,  enthält 
den  Factor  ^,  der  Nenner  dagegen  nicht;  der  Bruch  ist  also  von  der 
Form  pm:n^  wo  w  nicht  theilbar  durch  p^  also  auch  relative  Primzahl 
gegen  ^  ist;  da  wir  aber  ferner  wissen,  dass  dieser  Bruch  eine  ganze 
Zahl,  dass  also  pm  durch  n  theilbar  ist,  so  muss  m  durch  n  theil- 
bar sein;  der  Bruch  hat  daher  die  Form  psi  wo  der  zweite  Factor 
s  eine  ganze  Zahl  ist;  und  folglich  ist  jeder  dieser  (p  —  1)   Coeffi- 
cienten ^  0  (mod.^).     Sind  daher  a  und  h  irgend  welche  ganze 
Zahlen,  so  erhalten  wir  die  folgende  Congruenz 
(a  4-  h)P  ^  aP-^hP  (mod.p), 

*)  Theoremata   arithm.  nova  meth.  demonsfr.,  Comm.  nov.  Ac.  Petrop. 
VIII.  D.  74. 
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wobei  also  vorausgesetzt  ist,  dass  p  eine  Primzahl  ist.    Offenbar 
folgt  hieraus  weiter 

{a  -{-h  -\r  c)p  ^  {a  -^-^TP  -]-  cP  ^  aP  -\-hTP  '\-  CP  (mod.p) 
und  allgemein  für  eine  beliebige  Reihe  von  n  ganzen  Zahlen  a^ 
b  .  .  .h: 

(a-\-b-}-  ...  -\-hy^  aP~\-hp-}-  ...  -f  /^p  (mod._p). 
Setzen  wir  hierin  a  =  1^  h  =  1  ...  h  =  1^  so  erhalten  wir  für 
jede  beliebige  positive  ganze  Zahl  n  den  Satz: 

nP  ^  n  (mod.j)). 
Da  ferner  für  jede  ungerade  Primzahl  ( —  1)^  ^ —  1,  und  für  die 
einzige  gerade  Primzahl  p  =  2  ebenfalls  ( —  1)^  =  1  ^ —  1  (mod._p) 
ist,  so  erhalten  wir  durch  Multiplication   der  vorstehenden  Con- 
gruenz mit  der  andern 

(—  1)  p  =  — ;i  (mod. j)) 
die  neue 

( —  n)P  ^  —  n  (mod.p). 

Also  ist  der  Fermat'sche  Satz  " 

aP  ^  a  (mod.^) 
für  jede  positive  und  negative  Zahl  a  bewiesen,  während  er  für 
a  =  0  unmittelbar  evident  ist.    Wenn  nun  a  nicht  durch  p  theil- 
bar  ist,  was  wir  von  jetzt  annehmen  wollen,  so  folgt  hieraus,  dass 

^p-i  ^  i  (mod.jp),  d.  h.  a^-i  =  l  -\-hp 
ist,  wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Erheben  wdr  diese  Gleichung 
zur  jpten  Potenz  und  entwickeln  die  rechte  Seite  wieder  nach  dem 
binomischen  Satze ,  so  zeigt  sich ,  dass  alle  Glieder  mit  Ausnahme 
des  ersten  Multipla  von  p'^  sind ;  wir  erhalten  daher 

a(p-i)p  =  1  -f  7^'p2  oder  a^P-^^P  =  1  (mod.p2), 
wo  wieder  h'  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    So  kann  man  fortfahren, 
indem  man  jedesmal  wieder  zur  joten  Potenz  erhebt,  und  gelangt 
auf  diese  Weise  zu  der  Congruenz 

^(p-i)pn-i  =  2  (mod.p^), 

deren  Allgemeingültigkeit  sich  in  derselben  Weise  durch  den  Schluss 
von  7t  auf  7t  -^  1  nachweisen  lässt. 

Sind  nun  r,  s  .  .  .  ebenfalls  Primzahlen,  welche  nicht  in   a 
aufgehen,  so  ist  nach  demselben  Satze 

air-DrQ-"^  =  (mod.r^),  a^'-D»^-'  =  1  (mod.5^)  ...        ^ 
Setzen  wir  ferner  zur  Abkürzung 
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h  =  (p^  1)  j)^-i  .  (r  —  1)  r?-i  .  (s  —  1)  s^-i  .  .  . 

und  berücksichtigen  wir,  dass  aus  jeder  Congruenz  von  der  Form 

a«  ^  1  (mod.m) 
auch  die  Congruenz 

a^  ^  1  (mod.  ni) 

folgt,  sobald  Ji  ein  Multiplum  von  cc  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
Congruenz 

a^  =  1 
für  jeden  der  Moduln  jp^,  rQ,  s^  .  .  .  und  folglich,  da  dieselben  re- 
lative Primzahlen  sind,  auch  für  den  Modul 

h  =  p^rQ  s^  .  .  . 
gilt.   Hiermit  ist  also  von  Neuem  der  verallgemeinerte  Fermat'sche 
Satz  erwiesen. 


§•  21. 

Es  kommt  häufig  vor,  dass  eine  oder  beide  Seiten  einer  Con- 
gruenz eine  oder  mehrere  unbestimmte  Zahlen  x^  y  .  .  .  enthalten, 
und  es  wird  dann  die  Aufgabe  gestellt,  alle  ganzzahligen  Werthe 
von  x^  y  .  .  .  zw  suchen,  durch  welche  die  beiden  Seiten  der  Con- 
gruenz wirklich  einander  congruent  werden.  Je  nach  der  Anzahl 
der  Unbestimmten  x^  y  .  .  .  heisst  dann  eine  solche  Congruenz  eine 
Congruenz  mit  einer,  zwei  oder  mehreren  unbekannten^  ähnlich  wie 
dies  bei  Gleichungen  zu  geschehen  j^flegt.  Auch  hier  nennt  man 
dann  solche  specielle  Werthe  von  x^  y  .  .  .^  welche  die  Congruenz 
zu  einer  identischen  machen,  Wurzeln  der  Congruenz , 'und  das 
Problem  der  Auflösung  einer  Congruenz  besteht  in  der  Auffindung 
ihrer  sämmtlichen  Wurzeln.  Wir  werden  im  Folgenden  nur  solche 
Congruenzen  betrachten ,  welche  eine  einzige  Unbekannte  x  ent- 
halten und  ausserdem  sich  auf  die  Form 

ax"" -\-I)x'^-^  -]-''•  -\-gx-\rh  ^  0  (mod. h) 
bringen  lassen,  worin  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  a,  b  .  .  .  g^  h 
ebenfalls  gegebene  ganze  Zahlen  bedeuten.  Jeder  Werth  von  x^ 
der,  in  die  linke  Seite  eingesetzt,  dieselbe  durch  den  Modul  h  tlieil- 
bar  macht,  heisst  also  eine  Wurzel  dieser  Congruenz.  Kennt  man 
irgend  eine  solche  Wurzel  ^,  so  sind  offenbar  nach  §.  17,  5.  alle 
ihr  nach  dem  Modul  h  congruenten  Zahlen,  d.  h.  alle  Individuen 
der  Classe,  welcher  diese  Zahl  x  angehört,  ebenfalls  Wurzeln  der- 
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selben  Congruenz;   man  sieht   alle  solche  einander  congruenten 
Wurzeln  daher  nur  wie  eine  einzige  Wurzel  an,  und  das  Problem 
der  vollständigen  Auflösung  der  Congruenz  kommt  daher  darauf  ^ 
zurück,  alle  unter  einander  incongruenten  Wurzeln  derselben  auf- 
zufinden. 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  jede  Wurzel  der  obigen  Congruenz, 
sobald 

a  ^  a\  h  ^h'  ,  .  .  g  ^  g'^  h  ^h'  (mod.  Iv) 
ist,  auch  eine  Wurzel  der  Congruenz 

a' x"^  +  h'x'''-'^  -^  '  '  •  -\-  g'x-{-h'  ^  0  (mod. l) 
sein  wird,  und  umgekehrt.  Beide  Congruenzen  sind  daher  auch 
nur  wie  eine  und  dieselbe  anzusehen;  denn  beide  stellen  an  die  Un- 
bekannte X  genau  dieselbe  Forderung.  Hieraus  erhellt  unmittel- 
bar, dass  man  aus  jeder  Congruenz  von  der  obigen  Form  ohne 
Weiteres  alle  diejenigen  Glieder  fortstreichen  darf,  deren  Coeffi- 
cienten  durch  den  Modul  theilbar  sind ;  der  Exponent  der  höchsten 
Potenz  von  x^  welche  nach  dieser  vorläufigen  Ausscheidung  zurück- 
bleibt, heisst  dann  der  Grad  dieser  Congruenz;  ist  z.  B.  in  der 
obigen  Congruenz  der  erste  Coefficient  a  nicht  durch  den  Modul  h 
theilbar,  so  heisst  dieselbe  eine  Congruenz  mten  Grades. 

Wenden  wir  diese  Benennungen  z.  B.  auf  die  Congruenz 
^cp{k)  =  i  (mod.Ä;) 
an,  so  müssen  wir  sagen,  dass  dieselbe  genau  ebenso  viele  (incon- 
gruente)  Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  (p(k)  Einheiten  enthält; 
denn  erstens  genügen  alle  relativen  Primzahlen  gegen  den  Modul 
der  Congruenz,  und  diese  zerfallen  in  (p  (Je)  Classen ;  und  zweitens 
kann  die  Congruenz  keine  andern  Wurzeln  haben  als  diese;  denn 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  ö  einer  Wurzel  x  und  des 
Modul  Ic  ist  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  der  Zahlen  xV(^^  und 
li^  folglich  auch  (§.  18)  der  Zahlen  1  und  h]  folglich  kann  d  nur 
=  1  sein. 


§.22.        ■ 

Wir  wenden  uns  nun  nach  den  vorhergehenden  allgemeinen 
Erörterungen  zu  dem  einfachsten  speciellen  Fall,  nämlich  zu  der 
Congruenz  ersten  Grades,  welcher  man  offenbar  durch  Trans- 
position des  bekannten  Gliedes  stets  die  Form 
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ax  ^  h  (mod.  k)  (1) 

geben  kann.  Betrachten  wir  auch  hier  zunächst  nur  den  speciellen 
Fall,  in  welchem  der  Coefficient  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modul  k  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  diese  Congruenz  stets 
eine,  aber  auch  nur  eine  Wurzel  hat..  Denn  wir  haben  früher 
§.18)  gesehen,  dass  die  Werthe  des  Ausdrucks  a.T,  welche  man 
erhält,  wenn  man  für  x  sämmtliche  k  Individuen  eines  vollständi- 
gen Systems  incongruenter  Zahlen  einsetzt,  wieder  ein  solches 
System  bilden;  unter  den  Werthen  dieses  Ausdrucks  wird  sich 
daher  auch  einer  und  nur  einer  finden,^  welcher  derselben  Classe 
angehört  wie  ö,  d.  h.  welcher  ^e  h  ist.  Der  verallgemeinerte  Fer- 
mat'sche  Satz  giebt  nun  auch  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Wurzel 
dieser  Congruenz  unmittelbar  zu  bestimmen;  offenbar  genügt  jede 
Zahl 

x  =  h  .  «9^«-!  (mod.^b) 
der  obigen  Congruenz.    So  findet  man  z.  B.,  dass  alle  Wurzeln  der 
Congruenz 

2x  =  —3  (mod.  15) 

durch  die  Formel 

X  =  ~  3  .  2'^  6  (mod.  15) 
gegeben  werden. 

Wenden  wir  uns  nun  dem  allgemeinen  Fall  zu  und  nehmen 
wir  an,  es  sei  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Coeffi- 
eienten  a  und  des  Modul  /c,  so  leuchtet  zunächst  ein,  dass,  wenn 
die  Congruenz  überhaupt  eine  Wurzel  x  besitzt,  auch  b  durch  ö 
theilbar  sein  muss;  denn  da  ax  mit  dem  Modul  k  den  gemein- 
schaftlichen Divisor  d  hat,  so  muss  auch  h  ^  ax  durch  d  theilbar 
sein.  Dies  ist  also  eine  unerlässliche  Bedingung  für  die  Möglich- 
keit der  Congruenz;  dass  sie  auch  hinreichend  für  dieselbe  ist, 
wird  sich  sogleich  zeigen. 

Gesetzt  nun,  es  sei  x  eine  Wurzel  der  Congruenz,  also 
ax  =  b  -{-  mk^ 
wo  m  irgend  eine  ganze  Zahl ,  so  folgt  hieraus ,  wenn  a  =  a'  d 
b  =  b'd,  k  =  k'8  gesetzt  wird,  a'x  =  b'  -\-mk' ^  d.  h.  jede  Wurzel^ 
der  ursprünglichen  Congruenz  ist  auch  Wurzel  der  Congruenz 

a'x  =  V  (modi.k')  (2) 

und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  sogleich,  dass  jede  Wurzel 
dieser  letztern  Congruenz  auch  eine  Wurzel  der  erstem  sein  wird. 
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Die  beiden  Congruenzen  (1)  und  (2)  stimmen  daher  hinsichthch 
ihrer  Wurzeln  vollständig  mit  einander  überein;  da  nun  in  der 
letztern  der  Coefficient  a'  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  h' 
ist,  so  haben  wir  wieder  den  frühern  Fall:  diese  Congruenz  ist  stets 
lösbar ,  und  alle  ihr  genügenden  Zahlen  bilden  in  Bezug  auf  ihren 
Modul  y  nur  eine  einzige  Classe,  in  der  Weise,  dass,  wenn  a  eine 
bestimmte  derselben  ist,  alle  andern  in  der  Form 

X  =  a-\-  sli'  (3) 

enthalten  sind,  wo  z  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  nun 
alle  diese  Zahlen  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 
(1)  bilden,  so  fragt  es  sich  nur  noch,  wie  viele  in  Bezug  auf  den 
Modul  ^  incongruente  Zahlen  unter  ihnen  sich  vorfinden.  Irgend 
zwei  in  der  Reihe  (3)  enthaltene  Zahlen  a-\-  zlx!  und  o(,-\-  z'h'  werden 
offenbar  stets  und  auch  nur  dann  congruent  in  Bezug  auf  den  Mo- 
dulus  Iv  sein,  sobald (^'  —  z)!^'  durch  h  =  h'd^  und  also  z'  —  z  durch 
d  theilbar  ist;  diese  beiden  Zahlen  werden  also  einer  und  derselben 
Classe,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den  Modul  k  an- 
gehören, je  nachdem  die  beiden  Zahlen  0  und  ^' einer  und  derselben 
Classe ,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den  Modulus  d 
angehören;  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die  Reihe  (3)  sämmtliche 
Individuen  von  d  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den  Modul  h 
enthält,  und  es  leuchtet  ein,  dass  die  folgenden  8  Zahlen 

cc,  a-}-]c\  cc  +  2]c'  .  .  .  ci^(ö  —  l)h' 
aus  jeder  dieser  d  Classen  einen  Repräsentanten  enthalten.     Wir 
haben  mithin  folgendes  allgemeine  Resultat  gewonnen: 

Damit  die  Congruenz 

ax  ^  h  (mod.  ^) 
überhaupt  Wurzeln  besitze,  ist  erforderlich,  dass  b  durch  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  d  der  beiden  Zahlen  a  und  Je  theilbar 
sei]  ist  diese  Bedingung  erfüllt,   so  hat  die  Congruenz  genau  d  in- 
congruente Wurzeln. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  früher  behandelten  Fall,  in 
welchem  d  =  1  ist,  die  erforderliche  Bedingung  stets  erfüllt  ist, 
ferner,  dass  dieser  Satz  auch  noch  für  den  Fall  d  =  h,  in  welchem 
also  a  ^  0  (mod. ^)  ist,  seine  Gültigkeit  behält,  indem,  sobald  b 
ebenfalls  ^  0  (mod.Ä;)  ist,  jede  beliebige  Zahl  x  dieser  identischen 
Congruenz  Genüge  leistet. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  behandeln, 
nehmen  wir  die  Congruenz 
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8;r  ^  —  12  (mod.60); 
der  grösste  gemeinscliaftliclie  Divisor  des  Coefficienten  8  und  des 
Modul  60  ist  hier  =  4;  da  die  rechte  Seite  —  12  durch  denselhen 
theilbar  ist,  so  ist  sie  möglich  und  wird  4  nach  dem  Modul  60  in- 
congruente  Wurzeln  haben.  Wir  finden  dieselben,  indem  wir  zu- 
nächst die  Wurzeln  der  entsprechenden  Congruenz 

2x=  —  Z  (mod.  15) 
suchen;  wir  haben  oben  gesehen,  dass  dieselben  in  der  Form 

^  ^  6  (mod.  15) 
enthalten  sind,  und  schliessen  daraus,  dass 

a;  =  6,  =  21,  =  36,  =  51  (mod.60) 
die  vier  Wurzeln  der  ursprünglichen  Congruenz  sind. 


§.  23. 

Obgleich  im  Vorhergehenden  das  Problem,  zu  entscheiden,  ob 
eine  vorgelegte  Congruenz  ersten  Grades  Wurzeln  hat  oder  nicht, 
und  im  erstem  Fall  dieselben  aufzufinden,  eine  vollständige  Lösung 
gefunden  hat,  so  ist  dieselbe,  sobald  der  Modul  T^  eine  grosse  Zahl 
ist,  wegen  der  erforderlichen  Potenzirung  für  praktische  Zwecke 
nicht  wohl  anwendbar;  wir  wollen  daher  im  Folgenden  eine  ein- 
fachere Methode  angeben.  Offenbar  können  wir  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  in  welchem  der  Coefficient  der  Unbekannten  relative 
Primzahl  gegen  den  Modul  ist;  ausserdem  können  wir  annehmen, 
dass  die  rechte  Seite  =  1  ist;  denn  um  aus  der  Wurzel  einer 
solchen  Congruenz  diejenige  einer  andern  zu  finden,  in  welcher  die 
rechte  Seite  eine  andere  Zahl  ist,  genügt  es  offenbar,  dieselbe  mit 
dieser  Zahl  zu  multipliciren.  Nennen  wir  der  Bequemlichkeit 
halber  den  Modul  nicht  y^,  sondern  &,  so  reducirt  sich  also  unsere 
Aufgabe  auf  die  Auflösung  der  Congruenz 
a.x  ^  1  (mod.  6) 
oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chung ersten  Grades*) 

ax  —  hy  =  1. 


*)  Die  erste  Lösung  dieser  Aufgabe  findet  sich  bei  Backet  de  Meziriae : 
ProhUmes  plaisans  et  delectahles  qui  se  fönt  jpar  les  nomhres.  2«  cd.   1G24. 
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Wir  Bchicken  derselben  einige  Sätze  über  einen  Algorithmus 
voraus,  der  zuerst  von  Euler'')  behandelt  und  für  die  Theorie  der 
Kettenbrüche,  sowie  auch  für  unsere  spätem  Untersuchungen  von 
Wichtigkeit  ist.     Es  seien 

a,  h  (1) 

irgend  zwei  unbestimmte  Grössen,  und  ebenso 

y,  d,  £  .  .  .  X,  II,  V  (2) 

eine  Eeihe  von  beliebig  vielen  unbestimmten  Grössen.  Aus  diesen 
bilden  wir  nun  successive  eine  neue  Reihe  c,  d,  e  .  .  .  l,  m,  n  nach 
folgendem  Gesetz: 

c  =  yh  -^  a 
d  =  de  +b 
e  =  sd  -]'  c)  (3) 


n  =  vm-\- 1 

Substituirt  man  den  Ausdruck  für  c  in  den  für  d,  so  wird  der 
letztere  eine  ähnliche  Form  annehmen  wde  der  erstere,  nämlich 

d  =  8a^{y8-{-l)h\ 
er  besteht  also  aus  einem  Gliede,  welches  den  Factor  a,  und  aus 
einem  zweiten,  welches  den  Factor  h  enthält.  Substituirt  man 
nun  diesen  Ausdruck  für  d,  und  den  ersten  für  c  in  den  Ausdruck 
für  e,  so  nimmt  auch  dieser  letztere  dieselbe  Form  an.  So  kann 
man  fortfahren,  und  aus  dem  Ausdruck  für  n  erkennt  man,  dass 
dieses  Gesetz  allgemein  ist;  denn  sobald  l  und  m  schon  diese  Form 
erhalten  haben,  so  nimmt  auch  n  dieselbe  an.     Wir  können  daher 

n  =  Ga^Hh 
setzen ,  wo  nun  G  und  H  unabhängig  von  a  und  h  sein  werden. 
Man    bezeichnet   den  Coefficienten  H,    der  nur  von   den   in  der 
Reihe  (2)  befindlichen  Grössen  abhängt,  durch  das  Zeichen**) 

[y,  ö,  £  .  .  .  A,  fi,  v],      "-''^'^  (4) 

und  wir  werden  im  Folgenden  einige  interessante  Sätze  beweisen, 
die  sich  auf  dasselbe  beziehen. 


*)  Solutio  problematis  arithmetici  de  inveniendo  numero,  quiper  datos 
numeros  divisus,  relinquat  data  residua,  Comm.  Ac.  Petrop.  VII,  p.  46.  — 
De   usu  novi   algorülimi  in  problemate   Pelliano   solvendo ,  Nov.   Comm. 
Petrop.  XI,  p.  28.  —  Vergl.  Gauss:  D.  A.  art.  27. 
**)   Gauss:  D.  A.  art.  27. 
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Zunächst  leuchtet  ein,  dass,  wenn  man  mit  den  Anfangsgliedern 

h,c  =  yb-^a  (V) 

und  der  Reihe 

^,  £  .  .  .  A,  ft,  V  (2') 

in  derselben  Weise  verfährt  wie  oben,  man  genau  dieselben  Glieder 
d,  e  .  .  .  1^  m,  n  erhalten  wird.    Wir  können  daher  gleichzeitig 

n  =  (x  a  -f  [7,  d,  £  .  .  .  ^,  v]  & 
und 

n  =  G'b  -\-[d,  £  .  .  .  fi,  v]c 
setzen;  ersetzen  wir  hierin  c  durch  yh  -\-  a,  so  erhalten  wir 

n  =  [8,  s  .  .  ,  ^,  v]  a  -\r  {y[d,  s  .  .  .  ^,  v]  -\-  G')  h, 
woraus,  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  a  in  den  beiden 
Formen  für  w,  zunächst 

G  =  [8,  e  ,  .  .  ^i,  v] 
folgt.    Der  Coeflicient  G  lässt  sich  daher  durch  dasselbe  Zeichen 
ausdrücken  wie  H.    Wir  können  also  von  jetzt  an  schreiben 
n  =  [8  .  .  .  ii,  v]a^[y,8  .  .  .  n,  v]b; 

da  nun  auch 

G'  =  [s...  p,  V] 

sein  muss,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 
von  b  in  den  beiden  Formen  für  n  den  Satz 

[y,  d,  £  .  .  .  v]  =  y[ö,  s  .  .  .  7q-{-[s  .  ,  .  vi  (5) 

in  welchem  das  Gesetz  ausgedrückt  ist,  nach  welchem  die  Fort- 
bildung der  Ausdrücke  von  der  Form  (4)  nach  links  hin  geschieht. 
Finen  ganz  analogen  Satz  für  die  Fortbildung  nach  rechts 
hin  erhält  man  durch  die  einfache  Bemerkung,  dass  durch  die 
Annahme  a  ^=  0^  b  =  l  die  drei  Grössen  ?,  m^  n  resp.  in 

[y  ...  kl    [r  .  .  .  A,  ^l    [7  .  .  .  A,  fi,  v] 
übergehen,  so  dass  zwischen  diesen  drei  consecutiven  Ausdrücken 
die  Relation 

[y  .  .  .  l,  ^,  v]  =  [y  .  .  .  X,  ^]  V  -{-[y  .  .  .  X]  (6) 

besteht. 

Verbindet  man  diese  beiden  Sätze  mit  einander,  so  überzeugt 
man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  des  folgenden: 

[v,  II  .  .  ,  d,  y]  =  [y,  d  .  ,  .  n,  v].  (7) 

Nimmt  man  nämlich  an,  dieser  Satz  sei  für  alle  Ausdrücke  dieser 
Art  bewiesen,  welche  eine  kleinere  Anzahl  von  Grössen  enthalten, 
so  dass  also  z.  B. 
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[ö,  £  .  .  .  v]  ==  [v  .  .  .  £,  ö]  und  [£  .  .  ,  v]  =  [v  .  .  .  f]  , 
so  folgt  aus  (5): 

[y,  d,  E  .  .  .  v]  =  [v  .  .  .  s,  d]7  +  [v  .  .  .  £]; 
verbindet  man  dies  mit  dem  Satz  (6),  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  (7).  In  der  That  gilt  aber  der  Satz 
wirJclich  für  die  ersten  Fälle;  enthält  nämlich  der  Ausdruck  nur 
eine  einzige  Grösse  y,  so  versteht  sich  dies  von  selbst;  und  ausser- 
dem ist 

[y,8]  =  ydJrl  =  [d,rl 
Hieraus  folgt  also,  dass  der  Satz  auch  für  jede  beliebige  Anzahl 
der  Grössen  7,  ö  .  .  .  f*,  v  gilt. 

Wir  können  die  Gleichungen  (3),  durch  welche  das  Bildungs- 
gesetz der  Grössen  c^  d  ,  .  .  n  ausgedrückt  wird ,  auch  in  folgendei 
Weise  schreiben: 

—  c  =  (— r)&H-(— a) 

—  e  =(— £)c^  +  (-c) 


±n  =  {—v)  (+m)-f(±0 

wo  in  der  letzten  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Grössen  y,  ö  .  .  .  ^,  v 
gerade  oder  ungerade  ist.  Hieraus  geht  hervor,  dass  aus  den  An- 
fangsgliedern 

—  «,  h  (1") 

und  der  Reihe 

—  r,  —  (5,  —  £...  —  A,  —  /i,  —  1;  (2") 

durch  dasselbe  frühere  Verfahren  die  Reihe 
—  c,  -f  d^,  —  e  .  .  .  +  w 
entsteht.    Es  wird  daher  auch 

±_n  =  [—8,  —  £  .  .  ,  —v]  (— a)  +  [— y,  —8,  —s  .  .  .  ~-v]h 
und  folglich 

[-y,-S...-v]=±[y,d...v]  (8) 

sein,  worin  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
je  nachdem  die  Anzahl  der  Grössen  y,  8  .  .  .  v  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Endlich  kann  man  die  Gleichungen  (3)  auch  in  umgekehrter 
Folge  so  schreiben: 

Dirlchlet,   Zahlentheorie.  4 
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l  =  ( —  v)in  -\~  n 


b  =  (—d)c  +  d 

^  —  (— r)ö  +  c 

Es  wird  daher 

a  z=  [— ^  ...  —  y]n  +  [—v,  —^  ...  —  y]m 
oder  mit  Hülfe  des  Satzes  (8): 

+  a  =  —  [^  .  .  .  ^]n  ■}-  [v^  fi  .  .  .  y]m 
oder  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  (7): 

+  a  =  —  [r,  ö  .  .  .  ii]7i  -\-[y,  d  .  .  .  ^,  v]m. 
Wenn  man  nun  a  =  1,  &  =  0  setzt,  so  gehen  m,  n  resp.  in 

[Ö...ft],    [Ö...,*,r] 
über,  und  man  erhält  das  Resultat: 

[ö  ...(«]  [y,  S  ...  f,,  ,,]  -  [ä  .  .  .f.,  v][f,d  ...[i]=±l,  (9) 
WO  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Grössen  7,  3  .  .  .  fi,  o/  gerade  oder  ungerade  ist. 
Zum  Schluss  wollen  wir  bemerken,  dass  diese  Ausdrücke  in 
der  Theorie  der  Kettenbrüche  von  der  grössten  Wichtigkeit  sind; 
bezeichnen  wir  nämlich  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch,  in  wel- 
chem die  Zähler  sämmtlichr=  1,  und  dessen  sogenannte  Quotienten 
y,  ö . . .  ft,  v  sind,  kurz  durch  das  Symbol  (y,  ö . . .  /x,  v)^  so  dass  also 

(r,8...X,  (.,  V)  =  y +  ^^__L-— ^=  (y,ö  . . .  ^,  f.  +  i) 

ist,  so  ergiebt  sich  allgemein  durch  Reduction  desselben 

(y,ä...^,,,)=%i^^^.  (10) 

Denn  gesetzt,  dieser  Satz  sei  schon  für  jede  kleinere  Anzahl  der 
Grössen  7,  d,  £  .  .  .  f',  v  bewiesen,  so  dass  also  namentlich 

[s  .  .  .  ii,v] 
ist,  so  folgt  hieraus 

^'  ^     ^        ''    (d,  f  .../[*,  v) 

_  [e  .  .  .  ji.v]     _y[d\8..,ii,v]-\-[s...^,v] 

[d,  8  .  .  .  ^,v]  [d,  £  .  .  .  ft,  v] 
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und  hieraus  ergieht  sich  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  (5)  die 
Gleichung  (10).     In  der  That  ist  aber 

da  also  der  Satz  für  zwei  Grössen  y^  d  richtig  ist,  so  ist  er  auch 
für  jede  beliebige  Anzahl  der  Grössen  y^  d  .  .  .  ^^  v  richtig. 

Sind  die  Elemente  y^  d  .  .  .  ^,  v  ganze  Zahlen,  so  gilt  dasselbe 
von  den  Zählern  und  Nennern  der  Brüche 

M    ly^  ^1  [y,  ^  .  .  .  ^,  i;]  ^ 

1   '     [d]     '"     [d...^,v]    ' 
ferner  ist  jeder  dieser  Brüche  irreductibel ,  d.  h.  durch  die  klein- 
sten Zahlen  ausgedrückt;  denn  es  folgt  z.  B.  aus  der  Relation  (9), 
dass  Zähler  und  Nenner  des  letzten  der  obigen  Brüche  ohne  ge- 
meinschaftlichen Divisor  sind. 

§.  24. 

Die  vorstehenden  Sätze,  welche  eigentlich  in  die  Theorie  der 
Differenzen-Gleichungen  zweiter  Ordnung*)  gehören,  sind  deshalb 
gleich  in  solcher  Vollständigkeit  aufgestellt,  damit  wir  bei  einer 
spätem  Untersuchung  nicht  nöthig  haben,  von  Neuem  auf  denselben 
Algorithmus  zurückzukommen;  für  unsern  nächsten  Bedarf,  nämlich 
für  die  Lösung  der  unbestimmten  Gleichung 

ax  —  hy  =  1, 
in  welcher  wir  nun  wieder  a  und  h  als  zwei  gegebene  relative 
Primzahlen  ansehen,  genügt  schon  ein  kleiner  Theil  der  vorher- 
gehenden Resultate.  Zu  dem  Zweck  verfahren  wir  nun,  wie  es 
bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  der 
beiden  Zahlen  (oder  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  a:h  in  einen 
Kettenbruch)  geschieht,  indem  wir  das  System  der  folgenden  Glei- 
chungen bilden 

a  =  yh  -\-  c 

b  =  de  -^d 


l  =  vm  ■\-  1 
wobei  zuletzt  der  Rest  1  auftreten  muss  (§.  5);  diese  Gleichungen 
können  wir  auch  so  schreiben 


*}  Vergl.  Jacobi:  Allgemeine  Theorie  der  JcettenbruchähnlicJien  Algo- 
rithmen, in  welchen  jede  Zahl  aus  Drei  vorhergehenden  gebildet  wird, 
Crelle's  Journal  Bd.  LXIX. 

4* 
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c  =  (_y)&-|-a 


1  =  ( —  v)m-\-l 
und  hieraus  folgt,  dass 

1  =  [— d,  — £ fi,  _v]a4-  [— y,  — ö,  —  £ ^,  — v]6 

oder  nach  §.23,  (8) 

1  =  Ijl  [ö,  £  .  .  .  ft,  1/]  a  +  [)^,  ^,  £  .  .  .  /Lt,  1»]  6 
ist,  worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Grössen  y,  ö  .  .  .  ft,  v  gerade  oder  ungerade 
ist.      Wir  erhalten  daher  folgende   Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichung: 

^  =  q:  [d,  £  .  .  .  ^,  i;],    2/  =  +  [r,  ö,  f  •  .  •  it*,  v\' 
Hiermit  ist  also  auch  eine  Wurzel  x  der  Congruenz 

ax  ^  1  (mod.  &) 
gefunden,  und  dies  genügt  vollständig,  da  alle  anderen  dieser  einen 
nach  dem  Modul  h  congruent  sind*). 

Wenden  wir  diese  Methode  auf  unser  Beispiel 
2x^1  (mod.  15) 
an,  so  erhalten  wir 

2  =  0  .  15  +  2,    15  ==  7  .  2-f  1 
also 

y  =  0,  5  =  7,    x  =  ~[8]  =  —l^S  (mod.  15) 

und  hieraus  folgt,  dass 

a;  =  —  7  .  (—  3)  =  21  =  6  (mod.  15) 

die  Wurzel  der  Congruenz 

2^  =  —  3  (mod.  15) 
ist. 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Congruenz 

37^  =  1  (mod.  100); 

indem  wir  ebenso  verfahren,  erhalten  wir 

37  =  0  .  100  -I-  37;    100  =  2  .  37  +  26;    37  ==  1  .  26  +  11; 

26  =  2.11+4;    11  =  2.4  +  3;    4  =  1.3  +  1 


*)  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  aus  einer  Lösung  Xq^  yo  alle  anderen 
sich  durch  die  Gleichungen  x  =  XQ-\-hz,  y  ■=  yQ-\-az  ableiten  lassen,  wo 
e  eine  willkürliche  ganze  Zahl  bedeutet.    Yergl.  §.  60. 
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und  also 

^  =  —  [2,  1,  2,  2,  1]  (mod.  100). 
Nun  ist,  wenn  wir  von  rechts  nach  links  rechnen, 

[1]  =  1,  [2,  1]  ^  3,  [2,  2,  1]  =  7,  [1,  2,  2,  1]  =  10, 
[2,  1,  2,  2,  1]  =  27, 
also 

ic  ^  —  27  =  73  (mod.  100). 

Da  9?  (100)  =:  9  (4)  g)(25)  ==  2  .  20  =  40  ist ,  so  hätten  wir  nach 
unserer  früheren  Methode  die  Auflösung 

X  =  37^9  (mod.  100) 
erhalten;  die  hierin  angedeutete  Rechnung  würde  sich  zwar  durch 
einige  Kunstgriffe  bedeutend   abkürzen   lassen,  allein   doch    viel 
langwieriger  sein  als  die  nach  der  zweiten  Methode  ausgeführte 
Rechnung. 

Kommt  es  darauf  an,  auch  den  Werth  von 

zu  berechnen,  so  ist  es  vortheilhaft,  die  Berechnung  des  Werthes 

rr  =  q-  [5,  £  .  .  .  ^,  v] 
von  rechts  nach  links  vorzunehmen;  man  findet  dann  nach  der 
Formel  (5)  des  §.23  aus 

[f  .  .  .  fi-,  v\  und  [5,  £  .  .  .  fi,  v\ 
unmittelbar  den  Werth  von  y.     So  oft  ;^  =  0,  also  a  <  &  ist,  re- 
ducirt  sich  y  auf 

1/  r=  q:  [£  .  .  .  ^,  v]. 

Dies  ist  in  unseren  Beispielen  der  Fall ;  in  dem  zweiten  erhält  man 
auf  diese  Weise 

^  ^  _  [0,  2,  1,  2,  2,  1]  =  -  [1,  2,  2,  1]  =  -  10, 
und  in  der  That  ist 

37  .  (—27)— 100  .  (—10)  =  1. 

Bei  dieser  Lösung  der  unbestimmten  Gleichung  ax — hy  =  1 
in  ganzen  Zahlen  x,  y  war  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die 
beiden  gegebenen  relativen  Primzahlen  a,  b  positive  Zahlen  sind; 
doch  erkennt  man  leicht,  dass  hierdurch  die  Allgemeinheit  der 
Lösung  nicht  beeinträchtigt  wird. 

Wir  bemerken  ferner,  dass  durch  wiederholte  Anwendung  des- 
selben Verfahrens  folgende  allgemeinere  Aufgabe  gelöst  werden 
kann:     Sind  a^  b^  c  .  .  .  gegebene  ganze  Zahlen,  deren  grösster  ge- 
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meinschafüicher  Divisor  m  ist,  so  sollen  ebensoviele  ganze  Zahlen 
X,  y,  z  .  .  .  gefunden  tverden,  ivelche  der  Gleichung 

ax-\~hij  -\-  cz  -{-  •  •  '  =  m 
genügen.    Denn  gesetzt,  man  habe  für  die  Zahlen  b,  c  .  .  .,  deren 
grösster  gememschaftlicher  Divisor  m'  nothwendig  ein  Multiplum 
von  m  ist,  schon  ganze  Zahlen  y\  z'  .  .  .  gefunden,  welche  der  Be- 
dingung 

hy'  -\-  cz'  -\-  '    '  =  m' 
genügen,  so  löse  man,  da  m  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  a  und  m'  ist,  nach  der  obigen  Methode  die  Gleichung 

ax  -{-  m'x'  =  m 
in  ganzen  Zahlen  x^  x'  ^  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  durch 
die  Zahlen  x^  y  =  x'y'^  z  ^=  x'  z'  .  .  .  befriedigt. 


§.25. 


Auf  das  im  Vorhergehenden  behandelte  Problem  der  Auf- 
lösung der  Congruenzen  ersten  Grades  lässt  sich  das  folgende 
zurückführen : 

Alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  in  Bezug  auf  zwei  gegebene 
Moduln  a,  b  gegebenen  Zahlen  resp.  <%,  ß  congruent  sind,  d.  h.  welche 
den  beiden  Forderungen 

X  ^  a  (mod.  a),    x  ^  ß  (mod.  b) 

genügen. 

Da  nämlich  alle  Zahlen  x^  welche  die  erste  dieser  beiden  For- 
derungen erfüllen,  in  der  Form  x  =  a-\-at  enthalten  sind,  wo  t 
jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
an,  dieses  t  näher  so  zu  bestimmen,  dass 

at  ^  ß  —  a  (mod.  5)  (1) 

wird.  Bezeichnet  man  nun  mit  Ö  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  der  beiden  Moduln  a  und  b,  so  muss,  wenn  diese  Congruenz 
möglich  sein  soll,  ß  —  a  durch  d  theilbar,  d.  h.  es  muss 

a  =  ß  (mod.  d)  (2) 

sein.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  existirt  keine  Zahl, 
welche  der  Aufgabe  genügt;  ist  sie  aber  erfüllt,  so  sind  sämmt- 
liche  der  Congruenz  (1)  genügende  Zahlen  t  in  der  Form 
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h 


t  ^  y{  mod.  -^  j  oder  t  ^Jy  -f- 


d^ 


enthalten,  wo  y  eine  bestimmte  von  ihnen,  und  u  jede  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus  folgt,  dass  die  gesuchten  Zahlen 
durch  die  Formel 

X  =  cc-{-  ya-\-  -^u  oder  x  ^  Xq  (mod.  -^  j 

gegeben  werden,  wo  Xq  =  a  -\-  ya  selbst  eine  der  gesuchten  Zahlen, 
und  derModulus  offenbar  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 
der  beiden  gegebenen  Moduln  a,  b  ist. 

Werden  z.  B.  die  Zahlen  gesucht,  welche  durch  12  dividirt 
den  Rest  7,  durch  15  dividirt  den  Rest  4  lassen,  so  hat  man  die 
Congruenzen 

X  ^  1  (mod.  12),     X  ^  4:  (mod.  15). 
Man  setzt  also  ^=74-12^,  und  erhält  für  t  die  Congruenz 

12^  ^  —  3  (mod.  15), 
welche  (da  hier  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist)  sich  auf 

4:t  =  —  r(mod.5) 
reducirt.    Hieraus  folgt 

t  =  1  (mod.  5) 
und  also 

^  =  7  +  12^  =  19  (mod.  60). 

Besonders  bemerkenswerth  ist  der  besondere  Fall,  in  welchem 

die  l)eiden  gegebenen  Moduln  a,  h  relative  Primzahlen  sind;  da 

gleichzeitig    d  =  1    wird,   so   fällt  die  Bedingung  (2)   ganz   fort; 

die  Auflösung  ist  stets  möglich  und  liefert  ein  Resultat  von  der  Form 

X  ^  Xo  (mod.  ah). 

Die  ursprüngliche  Aufgabe  lässt  sich  auch  leicht  für  den  Fall 
verallgemeinern,  in  welchem  eine  Reihe  von  beliebig  vielen  Mo- 
duln und  eine  Reihe  ihnen  entsprechender  Reste  gegeben  ist;  für 
uns  ist  indessen  nur  der  Fall  von  Wichtigkeit,  in  welchem  die  ge- 
gebenen Moduln  a,  &,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  sind;  wir  beschrän- 
ken uns  daher  auf  denselben,  und  stellen  uns  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Aufgabe,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  System 
von  Congruenzen 

X  ^  cc  (mod.  a),     x  ^  ß  (mod.  5),     x  ^  y  (mod.  c)  .  .  . 
genügen.  Da  wir  nun  schon  wissen,  dass  alle  Zahlen,  welche  die  beiden 
ersten  dieser  Forderungen  erfüllen,  in  der  Form  x  ^  ßi  (mod.  ab) 
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enthalten  sind,  wo  die  Zahl  ßi  nach  dem  Vorhergehenden  gefun- 
den werden  kann,  so  kommt  unsere  Aufgabe  offenbar  auf  die  ein- 
fachere zurück,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  folgenden  Sy- 
stem von  Congruenzen  genügen: 

X  EU  ßi  (mod.  ah) ,     x  ^  y  (mod.  c)  .  .  . 

Da  nun  der  Modul  ah  der  ersten  dieser  Congruenzen  wieder  relative 
Primzahl  gegen  jeden  folgenden  Modul  c  ...  ist,  so  kann  man  in 
derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  zu  dem  Resultat,  dass 
sämmtliche  Zahlen  x  in  der  Form 

X  ^  Xq  (mod.  m) 
enthalten  sind,  wo  Xo  eine  bestimmte  von  ihnen,  und  m  das  Pro- 
duct  ahc  .  .  .  aus  allen  gegebenen  Moduln  bedeutet. 

Statt  eine  solche  Zahl  Xq  in  der  eben  angegebenen  Weise 
durch  successive  Auflösung  einer  Reihe  von  Congruenzen  ersten 
Grades  in  Bezug  auf  die  Moduln  &,  c  .  .  .  zu  suchen,  kann  man 
auch  auf  folgende  Art  symmetrisch  verfahren. 

Man  setze  m  =  aÄr=hjB  =  €C.  .  .  und  bestimme  (nach 
§.  24)  zunächst  Zahlen  a',  &',  c'  .  .  .,  welche  den  Congruenzen 

Äa'  =  1  (mod.  a),     Bh'  e^  1  (mod.S),     Cc'  ~  1  (mod.c)  .  .  . 
genügen;  so  wird 

X  =  Aa'^yBh'ß  H-  Cc'y  H (mod.w); 

denn 'da  B^C ...  durch  a  theilbar  sind,  so  ist  x^Äa'a^a  (mod.a), 
und,  ebenso  ^  ß  (mod.  6),  ^  y  (mod.  c)  u.  s.  w. 

Ein  besonderer  Vortheil  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
die  Hülfszahlen  a',  &',  d  .  .  .  ganz  unabhängig  von  a^  ß,  y  .  .  .  sind, 
und  daher  stets  dieselben  bleiben,  wie  auch  die  letzteren  variiren 
mögen,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  das  System  der  Moduln  a,&,c... 
unverändert  bleibt. 

Es  folgt  ferner  hieraus,  dass  x  ein  vollständiges  Restsystem 
nach  dem  Modul  m  durchläuft,  sobald  die  Reste  a,  ß,  y  .  .  .  voll- 
ständige Restsysteme  resp.  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  h^  c  .  .  . 
durchlaufen;  denn  wenn  w',  ß\  y*  .  .  .  irgend  ein  zweites  System 
gegebener  Reste  ist,  so  wird 

stets  und  nur  dann 

=  Aa!a-\-Byß^Gdy-\-  •  •  • 
nach  dem  Modulus  m  sein,  wenn  gleichzeitig 
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a'  ^  a  (mod.a),  ß'  ^  ß  (mod.&),  y'  ^  y  (mod.  c) 
U.S.W,  ist;  da  ferner  «,  /3,  y...  resp.  a,  &,  c...  verschiedene Werthe 
durchlaufen,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Restsysteme, 
also  auch  die  Anzahl  der  resultirenden  nach  dem  Modul  m  incon- 
gruenten  Werthe  von  x  gleich  ah  c  .  .  .  =  m\  d.h.  x  durchläuft 
ein  vollständiges  Kestsystem  nach  dem  Modul  m. 

Ist  ferner  a  relative  Primzahl  zu  a,  /3  zu  &  u.  s.  f.,  so  ist  x 
auch  relative  Primzahl  zu  m,  und  umgekehrt;  hieraus  folgt  leicht 
ein  neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  (p(ab)  =  cp  (a)  cp  (b)  ist. 

Endlich  ergiebt  sich,  dass,  wenn  x  irgend  eine  ganze  Zahl  be- 
deutet, stets 

m  a    ^     h         c 

gesetzt  werden  kann,  wo  h^  u^  v^  w  .  ,  .  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Denn  lässt  x  in  Bezug  auf  die  Moduln  a^h^  c  .  .  .  resp.  die  Reste 
cc,  ^,  y  .  .  .,  so  ist  nach  dem  Obigen 

x=.hm^  Äa'oi  -f  Bb' ß  +  Cc'y  +  •  •  • , 
wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  folglich 

m  a  b  c 

§.  26. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  Congruenzen 
höherer  Grade,  beschränken  uns  aber  dabei  auf  den  einfachsten 
Fall,  in  welchem  der  Modul  p  eine  Primzahl  ist.  Die  allgemeinste 
Form  einer  Congruenz  nten  Grades  ist  die  folgende: 

ax""  +  bx""-^  -j-  cx""-^  +  •  •  •  +  /^  =  0  (mod.p), 
in  welcher  der  höchste  Coefficient  a  als  nicht  theilbar  durch  die 
Primzahl  p  vorausgesetzt  wird.  Ebenso  wie  man  jede  Gleichung 
leicht  auf  den  Fall  zurückführen  kann,  in  welchem  der  höchste 
Coefficient  =  1  ist,  so  erreicht  man  auch  hier  dasselbe,  wenn  man 
die  Congruenz  mit  einer  Zahl  a'  multiplicirt,  welche  der  Bedingung 
aa'  ^  1  (mod.p)  genügt  und  also  eine  Wurzel  der  stets  lösbaren 
Congruenz  ax  ^  1  (mod._^)  ist.  Doch  hängt  hiervon  die  Gültig- 
keit der  folgenden  Sätze  nicht  im  Mindesten  ab. 

Wir  bezeichnen  der  Einfachheit  halber  das  auf  der  linken 
Seite  der  obigen  Congruenz  befindliche  Polynom  wten  Grades  kurz 
mitf(x).     Hat  nun  eine  solche  Congruenz 
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f(x)  =  0  (mod-i?)  (1) 

eine  Wurzel  x  ^  a  und  dividirt  man  /  (x)  durch  x  —  w ,  so  wird 
der  Divisionsrest  Ti  eine  durch  p  theilbare  Zahl  sein;  denn  be- 
zeichnet man  den  Quotienten  der  Division,  welcher  eine  ganze 
Function  vom  (n — l)ten  Grade  mit  ganzzahligen  Coefficienten 
ist,  mit  fi  (x),  so  ist 

/(^)  =  (^-«)/i(^)  +  ^i  (2) 

und  hierin  ist  Ti  =  f(a)  der  Voraussetzung  nach  ^  0  (mod.p). 

Hat  nundieCongruenz  (1)  noch  eine  zweite  von  «verschiedene, 
d.  h.  nicht  mit  a  congruente  Wurzel  ß,  so  folgt  aus  (2),  dass 

(ß-a)f,{ß)~0  (mod.p) 
und  also ,  da  ß  —  a  nicht  durch  p  theilbar  ist ,  dass  /i  (ß)  ^  0, 
d.  h.  dass  ß  eine  Wurzel  der  Congruenz  fi  (x)  ^  0  (m.od.p)  sein 
muss.     Man  kann  daher  wieder 

f,(x)  =  (x  —  ß)f,(x)-\-r2 
setzen,  wo  der  Rest  r2  wieder  eine  durch  ^  theilbare  Zahl,  und 
der  Quotient /2  (^)    eine    ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades   mit 
ganzzahligen  Coefficienten  ist.     Setzt  man  aber  diesen  Ausdruck 
für  /i  {x)  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  nimmt  dieselbe  die  Form 

f{x)  =  (x  —  a)  (x  —  ß)  f2(x)-\-r.2(x~a)  +  ri 

oder,  da  ri  und  r.2  durch  p  theilbar  sind,  die  Form 

f(x)  ==  (X  —  a)  (x  -  ß)  f. 2  {x)-^p{lx-^  m) 

an,  in  welcher  l  und  m  ganze  Zahlen  sind. 

Besitzt  nun  die  Congruenz  (1)  noch  eine  dritte  von  a  und  ß 
verschiedene  Wurzel  y ,  so  ergiebt  sich ,  da  weder  {y  —  a)  noch 
iy  —  ß)  durch  p  theilbar  ist,  dass  y  eine  Wurzel  der  Congruenz 
/2  (^)  ^  0  ist;  verfährt  man  daher  wie  früher,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  von  der  Form 

f{x)  =  (x-a)  (x-  ß)  (x  —  y)  f,  {x)  -irp(rx^  -^sx-j-  t), 

wo  r,  5,  t  ganze  Zahlen  bedeuten.  Setzt  man  diese  Schlussweise 
fort,  so  gelangt  man  offenbar  zu  folgendem  Satze:  Besitzt  die 
Congruenz  nten  Grades 

f(x)  ^0  (mod._p), 
deren   Modulus  p   eine   Frimzahl   ist,    n  incongruente    Wurzeln 
a,  ß,  y  .  .  .  X,  so  ist  ihre  linJce  Seite  von  der  Form 

f(x)  =  a(x  -  a)  (x  -  ß)  (x  -  y)  .  .  .  (x  -  k)  ^pt(x),        (3) 
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wo  a   den  höchsten  Coefficienten  von  f(x),  und  i^(x)  ein  Polynom 
bedeutet,  dessen  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 

Und  aus  diesem  ersten  Satze  folgt  sogleich  der  zweite*):  Eine 
Congruenz  vom  Grade  n,  deren  Ilodidus  eine  Frimzahl  ist^  hann 
niemals  mehr  als  n  incongruente  Wurzeln  haben.  Denn  hätte  die 
Congruenz  (1)  ausser  den  n  Wurzeln  a^  ß  .  .  .  X  noch  mindestens 
eine  solche  ^,  die  mit  keiner  der  vorhergehenden  congruent  ist,  so 
würde  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  dass  das  Product 

a{^  —  a)  iii  —  ß)  (^  —  r)  .  .  .  (ft  — A) 
durch  p  theilbar  wäre,  was  unmöglich  ist,  da  der  Voraussetzung 
nach  keiner  der  Factoren  durch  p  theilbar  ist. 

Man  hätte  diese  beiden  Sätze,  welche  für  die  Folge  von  der 
grössten  Wichtigkeit  sind,  auch  in  umgekehrter  Folge  aus  dem  in  der 
Gleichung  (2)  ausgesprochenen  Resultat  schliessen  können.  Da 
nämlich  jede  von  a  verschiedene  Wurzel  ß  der  Congruenz  (1)  eine 
Wurzel  der  Congruenz  nächst  niedrigem  Grades 

/i  (x)  ^  0  (mod.p) 
ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  die  erstere  Congruenz  höch- 
stens eine  Wurzel  mehr  besitzt,  als  die  letztere;  da  nun  eine  Con- 
gruenz ersten  Grades  (sobald  der  Modulus  eine  Primzahl  ist)  nur 
eine  Wurzel  besitzt,  so  kann  eine  Congruenz  vom  zweiten  Grade 
höchstens  2,  folglich  eine  Congruenz  dritten  Grades  höchstens  3 
u.  s.  f.,  allgemein  eine  Congruenz  nten  Grades  höchstens  n  incon- 
gruente Wurzeln  besitzen.  Und  nachdem  so  der  zweite  Satz  be- 
wiesen ist,  ergiebt  sich  auch  der  erste  leicht  auf  folgende  Weise. 
Gesetzt,  die  Congruenz  (1)  vom  nten  Grade  hat  wirklich  n  incon- 
gruente Wurzeln  «,  /?,  y  .  .  .  A,  so  bilde  man  die  Differenz 

f(x) —  a(x  —  a)  {x  —  ß)  (x  —  y)  .  .  .  (x  —  l)  =  (p  {x) 
wo  a  den  höchsten  Coefficienten  in/(^)  bezeichnet,  und  denke  sich 
dieselbe  nach  Potenzen  von  x  geordnet ;  dann  ist  zu  zeigen ,  dass 
alle  Coefficienten  dieses  Polynoms  q)  {x) ,  dessen  Grad  höchstens 
=  n — 1,  also  jedenfalls  kleiner  als  n  ist,  durch  p  theilbar  sind. 
Gesetzt,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  und  es  wäre  x"^  die  höchste  in 
(p{x)  vorkommende  Potenz  von  rr,  deren  Coefficient  nicht  durch  p 
theilbar  wäre,  so  wäre 

q){x)  ^0  (mod.jp) 


*)  Lagrange:    Nouvelle  methode  pour  resoudre  les  prohUmes  indeter 
mines  en  nombres  entiers,  Mem.  de  l'Ac.  de  Berlin.    T.  XXIV. 
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eine  Congruenz  vom  rten  Grade,  welche,  wie  man  unmittelbar 
einsieht,  die  n  incongruenten  Zahlen  a,  ß  .  .  .  X  zu  Wurzeln  hätte, 
also,  da  r<n  ist ,  mehr  Wurzeln  besässe ,  als  ihr  Grad  Einheiten 
enthält.  Da  dies  gegen  den  schon  bewiesenen  Satz  streitet,  so 
müssen  wirklich  alle  Coefficienten  von  cp  (x)  durch  p  theilbar  sein, 
d.  h.  es  muss 

(p(x)  =pf(x) 
sein,  wo  sämmtliche  Coefficienten  des  Polynoms  ^  (x)  ganze  Zahlen 
sind.     Dies  war  aber  der  Inhalt  des  ersten  Satzes. 

Wir  können  zu  diesen  beiden  Sätzen  noch  den  folgenden  dritten 
hinzufügen :     Wenn 

f(x)  =:  (p{x)   1p  (X) 

ist,  wo  die  Coefficienten  der  Polynome  (p{x)  und  i)(x)  sämmtlich 
ganze  Zahlen  sind^  und  wenn  die  Congruenz 

f(x)  =  0  (mod.j)),  (4) 

(wo  p  tüieder  eine    Frimzahl  bedeutet)    ebenso    viele   incongruente 
Wurzeln  besitzt^  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält^  so  gilt  dasselbe  von 
jeder  der  beiden  Congruenzen 

<p(x)  ^  0  (mod.jp) ,     il){x)  ^  0  (mod.jp).  (5) 

Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  jede  Wurzel  «  der  Congruenz 

(4)  auch  eine  Wurzel  von  mindestens  einer  der  beiden  Congruenzen 

(5)  sein  muss ;  denn  aus 

(p  (a)  ip  (a)  =  f(a)  ^  0  (mod. jp) 
folgt,  dass  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  9  (a),  1/;  (a)  durch  p 
tbeilbar  sein  muss.  Hätte  nun  eine  der  beiden  Congruenzen  (5) 
weniger  incongruente  Wurzeln  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so 
müsste  nothwendig  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  andern  Congruenz 
d.  h.  der  übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4)  ihren  Grad  über- 
steigen, da  die  Summe  der  Grade  der  beiden  Polynome  cp  (x)  und 
i\}(x)  genau  dem  Grade  des  Polynoms /(x)  gleich  ist.  Da  dies 
gegen  den  zweiten  Satz  Verstössen  würde,  so  muss  die  Anzahl  der 
incongruenten  Wurzeln  einer  jeden  der  beiden  Congruenzen  (5) 
genau  ihrem  Grade  gleich  sein  *). 


*)  Eine  weitere  Entwicklung  dieses  Gegenstandes  findet  man  in  des 
Herausgebers  Abhandlung:  Ahriss  einer  Theorie  der  höheren  Congruenzen 
in  Bezug  auf  einen  reellen  Primzahl-Modulus ,  Crelle's  Journal  Bd.  LIV. 
—  Vergl.  die  nachgelassene  Abhandlung  von  Gauss:  Analysis  Besiduormn, 
Gauss'  Werke  Bd.  II.  1863. 
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§•27. 

Von  diesen  wichtigen  Sätzen  machen  wir  sogleich  eine  An- 
wendung. Zufolge  des  Fermat'schen  Satzes  genügt  jede  der 
(^p  _  1^  unter  einander  nach  dem  Modul  p  incongruenten  Zahlen 

1,  2,  3...(i>-l) 
der  Congruenz 

a;P-i  —  1^0  (mod.|)), 
und  diese  Zahlen  bilden    auch   ihre    sämmtlichen   incongruenten 
Wurzeln.     Es  ist  daher  nach  dem  ersten  der  vorhergehenden  drei 
Sätze 

xP-i  —  l  =  (x—1)  (x  —  2)(x—S)...  (x—p+l)-]-pil^(x), 
worin  ip  (x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bezeichnet.  Ent- 
wickelt man  daher  das  rechter  Hand  befindliche  Product  nach  Po- 
tenzen von  x^  so  muss  der  Coefficient  einer  jeden  Potenz  von  x  dem 
entsprechenden  linker  Hand  in  Bezug  auf  den  Modul  p  congruent 
sein.  Wir  wollen  hier  nur  den  interessantesten  Fall  betrachten 
der  sich  durch  die  Vergleichung  der  Glieder  ergiebt,  welche  von 
X  unabhängig  sind.  Ist  zunächst  p  eine  ungerade  Primzahl ,  so  ist 
dieses  Glied  rechter  Hand ,  da  die  Anzahl  jp  —  1  der  negativen 
Factoren  gerade  ist, 

=  1  .2.3...(i9-l), 
linker  Hand  dagegen  =r  —  1 ,  und  hieraus  ergiebt  sich  der  nach 
Wilson  benannte  Satz: 

Wenn  p  eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist  das  um  eine  Einheit 
vergrösserte  Product  aller  Meineren  Zahlen  als  p  durch  p  theilhar 
in  Zeichen 

1  .  2  ...  (j)  —  1)  =  —  1  (mod.i)). 
So  ist  z.  B. 

1  .  2  .  3  .  4  .  5  .  6+1  =  721 

theilbar  durch  7. 

Der  Wilson'sche  Satz  gilt  aber  auch  für  die  Primzahl  2,  da  in 
diesem  Fall  + 1  und  —  1  einander  congruent  sind. 

Dieser  Satz  ist  dadurch  bemerkenswerth,  dass  er  sich  umkehren 
lässt  und  deshalb  ein  charakteristisches  Merkmal  für  eine  Primzahl 
abgiebt.     Denn  nimmt  man  umgekehrt  an,  es  sei 
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1  .2.3...(|)-1)  +  1 
durch  p  theilbar,  so  muss  p  eine  Primzahl  sein ;  wäre  nämHch  p 
eine  zusammengesetzte  Zahl,  also  ausser  durch  1  und  durch  sich 
selbst  auch  noch  durch  eine  andere  Zahl  a  theilbar,  so  würde  a 
nothwendig  eine  der  Zahlen  2,  3  .  .  (j)  — 1)  sein  müssen;  da  nun 
die  obige  Summe  und  ihr  erstes  Glied  durch  a  theilbar  ist,  so 
müsste  auch  das  zweite  GHed  1  durch  a  theilbar  sein,  was  nicht 
möglich  ist. 

Einen  andern  interessanten  Satz  erhält  man  durch  Anwen- 
dung des  dritten  der  vorhergehenden  Sätze  auf  dasselbe  Beispiel. 
Bezeichnet  nämlich  8  irgend  einen  Divisor  von  j?  —  1 ,  so  ist  be- 
kanntlich 

wo  il){x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bedeutet.     Hieraus 
folgt  also:    Die  Congruenz 

^^  ^  1  (mod.j9), 
deren  Grad  d  ein  Divisor  von  p  —  1  ist,  besitz  stets  d  incongruente 
Wurzeln. 


§.28. 


Der  zuletzt  abgeleitete  Satz  gehört  seinem  Inhalte  nach  eigent- 
lich in  eine  allgemeinere  Theorie,  nämlich  in  die  Theorie  der  bi- 
nomischen Congruenzen  von  der  Form 

ax"^  ^  b  (mod.h). 
Dieselbe  stützt  sich  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten  Potenz- 
reste^  d.  h.  der  Reste  der  successiven  Potenzen  einer  Zahl,  und  wir 
beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  der  Untersuchung  der  inter- 
essanten Gesetze,  welche  hier  hervortreten. 

Es  sei  also  Je  ein  beliebiger  Modul,  und  a  relative  Primzahl 
gegen  denselben;  bilden  wir  nun  die  Reihe 

1,  a,  a2,  a^  .  .  . 
der  successiven  Potenzen  von  a  und  setzen  dieselbe  hinreichend 
weit  fort,  so  muss  es  einmal  geschehen,  dass  zwei  verschiedene 
Glieder  a'  und  a^+«  einander  nach  dem  Modul  h  congruent  werden; 
denn  es  giebt  ja  nur  eine  endliche  Anzahl  incongruenter  Zahlen. 
Aus  der  Congruenz 
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^s+n  =  a*  .  a"  ^  a*  (mod.  Ic) 
folgt  aber,  da  a'  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  h  ist,  dass 

a"  ^  1  (mod.  Ic) 
ist.  Es  gieht  daher ,  was  wir  auch  schon  durch  den  verallgemei- 
nerten Fermat'schen  Satz  (§.  19)  wussten,  stets  eine  Potenz  von  a, 
welche  durch  h  dividirt  den  Rest  1  lässt.  Unter  allen  Potenzen 
von  a,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben,  ist  aber  besonders  die- 
jenige bemerkenswerth ,  welche  den  kleinsten  Exponenten  hat; 
doch  versteht  sich  von  selbst,  dass  der  Exponent  Null  hier  nicht 
in  Betracht  kommt,  für  welchen  die  entsprechende  Potenz  ja  stets 
=  1  sein  würde.  Bezeichnen  wir  mit  ö  diesen  kleinsten  positiven 
Exponenten,  für  welchen 

a^  ^  1  (mod.  Ic) 
wird,  so  wollen  wir  sagen ,  die  Zahl  a  gehöre  zu  dem  Exponenten 
ö  oder  zu  der  Zahl  8.    Dann  leuchtet  zunächst  ein,  dass  die  ersten 
6  Glieder  der  obigen  Potenzreihe,  d.  h.  die  Zahlen 

1,  a,  a2  .  .  .  a^-^ 
sämmtlich  incongruent  unter  einander  sind ;  denn  aus  einer  Con- 
gruenz von  der  Form  a*+"  ^  a*,  wo  s  und  s-{-n  kleiner  als  d 
sind,  würde  wieder  a"  ^  1  folgen,  was  mit  der  Voraussetzung  im 
Widerspruch  steht,  dass  keine  niedrigere  Potenz  als  a^  den  Rest 
1  lässt. 

Die  folgenden  Glieder  der  Reihe  geben  nun  genau  dieselben 
Reste,  und  auch  in  derselben  Reihenfolge,  denn  es  ist 

a^  =  1,     tt^+i  =  a,     a^+2  ^  ^2  .  .  .  a^^-i  =  a'^-i 

a^<^=  1,     a''^+'  =  a,     a^^+^=  a«  .  .  .  a^^-i  =  a^-^ 

a3^=  1,     a3^+i=  a,     a^'^+^=  a^  .  .  .  a^^-i  =  a^-' 

u.  s.  w. 

Um  daher  zu  erfahren,  welchen  Rest  eine  beliebige  Potenz  a*  lässt, 

dividire  man  den  Exponenten  s  durch  8  und  bringe  dadurch  s  in 

die  Form  s  =  m8 -\-r^  wo  r  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  (8 — 1) 

bezeichnet.    Dann  ist 

a*  =  a"^^+^  ^  a^  (mod.  Ic). 
Hieraus  geht  ferner  hervor,  dass  zwei  solche  Potenzen  wie  a^  und 
a^'  stets,  aber  auch  nur  dann  congruent  sein  werden  in  Bezug  auf 
den  Modul  Je,  wenn  s  ^  s'  (mod.  8) ;  denn  ist  /  der  bei  der  Divi- 
sion von  s'  durch  8  hervorgehende  Rest,  so  ist  a*'  ^  a^'  (mod.  h). 
Ist  daher 
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a*  ^  a^'  (mod.  Ic) 
so  muss  auch 

ar  ^  a'''  (mod.  h) 

sein ;  da  aber  r  und  /  kleiner  als  d  sind,  so  ist  dies  nur  dann  mög- 
lich, wenn  r  =  r'  ist,  woraus  s  ^  s'  (mod.  ö)  folgt;  und  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass,  sobald  s  ^  s'  (mod.  Ö),  also  r  =  r'  ist,  auch 
a*  ^  a^'  (mod.  Ic)  sein  muss. 

Ein  specieller  Fall  ist  der,  dass,  sobald  a*  ^  1 ,  also  a'  ^  a^ 
ist,  nothwendig  s  ^  0  (mod.  ö),  d.  h.  dass  s  theilbar  durch  ö  sein 
muss.  Nun  wissen  wir  schon  aus  dem  verallgemeinerten  Fermat'- 
schen  Satz,  dass  stets 

ist;  hieraus  folgt  also,  dass  die  Zahl  d,  zu  welcher  eine  Zahl  a  ge- 
hört, stets  ein  Divisor  von  gj(/o)  sein  muss*). 


§■29. 

Beschränken  wir  uns  jetzt  wieder  auf  den  Fall,  in  welchem 
der  Modul  eine  Primzahl  p  und  also  a  irgend  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  ist,  so  folgt  aus  der  letzten  Bemerkung,  dass  die 
Zahl  d,  zu  welcher  a  gehört,  jedenfalls  ein  Divisor  von  (p{p)  = 
p  —  1  sein  muss.  Man  kann  nun  umgekehrt  fragen:  wenn  d  irgend 
ein  Divisor  von  jp  —  1  ist,  giebt  es  dann  jedesmal  auch  Zahlen  a, 
welche  zu  d  gehören?  und  wie  viele?  Nehmen  wir  zunächst  einmal 
ein  Beispiel,  indem  wir  p  z=  7  setzen.  Da  aus  a  ^  a'  (mod.p) 
auch  stets  a^  ^  a'^  (mod.p)  folgt,  so  gehören  je  zwei  congruente 
Zahlen  auch  stets  zu  demselben  Exponenten,  und  wir  brauchen 
daher  in  unserm  Beispiel  nur  die  Zahlen  a  =  1,  2,  3,  4,  5,  6  zu 
betrachten;  durch  wirkliches  Potenziren,  welches  man  dadurch 
abkürzt,  dass  man  statt  jeder  Potenz  immer  ihren  kleinsten  Rest 
substituirt,  findet  man  nun  das  in  der  folgenden  Tabelle  ausge- 
drückte Resultat: 

a|l|2|3|4|5|6 

ö|l|3|6|3|6|2 

Es  gehört  daher  zu  dem  Divisor  d  =  1  nur  die  einzige  Zahl 
1,  zu  d  ==  2  nur  die  einzige  Zahl  6;  zu  ö  =  3  gehören  zwei  Zah- 


*)  Ein  anderer  Beweis  dieses   Satzes  findet  sich  in  den  Supplementen 
V.  §.  127. 
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len,  nämlich  2  und  4,  und  zu  d  =  6  gehören  die  beiden  Zahlen 
3  und  5. 

Nehmen  wir  nun  vorläufig  einmal  an,  dass  mindestens  eine 
Zahl  a  existirt,  welche  zu  dem  Exponenten  ö  gehört,  so  sind  die 
d  Zahlen 

1,  a,  «2  .  .  .  a^-i  (Ä) 

nach    dem    Vorhergehenden    sämmtlich   incongruent;    da    ferner 
«•^  ^  1,  so  ist  auch 

(a^)^  =  (a^y  ^  1  (mod.j)), 
d.  h.  die  d  Zahlen  (Ä)  sind  Wurzeln  der  Congruenz 

^^  ^  1  (mod._^), 
und  da  sie  unter  einander  incongruent  sind,  und  der  Modulus  eine 
Primzahl  ist,  so  bilden  sie  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser 
Congruenz  vom  Grade  d.  Jede  Zahl  aber,  welche  zum  Exponenten 
d  gehört,  muss  vor  Allem  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  sein,  und 
wir  haben  daher  alle  etwa  existirenden  Zahlen,  die  zu  d  gehören, 
unter  den  Zahlen  (Ä)  zu  suchen.  Wir  fragen  daher :  zu  welchem 
Exponenten  h  gehört  irgend  eine  dieser  Zahlen,  z.B.  a*"?  d.  h.  welches 
ist  die  kleinste  positive  Zahl  h^  für  welche 

(a^)Ä  =  a^Ä  ^  1  (mod.  p) 
ist?  Offenbar  muss  rh  (da  a  zum  Exponenten  8  gehört)  durch  d 
theilbar  sein;  ist  daher  e  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  r  und  d  =  ed'^  so  muss  h  durch  6'  theilbar  sein;  die  kleinste 
Zahl  h,  welche  diese  Bedingung  erfüllt,  ist  offenbar  ö'  selbst,  und 
dann  ist  auch  wirklich 

'  r 

(a'-y  =  (a^)s  =  1  (mod.p); 
also  ist  ö'  die  Zahl,  zu  welcher  a*"  gehört.  Soll  also  a*"  zum  Ex- 
ponenten d  gehören,  so  muss  £  =  1,  also  r  relative  Primzahl  gegen 
8  sein ;  und  umgekehrt,  sobald  dies  der  Fall,  also  £  =  1  ist,  gehört 
auch  a^  wirklich  zum  Exponenten  d.  Wir  erhalten  so  das  Resultat, 
dass  unter  den  Zahlen  (Ä)  genau  ebenso  viele  zu  dem  Exponenten 
d  gehören,  als  es  unter  den  Exponenten 

0,  1,  2...(ö-l) 

relative  Primzahlen  zu  6  giebt;  es  giebt  daher  q)(8)  solche  Zahlen. 

Da  wir  angenommen  hatten,  dass  mindestens  eine  solche  Zahl 

a  existirte,  so  können  wir  das  Bisherige  so  zusammenfassen:    Ist 

p  eine  Primzahl  und  d  ein  Divisor  von  p  —  1 ,  so  ist  die  Anzahl 

Dirichlet,  Zablentheorie.  5 
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der  incongruenten  Zahlen,  die  zu  d  gehören ,  entweder  =  0 ,  oder 
=  (p(ö).  Um  nun  über  diese  Alternative  zu  entscheiden,  betrach- 
ten wir  die  Totalität  aller  p  —  1  nach  dem  Modul  p  incongruenten 
und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen;  wir  theilen  dieselben  in 
Gruppen  ein,  indem  wir  je  zwei  incongruente  Zahlen  in  dieselbe 
oder  in  verschiedene  Gruppen  werfen,  je  nachdem  sie  zu  demselben 
Divisor  ö  von  p  —  1  gehören  oder  zu  verschiedenen.  Bezeichnen 
wir  mit  ilf  (ö)  die  Anzahl  der  Individuen,  welche  in  die  dem  Divi- 
sor d  entsprechende  Gruppe  gehören,  so  muss,  da  jede  der  p  —  1 
vertheilten  Zahlen  in  eine ,  aber  auch  nur  in  eine  solche  Gruppe 
gehört, 

^i;{8)^p-l 

sein,  wo  sich  das  Summenzeichen  auf  sämmtliche  Divisoren  ö  von 
p  —  1  bezieht ;  wir  wissen  ferner  schon,  dass 

^  (d)  entweder  =  0,    oder  =  (p  (d) 
ist.     Da  nun  früher  bewiesen  ist  (§.  13),  dass  auch 

^cpiid)=p-l 
ist,  so  folgt  hieraus  mit  Nothwendigkeit,  dass 

11^(6)  niemals  =  0,  sondern  stets  =  g)(d) 
ist.  Denn  da  jedes  Glied  ^(^)  der  erstem  Summe  dem  entsprechen- 
den der  letztern  höchstens  gleich  sein,  aber  niemals  dasselbe  über- 
treffen kann,  so  würde,  sobald  nur  ein  einziges  Mal  oder  öfter 
i/;(d)  =  0  wäre,  die  erstere  Summe  nothwendig  kleiner  ausfallen 
müssen  als  die  letztere,  während  sie  in  der  That  einander  gleich 
sind.     Wir  haben  so  den  wichtigen  Satz*)  gewonnen: 

Die  Anzahl  der  sämmÜichen  incongruenten  Zahlen  ^  welche  i2U 
einem  bestimmten  Divisor  d  von  p  —  1  gehören  ist  stets  =  q)  (ö). 

Es  genügt,  einen  Blick  auf  das  obige  Beispiel  zu  werfen,  in 
welchem  p  =  7,  um  diesen  Satz  bestätigt  zu  sehen. 

§.30. 

Am  interessantesten  und  folgenreichsten  ist  der  in  diesem  Re- 
sultat enthaltene  specielle  Fall,  in  welchem  ^  =  ^  —  1  ist: 

Es  gieht  stets  cp(p  —  1)  incongruente  Zahlen  g^  welche  su  dem 
Exponenten  p  —  1  gehören,  welche  also  die  charakteristische  Eigen- 
schaft hahen,  dass  die  p  —  1  Potenzen 


*)  Gauss:  B.  A.  art.  54. 
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1,  g.  9\  f  '"  9"-''  (^) 

sämmtlich  incongruent  (mod.  p)  sind. 

Da  es  überhaupt  nur  p  —  1  incongruente  und  durch  p  nicht 
theilbare  Zahlen  c  giebt,  so  folgt,  dass  jede  solche  Zahl  c  einer, 
und  natürlich  auch  nur  einer  der  Potenzen  {G)  congruent  ist. 
Jede  solche  Zahl  g ,  welche  zum  Exponenten  p  —  1  gehört ,  heisst 
eine  primitive  Wurzel  der  Frimzahl  jp*),  und  man  kann  daher  sagen: 
wenn  g  eine  primitive  Wurzel  von  p  ist ,  und  c  irgend  eine  durch 
p  nicht  theilbare  Zahl,  so  existirt  stets  eine  Zahl  y  in  der  Eeihe 
0,  1,2...^  —  2  und  nur  eine  von  der  Beschaffenheit,  dass 

c  ^  g^  (mod.  p) 
ist.  Wenn  man  in  dieser  Weise  alle  incongruenten  und  —  was 
im  Folgenden  immer  hinzuzudenken  ist  —  durch  p  nicht  theilbaren 
Zahlen  als  Potenzen  einer  Basis  g  darstellt,  so  heissen  die  Expo- 
nenten y  die  Indices  der  zugehörigen  Zahlen  c  in  Bezug  auf  die 
Basis  g^  und  man  schreibt  z.  B. 

Ind.  c  ==  y, 
indem  man  die  Basis  ^,  so  lange  sie  unverändert  bleibt,  in  der  Be- 
zeichnung unterdrückt. 

Nehmen  wir  z.  B.  ^  =  13,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
2  eine  primitive  Wurzel  ist;  denn  durch  Potenziren  erhält  man 
20  =1,     21  =  2,     22  =  4,     2^  =  8,     2*  =  3,     2^  =  6, 
26  =  12,  2^  =  11,  28  =  9,     29  =  5,     2^^=  10,  2ii=  7. 
Nehmen  wir  daher  2  zur  Basis  eines  Systems  von  Indices,  so  er- 
halten wir  folgende  Tabellen 

c  I   1   I  2  I  3  I  4  I  5  I  6  I     7  I  8  I  9  I  10  I  11   I  12  I 

Ind.  c  I  0  I   1  I  4  I  2  I  9  |'5  I  11  I  3  I  8  I  10  I     7  |     6  | 
und 

Ind.  c  I  0  I  1  I  2  |3|4|5|  6|  7|8|9|1Q|11 


.   c  I  1  I  2  I  4  I  8  I  3  I  6  I  12  I  11  I  9  I  5  I  10  I  ^ 

deren  erstere  dazu  dient,  zu  einer  Zahl  c  den  Index  zu  finden, 
während  die  zweite  den  entgegengesetzten  Zweck  hat**). 

Offenbar  hat  dieses  ganze  Verfahren  die  grösste  Analogie  mit 


*)  Euler:    Demonstrationes  circa  residua   ex  divisione  potestatum  per 
numeros  primos  resuUantia,  Nov.  Comm.  Petrop.  XVIII,  p.  85. 

**)  Im  Canon  Arithmeticus  von  Jacobi  (1839)  findet  man  solche  Tabellen 
für  alle  dem  ersten  Tausend  angehörenden  Primzahlen. 

5* 
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der  Construction  von  Logaritlimentafeln ,  die  ja  auf  dem  ähnlichen- 
Gedanken  beruhen ,  alle  positiven  Zahlen  als  Potenzen  einer  ein- 
zigen Basis  darzustellen;  und  es  zeigt  sich  nun  auch,  dass  in  der 
Zahlentheorie  die  Indices  ähnliche  Gesetze  befolgen  und  für  prak- 
tische Zwecke  ebenso  brauchbar  sind,  wie  die  Logarithmen.  Zu- 
nächst leuchtet  ein,  dass  zwei  congruente  Zahlen  auch  stets  den- 
selben Index  haben,  in  Zeichen:  wenn  a^h  (mod.  j?),  so  ist  auch 
Ind.  a  =  Ind.  h.  Ist  ferner  c  ^  ab  (mod.  p) ,  so  ist  Ind.  c  ^ 
Ind.  a  -f-  Ind.  b  (mod.  p  —  1),  oder  kürzer,  es  ist  stets 

Ind.  (ab)  ^  Ind.  a  -}-  Ind.  b  (mod.  p  —  1), 
Denn  es  ist  ja 

a  ^  ^^"«i-«  (mod.  jp) ;    b  ^  g^^-^  (mod.  p), 
also 

ab  ^  ^ind.a+ind.5  (mod.p); 
nun  ist  aber  auch 

ab  ^  ^ind.(a5)  (mod.jt)), 
folglich 

plnd.(a6)  ^  ^Ind.a+Ind.6  (mod.  J)). 

Da  nun  g  eine  primitive  Wurzel  von  p ,  also  eine  zum  Exponenten 
8  =  (p  —  l)  gehörende  Zahl  ist,  so  folgt  aus  §.  28  die  Richtigkeit 
der  zu  beweisenden  Congruenz  nach  dem  Modul  p  —  1.  Nehmen 
wir  unser  obiges  Beispiel,  in  welchem  jj  =  13,  so  ist  z.  B. 

Ind.  (7)  ==  11,    Ind.  (9)  =  8, 
folglich 

Ind.  (63)  =  19  (mod.  12) 
oder 

Ind.  (63)  ==  7. 
In  der  That  ist  aber  63  =  11  (mod.  13),  und  Ind.  (11)  =  7.  Man 
sieht  aus  diesem  Beispiel,  wie  eine  solche  Doppeltafel  der  Indices 
dazu  benutzt  werden  kann,  mit  Leichtigkeit  die  Classe  (11)  zu 
finden,  welcher  das  Product  (63)  aus  zwei  Zahlen  (7  und  9)  an- 
gehört. 

Natürlich  lässt  sich  der  vorstehende  Satz  auf  ein  Product  aus 
beliebig  vielen  Factoren  in  folgender  Weise  ausdehnen : 

Ind.  (abc  .  .  .)  ^  Ind.  a  +  Ind.  b  -{-  Ind.  c  +  *  *  '  (mod.  j? —  1). 

Nimmt  man  hierin  alle  Factoren  einander  congruent,  so  erhält 
jnan: 
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Ind.  (a")  ^  n  Ind.  a  (mod.  p —  1), 
wo  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  Hesse  sich  hieraus  auch  leicht  nachweisen,  dass  der  Ueber- 
gang  von  einem  System  von  Indices  zu  einem  andern,  dessen  Basis 
eine  andere  der  cp{p  —  1)  primitiven  Wurzeln  ist,  ganz  ähnlichen 
Gesetzen  unterliegt,  wie  der  Uebergang  von  einem  Logarithmen- 
sjstem  zu  einem  andern;  wir  beschränken  uns  indessen  auf  fol- 
gende einfache  Bemerkungen.  Wie  auch  die  Basis  g  gewählt  sein 
mag,  der  Index  von  1  ist  stets  =  0;  denn  es  ist  immer  g^  z=z  \. 
Ferner  ist  (den  Fall  ^  ==  2  ausgenommen)  der  Index  von  —  1  stets 
=  \{p—l)\  denn  da  nach  §.  19 

gp-i  _  1  ==.  (^V  _  1)  (^V  +  1)  ^  0  (mod.i>) 

ist,  so  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
p — 1  p — 1 

g~-l,    g~^l 
durch  p  theilbar  sein ;  die  erstere  ist  es  aber  nicht,  denn  sonst  wäre 

g  ^    =1  (mod.j)), 
was  mit  der  Voraussetzung  im  Widerspruch  ist,  dass  g  zum  Ex- 
ponenten p  —  1  gehört;  es  ist  daher  stets 

g  ^    ^  —  1  (mod.jp) 
und  folglich 

i„d.(-i)=^. 

Es  verdient  endlich  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die 
Indices,  statt  aus  den  Zahlen  0,  1,  2  ...  (^  —  2),  ebenso  gut  aus 
jedem  andern  vollständigen  System  incongruenter  Zahlen  in  Be- 
zug auf  den  Modul  p  —  1  wählen  kann ;  die  so  eben  bewiesenen 
Fundamentalsätze  erleiden  dadurch  nicht  die  geringste  Aenderung. 

Man  kann  nun  die  Indices  benutzen,  um  eine  Congruenz  ersten 
Grades 

ax  ^h  (mod.j)), 
die  hier  die  Stelle  eines  Divisionsproblems  vertritt,  mit  Leichtigkeit 
aufzulösen;  denn  es  muss  offenbar 

Ind.  X  ^  Ind.  h  —  Ind.  a  (mod.  p—l) 
sein.    Ist  also  z.  B.  die  Congruenz 

5.r  ^  6  (mod.  13) 
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zu  lösen,  so  wird  man,  indem  man  wieder  die  primitive  Wurzel  2 
zur  Basis  des  Indexsystems  wälilt, 

Ind.  X  =  Ind.  6  — Ind.  5  =5  —  9  =  8  (mod.  12) 

und  folglich 

rr  =  9  (mod.  13) 
finden. 

Diese  Methode,  Congruenzen  ersten  Grades  aufzulösen,  scheint 
auf  den  ersten  Blick  nur  dann  anwendbar ,  wenn  der  Modul  eine 
Primzahl  ist;  allein  man  kann  leicht  zeigen,  dass  jede  beliebige 
Congruenz  ersten  Grades 

ax  ^h  (mod.  /j), 
deren  Modul  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  auf  eine  Kette  von 
Congruenzen  reducirt  werden  kann,  deren  Moduln  Primzahlen 
sind.  Wir  können  uns  hierbei  auf  d.en  Fall  beschränken,  in  wel- 
chem a  relative  Primzahl  gegen  1%,  ist.  Man  löse  nun  zuerst  die 
Congruenz 

ax  ^h  (mod.  ^), 
wo  ^  irgend  eine  in  Ic  ^=  ph'  aufgehende  Primzahl  ist,   nach  der 
neuen  Methode,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

X  ^  a  (mod.  p)    oder    x  =  a  -\-px\ 
wo  a?' eine  beliebige  ganze  Zahl  ist;  substituirt  man  diesen  Ausdruck 
in  die  gegebene  Congruenz,  so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an: 

pax'  ^  b  —  acc  (mod.  Je). 
Da  nun  b  —  aa  durch  p  theilbar,   also  von  der  Form  b'p  ist,  so 
stimmen  sämmtliche  Wurzeln  der  vorstehenden  Congruenz  mit  den 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 

ax'  ^:  b'  (mod.  h') 
überein.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun  fortfahren,  indem  man 
diese  Congruenz  zunächst  nur  in  Bezug  auf  eine  in  h'  aufgehende 
Primzahl  ^j'  löst,  u.  s.  f.;  man  braucht  dann  zuletzt  nur  noch  von 
der  Wurzel  der  letzten  dieser  Congruenzen  durch  successive  Sub- 
stitution zu  der  der  ursprünglichen  überzugehen. 


§.31. 

Wir  benutzen  nun  noch  die  Theorie  der  Indices,  um  auf  sie 
die    Theorie    der   binomischen    Congruenzen  für   einen   Primzahl- 
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modulus  p  zu  stützen ;  nach  einer  frühern  Bemerkung  kann  man 
einer  jeden  solchen  binomischen  Congruenz  die  Form 

x""  ^  D  (mod.  p)  (1) 

geben,  in  welcher  der  Coefficient  der  Potenz  der  Unbekannten 
=  1  ist;  da  ferner  der  Fall,  in  welchem  D  ^  0  (mod.p)  und  folg- 
lich auch  X  ^  0  (mod. jö),  ohne  Interesse  ist,  so  schliessen  wir  den- 
selben aus. 

Bezeichnen  wir  nun  zur  Abkürzung  die  Indices  von  D  und  x 
resp.  mit  y  und  |  (wenn  irgend  eine  primitive  Wurzel  g  von  p  zur 
Basis  genommen  ist),  so  reducirt  sich  die  Auflösung  der  Congruenz 
(1)  auf  die  Bestimmung  aller  Wurzeln  |  der  Congruenz  ersten 
Grades 

w|  =  7  (mod.  jt?  — 1);  (2) 

denn  offenbar  entspricht  jeder  Wurzel  der  einen  dieser  beiden 
Congruenzen  (1)  und  (2)  auch  stets  eine  und  nur  eine  Wurzel  der 
andern. 

Es  sei  jetzt  8  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen 
p  —  1  und  t^,  so  ist  (§.  22)  die  Congruenz  (2)  nur  dann  möglich, 
wenn  div.  Bedingung 

y  =  0  (mod.  8)  (3) 

erfüllt  ist,  und  dann  hat  sie  8  nach  dem  Modul  p  —  1  incongruente 
Wurzeln  ^.     Wir  schliessen  hieraus  unmittelbar  den  Satz: 

Ist  8  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Grades  n  der 
Congruenz  (1)  und  der  Zahl  p  —  1 ,  so  ist  diese  Congruenz  nur 
dann  möglich,  wenn  die  Bedingung 

Ind.  D  =  0  (mod.  8)  (4) 

erfüllt  ist,  und  dann  besitzt  sie  8  nach  dem  Modul  p  incongruente 
Wurzeln  x. 

Liegt  z.  B.  die  Congruenz 

ä;8  ^  3  (mod.  13) 
vor,  so  ist  (5  =  4;  nehmen  wir  ferner  die  primitive  Wurzel  2  als 
Basis  für  die  Indices,  so  ist  Ind.  3  =  4,  also  ist  die  Bedingung  (4) 
erfüllt,  und  die  vorgelegte  Congruenz  hat  4  nach  dem  Modul  13 
incongruente  Wurzeln;  um  diese  zu  finden,  bilden  wir  die  Con- 
gruenz ersten  Grades 

8|~4(mod.  12)     oder    2  |  =  1  (mod.  3), 

und  erhalten  hieraus 

1^2  (mod.  3) 
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oder 

1^2,    oder  5,    oder  8,    oder  11  (mod.  12), 

folglich,  indem  wir  zu  diesen  Indices  ^  die  zugehörigen  Zahlen 
suchen, 

rr  ^  4,  oder  6,  oder  9,  oder  7  (mod.  13). 
Da  die  Möglichkeit  der  binomischen  Congruenz  von  der  Wahl 
der  primitiven  Wurzel  ^,  auf  welche  sich  die  Indices  y  und  |  be- 
ziehen, nothwendig  unabhängig  sein  muss,  so  wird  das  Kriterium, 
dass  der  Index  y  einer  Zahl  D  durch  einen  Divisor  ö  der  Zahl 
p  —  1  theilbar  sein  muss,  in  eine  von  der  Theorie  der  Indices  un- 
abhängige Form  gebracht  werden  können.  Dies  bestätigt  sich  auf 
folgende  Weise.  Sobald  in  Bezug  auf  irgend  eine  Basis  g  der  Index 
y  der  Zahl  D  durch  den  Divisor  d  von  p  —  1  theilbar,  also  von  der 
Form  Jid  ist,  so  haben  wir  die  Congruenz 

D  ^  g^^  (mod.  p) 
und  hieraus  durch  Potenzirung 

2)  d'  =  gh(p-i)  =  i  (niod.  jo); 

und  umgekehrt,  sobald  die  Zahl  D  dieser  Bedingung 
p-i 
D  ^'    ^  1  (mod.  p) 

genügt,  muss  der  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Basis  g  genommene 
Index  y  der  Zahl  D  durch  d  theilbar  sein;  denn  es  sei 

J)  ^  g^  (mod.  p)^ 

so  folgt  hieraus        \ 

p— 1 

^    ^  ^\  (mod.  p\ 

und  da  g  eine  primitive  Wurzel ,  d.  h.  eine  zum  Exponenten  p  —  1 
gehörende  Zahl  ist,  so  muss  der  Exponent  durch  p  —  1 ,  und  folg- 
lich der  Index  y  durch  d  theilbar  sein. 

Nachdem  das  ursprüngliche  Kriterium  so  umgeformt  ist,  kön- 
nen wir  unsern  Satz  in  folgender  Weise  unabhängig  von  der 
Theorie  der  Indices  aussprechen: 

Ist  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  n  und 
p — 1,  so  hat  die  Congruenz 

rr"  ^  D  (mod.  p%  (1) 

genau  d  incongruente  Wurgieln^  oder  gar  Jceine^  je  nachdem  die  Zahl 
D  der  Bedingung 
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D  ^  =  1  (mod.  p)  (5) 

genügt  oder  nicht  genügt. 

Den  speciellen  Fall,  in  welchem  d  =  w  und  D  =  1  ist,  haben 
wir  schon  früher  (§.  27)  auf  anderm  Wege  bewiesen;  es  würde 
nicht  schwer  sein,  aus  den  dort  angewandten  Principien  auch  den 
allgemeinen  Satz  abzuleiten,  ohne  die  Theorie  der  Indices  zu  Hülfe 
zu  rufen;  doch  überlassen  wir  der  Kürze  halber  diese  Untersuchung 
dem  Leser. 

Wir  können  nun  auch  noch  die  Frage  aufstellen:  wenn  der 
Grad  n  der  Congruenz  (1)  gegeben  ist,  wie  viele  incongruente 
Zahlen  D  existiren,  für  welche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist? 
Hierauf  liefert  der  Satz  selbst  sogleich  die  Antwort,  denn  diese 
Zahlen  D  sind  ja  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  binomischen  Con- 
gruenz 

x^  ^  1  (mod.  p) ; 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Exponenten  (p  —  1)  :  ^ 
und  der  Zahl  p  —  1  ist  in  diesem  Falle  der  Exponent  (p — 1):^ 
selbst,  und  da  das  Kriterium  für  die  Möglichkeit  offenbar  erfüllt 
ist,  so  ist  also  die  Anzahl  aller  incongruenten  Zahlen  D,  für  welche 
die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  genau  =  (p — l):d.  Man  nennt 
solche  Zahlen  D,  welche  einer  nten  Potenz  einer  Zahl  congruent 
sind,  kurz  ^te  Potenzreste,  und  wir  können  daher  sagen: 

JDie  Anzahl  aller  nten  Fotensreste  ist  =  (p  —  1)  :  d^  wo  d  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  Zahlen  n  und  p  —  1  be- 
zeichnet. 

Man  findet  dieselben  offenbar,  wenn  man  alle  incongruenten 
Zahlen  zur  nten  Potenz  erhebt  und  deren  Reste  bildet.  Wenn 
^  =  2,  3,  4  ist,  so  nennt  man  diese  Zahlen  resp.  quadratische,  cu- 
bische,  biquadratische  Beste.  Mit  der  Theorie  der  erstem,  welche 
für  sich  allein  schon  eine  grosse  Ausdehnung  besitzt,  werden  wir 
uns  nun  im  Folgenden  ausführlich  beschäftigen. 


Dritter  Abschnitt. 

Von  den  quadratischen  Resten. 

§.  32. 

Wir  behandeln   im  Folgenden   ausführlich   die    Theorie   der 
Congruenzen  von  der  Form 

^2  =  D  (mod.  ^),  (1) 

in  welcher  wir  stets  B  als  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  Ic 
voraussetzen.  Es  würde  sich  leicht  zeigen  lassen,  dass  jede  be- 
liebige Congruenz  zweiten  Grades  auf  diesen  Fall  zurückgeführt 
werden  kann;  doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aufhalten.  So  oft 
nun  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  so  oft  sie  Wurzeln  hat, 
heisst  die  Zahl  D  quadratischer  Best  der  Zahl  h;  im  entgegen- 
gesetzten Fall  heisst  JD  quadratischer  Nichtrest  der  Zahl  h.  Man 
lässt  auch  häufig,  wenn  kein  Missverständniss  zu  befürchten  ist, 
das  Beiwort  ^^  quadratisch^^  fort  und  nennt  kurz  die  Zahl  D  Best 
oder  Nichtrest  von  7o,  je  nachdem  die  Congruenz  (1)  möglich  ist 
oder  nicht.  Unmittelbar  leuchtet  hieraus  ein,  dass  zwei  nach  dem 
Modul  h  congruente  Zahlen  entweder  beide  Reste  von  Je,  oder  beide 
Nichtreste  von  Je  sind;  d.  h.  alle  in  einer  und  derselben  Classe  ent- 
haltenen Zahlen  haben  denselben  Charakter;  je  nachdem  eine  von 
ihnen  Rest  oder  Nichtrest  des  Modul  Je  ist,  sind  sie  alle  Reste  oder 
alle  Nichtreste  von  Je. 
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Die  Theorie  der  quadratischen  Reste  zerfällt  nun  in  zwei 
Haupttheile ;  man  kann  nämlich  einmal  die  Frage  aufwerfen : 

Wenn  der  Modul  h  gegeben  ist^  welches  sind  dann  die  sämmt- 
lichen  incongruenten  quadratischen  Beste  von  Je?  und  wie  viele 
Wurzeln  hat  die  einer  jeden  dieser  Zahlen  entsprechende  Congruen^? 

Bei  weitem  schwieriger  ist  aber  die  Beantwortung  der  folgen- 
den zweiten  Hauptfrage: 

Wenn  die  Zahl  D  gegeben  ist,  welches  sind  dann  die  Modtdn 
Je,  fiir  welche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  welches  sind  die 
Zahlen  h,  von  denen  die  gegebene  Zahl  D  quadratischer  Best  ist? 


§.33. 


Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  ersten  Frage  und  be- 
ginnen die  Untersuchung  mit  dem  einfachsten  Falle,  mit  dem  näm- 
lich, wo  der  Modul  eine  ungerade  Primzahl  p  ist  (der  Yall  p==2 
erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Bemerkung,  dass  jede  ungerade 
Zahl  ^1^,  also  quadratischer  Best  von  2  ist).  Hier  erhalten  wir 
die  vollständige  Arftwort  sogleich  durch  die  vorhergehende  Theorie 
der  binomischen  Congruenzen  (§.  31).  In  unserm  Falle  ist  nämlich 
n  =  2  der  Grad  der  binomischen  Congruenz,  und  da  ^  —  1  gerade 
ist,  so  ist  ö  =:  2  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  n  und 
p  —  1 ;  die  Congruenz 

x^  ^  I)  (mod.  p) 
ist  daher  stets  und  nur  dann  möglich,  wenn 

D  2    =  1  (mod.  p), 
und  zwar  hat  sie  jedesmal  zwei  incongruente  Wurzeln;  es  giebt 
l(p — 1)  quadratische  Beste,  und  folglich,  da  die  Anzahl  aller  in- 
congruenten und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen  gleich  p  —  1  ist, 
auch  l(p  —  1)  Nichtreste  von  p.    Da  ferner  nach  dem  Fermat'- 

schen  Satze 

p— 1  ^—1 

i?p-i  —  1  =  (D  2   _  1)  (_Z)  2    _^  1)  =  0  (mod.  p) 

ist,  so  folgt,  dass 

JD  ^    =—1  (mod.  p) 
sein  muss,  so  oft  D  ein  Nichtrest  von  p  ist.     Je  nachdem  also 
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p-i 
D  2  ^  +  1  oder  ^  —  1  ist,  ist  D  ein  Eest  oder  Nichtrest  von  ^. 
Nennt  man  die  Eigenschaft  einer  Zahl  Z),  Eest  oder  Nichtrest  von 
jß  zu  sein,  ihren  Charakter^  so  ist  derselbe  also  durch  dieses  Kri- 
terium vollständig  bestimmt*). 

Es  lässt  sich  indessen  auch  ganz  elementar  beweisen,  dass 
die  Anzahl  sowohl  der  Reste  als  auch  der  Nichtreste  =  \{]^  —  1) 
ist.     Quadrirt  man  nämlich  die  \{p  —  1)  Zahlen 

1     2     3  ^'~~^ 

•*^^    -^j    ^?  •  •  •       2      ' 

so  sind  die  Quadrate  sämmtlich  incongruent;  denn  sind  r  und  s 
zwei  verschiedene  dieser  Zahlen,  so  ist  die  Differenz  ihrer  Quadrate 

r^  —  s2  =  (r  -\-  s)  (r  —  s) 
nicht  theilbar  durch  p,  da  die  Factoren  r  -\-  s  und  r  —  s  kleiner  als 
p  sind.     Diese  l(p  —  1)   Quadrate  geben    also  wirklich  l(p  —  1) 
incongruente  quadratische  Reste ;  dagegen  liefern  die  Quadrate  der 
folgenden  Zahlen 

dieselben  Reste  wieder;  denn  es  ist  allgemein 

(p  — ry  ==  p^  —  2rp-\-r-  ^  r^  (mod.  p). 
Also  ist  l(p —  1)  die  Anzahl  aller  quadratischen  Reste,  und  folg- 
lich auch  die  der  quadratischen  Nichtreste. 

Da  ein  Product  aus  mehreren  Factoren,  die  nicht  durch  p 
theilbar  sind,  dieselbe  Eigenschaft  hat,  so  kann  man  nach  dem 
Charakter  des  Productes  fragen,  wenn  die  Charaktere  der  Factoren 
gegeben  sind.  Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  zwei  Factoren, 
so  sind  folgende  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Das  Product  aus  zwei  Resten  ist  wieder  ein  Rest;  denn 
sind  a  und  a'  Reste,  so  giebt  es  Zahlen  x ,  x'  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  a  ^  x^  (mod.  p),  a'  ^  x''^  (mod.  p)\  hieraus  folgt  aber 
aa'  ^  (xx'y  (mod.  j)),  d.  h.  aa'  ist  Rest  von  p. 

'   IL    Das  Product  aus  einem  Rest  und  einem  Nichtrest  ist  ein 
Nichtrest.    Denn  wenn  wir  ein  vollständiges  System  incongruenter 


*)  Dies  Kriterium  rührt  wesentlich  von  Euler  her;  man  vergl.  z.  B.  die 
Abhandlung  Theoremata  circa  residua  ex  divisione  potestafum  rclicta,  Nov. 
Comm.  Petrop.  VII,  p.  49;  aber  es  ist  mir  nicht  geglückt,  in  seinen  zahl- 
reichen Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  eine  Stelle  aufzufinden,  wo  dasselbe 
in  voller  Schärfe  ausgesprochen  wäre. 
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und  durch  p  nicht  theilbarer  Zahlen  bilden,  so  verfällt  dasselbe  in 
zwei  Gruppen,  deren  eine  l(p — 1)  Reste  —  wir  wollen  sie  all- 
gemein mit  «  bezeichnen  —  und  deren  zweite  l(p  —  1)  Nichtreste 
ß  enthält.  Multiplicirt  man  nun  alle  diese  Zahlen  a  und  ß  mit 
einem  Reste  a,  so  bilden  die  Producte  acc  und  aß  wieder  ein  voll- 
stcändiges  System  incongruenter  (durch  p  nicht  theilbarer)  Zahlen, 
welches  also  wieder  l(p  —  1)  Reste  und  l(p —  1)  Nichtreste  ent- 
hält. In  der  That  sind  nun  (nach  I.)  die  Producte  aa  sämmtlich 
wieder  Reste;  es  müssen  daher  die  anderen  \(p  —  1)  Producte  aß 
sämmtlich  Nichtreste  sein;  also  ist  das  Product  aus  jedem  Rest  a 
und  jedem  Nichtrest  ß  ein  Nichtrest. 

III.  Das  Product  aus  zwei  Nichtresten  ist  ein  Rest.  Denn 
bildet  man  wieder  das  System  der  Reste  cc  und  Nichtreste  /3,  und 
multiplicirt  dieselben  mit  einem  Nichtreste  &,  so  sind  die  Producte 
ha  (nach  IL)  sämmtlich  Nichtreste;  folglich  müssen  die  übrigen 
l(p  —  1)  Producte  hß  sämmtlich  Reste  sein. 

Man  kann  diese  wichtigen  Sätze  offenbar  in  den  folgenden 
einen  zusammenfassen: 

Ein  Product  aus  beliebig  vielen  durch  die  Primzahl  p  nicht 
tlieilbaren  Zahlen  ist  Best  oder  Nichtrest  von  p^  je  nachdem  die  An- 
zahl der  Nichtreste,  welche  sich  unter  den  Factoren  finden ,  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  oben  auf- 
gestellten Kriterium  für  den  Charakter  einer  Zahl;  denn  da 
p — 1  p — i    p— 1    p — 1 

(abc  .  .  .)~2~  =  a~2~  b~~^  c~^  .  .  . 

ist,  so  wird 

£-1 

(abc  .  •  •)  ^    ^  -|-  1     oder    ^  —  1  (mod.  p) 

p—i     p—i     p—i 
sein,  je   nachdem  die   Anzahl  der   Factoren  a^,  ö^,  e  ^  .  .  .^ 
welche  ^  —  1  sind,  eine  gerade  oder  ungerade  ist. 

Man  kann  diesen  Satz  in  Form  einer  Gleichung  ausdrücken, 
wenn  man  sich  eines  von  Legendre"^)  in  die  Zahlentheorie  einge- 
führten Zeichens  bedient,  welches  in  allen  folgenden  Untersuchungen 
eine  grosse  Rolle  spielt.  Legendre  bezeichnet  nämlich  durch  das 
Symbol 

(f) 

*)  Theorie  des  Nombres,  S^^  ed.    Tom.  T.  p.  197. 
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die  positive  oder  negative  Einheit,  je  naclidem  die  durch  die  Prim- 
zahl p  nicht  theilbare  Zahl  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
von  p  ist;  es  ist  daher  stets 

Den  Satz  über  den  Charakter  eines  Productes  kann  man  dann 
offenbar  durch  die  folgende  Gleichung  ausdrücken: 

/mnl...\  /m\  /n\  /  l  \ 

\     i>     /  "~  \pj  \pj  \p/ 
Es  leuchtet  ferner  ein,  dass,  sobald  m  ^  n  (mod.  jp),  auch 


sein  wird. 


©-(f) 


§•  34. 


Es  ist  nun  interessant  zu  sehen,  dass  die  soeben  gewonnenen 
Sätze,  welche  zum  Theil  als  Resultate  einer  ausgedehnten  Theorie, 
wie  der  der  binomischen  Congruenzen,  erscheinen,  sich  aus  den  ersten 
Principien  auf  einem  ganz  elementaren  Wege  ableiten  lassen,  der 
zugleich  einen  neuen  Beweis  des  Wilson'schen  und  Fermat'schen 
Satzes  liefern  wird. 

Es  sei  D  irgend  eine  durch  die  (ungerade)  Primzahl  p  nicht 
theilbare  Zahl,  und  r  irgend  eine  der  Zahlen 

1,  2,  3  ...(^—1);  (1) 

dann  existirt  in  derselben  Reihe  stets  eine  und  nur  eine  Zahl  s 
von  der  Beschaffenheit,  dass 

rs  ^  D  (mod.  p) 
ist;  denn  diese  Zahl  s  ist  ja  die  Wurzel  der  Congruenz  ersten 
Grades  rx  iue  D  (mod.  p);  je  zwei  solche  Zahlen  r  und  s  der  Reihe 
(1),  deren  Product  ^  i)  ist,  wollen  wir  zusammengehörige  Zahlen 
nennen;  offenbar  ist  durch  eine  dieser  beiden  Zahlen  die  andere 
ebenfalls  bestimmt.  Identisch  können  diese  beiden  Zahlen  nur  dann 
werden,  wenn  die  Congruenz 

x'-  =  I)  (mod.  p)  (2) 

möglich  ist.     Danach   theilen  wir   unsere  Untersuchung   in  zwei 
Fälle  ein. 
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Erstens:  Die  Congruenz  (2)  ist  unmöglich.  —  Dann  sind  also 
je  zwei  zusammengehörige  Zahlen  von  einander  verschieden,  und 
da  zwei  solche  Paare  stets  identisch  sind,  sobald  sie  nur  eine  ge- 
meinschaftliche Zahl  haben,  so  zerfallen  die  sämmtlichen  p  —  1 
Zahlen  (1)  in  l(p — 1)  solche  Paare  zusammengehöriger  Zahlen, 
und  folglich  ist  ihr  Product 

l  .2  .3  .  ,  .  (p  —  l)  =  D  ^   (mod.  p).  (3) 

Zweitens:  Die  Congruenz  (2)  ist  möglich.  —  Dann  existirt  also 
auch  in  der  Reihe  (1)  mindestens  eine  Zahl  q  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  q"^  ^  I)\  sehen  wir  zu,  ob  ausser  q  in  der  Reihe  (1) 
noch  eine  solche  Zahl  6  existirt;  dann  muss  6-  ^  92^  folglich 
((9  —  q)  (ö  -f-  q)  durch  p  th eilbar  sein ;  da  wir  0  verschieden  von  q 
voraussetzen ,  so  ist  ö  —  q  nicht  theilbar  durch  p ,  folglich  muss 
(3  -\~  Q  theilbar  durch  p ,  also  ö  =  _p  —  q  sein ;  und  in  der  That  ist 
wirklich  {p  —  qY  ^  D.  Trennen  wir  nun  diese  beiden  (wirklich 
ungleichen)  Zahlen  q  und  6  =  p  —  ^ ,  deren  Product  qö  ^  —  92 
^  —  D  ist,  von  den  übrigen  der  Reihe  (1),  so  zerfallen  die  letztern 
in  l(p  —  3)  Paare  zusammengehöriger  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  jedes  Paar  aus  zwei  verschiedenen  Zahlen  besteht.  Dem- 
nach ist  in  diesem  Fall  das  Product  aller  Zahlen  der  Reihe  (1): 

p-i 
1  .  2  .  3  .  .  .  (jp  —  1)  =  — D  2    (niod.  p).  (4) 

Nun  giebt  es  aber  einen  Fall,  in  welchem  die  Congruenz  (2) 
stets  möglich  ist,  nämlich  den,  in  welchem  D  =  1  =  1^;  wir  er- 
halten daher  zunächst  aus  (4)  den  Satz  von  Wilson: 

1  .  2  .  3  .  .  .  Q)  —  1)  =  ~  1  (mod.  p),  (5) 

und  substituiren  wir  dies  in  die  Congruenzen  (3)  und  (4) ,  so  er- 
halten wir  das  Resultat,  dass 

D  2  =  -f  1     oder    =  —1  (mod.  p) 

ist,  je  nachdem  die  Congruenz  (2)  möglich  oder  nicht  möglich  ist. 
Da  endlich  ein  dritter  Fall  nicht  existiren  kann,  so  erhalten  wir 
allgemein 

p-i 
Dp-1  =  (p  2  )2  ^  (j-  1)2  =  ^  1  (mod.  p), 

also  den  Satz  von  Fermat. 

Durch  diese  einfache  Betrachtung  sind  wir  also  sogleich  bis 
zu  denselben  Sätzen  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  ge- 


^^ 
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langt,  welche  vorher  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  binomischen 
Congruenzen  abgeleitet  waren. 


§.  35. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Untersuchung  des  Falls,  in  wel- 
chem der  Modul  Iz  der  quadratischen  Congruenz 

x'^  =  B  (mod.  h) 
die  Potenz  einer  Primzahl  p  ist;   dabei  müssen  wir  den  Fall,  in 
welchem  ^  =  2,  gesondert  von  den  übrigen  behandeln,  in  welchen 
p  eine  ungerade  Primzahl  ist*). 

Ist  zunächst  j)  eine  ungerade  Primzahl,  und  Je  =  p'^  ^  wo  tc 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  nehmen  wir  an,  die 
Congruenz 

x^  ^  B  (mod.  p^)  (1) 

sei  möglich,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  im  Ganzen  ^wei 
incongruente  Wurzeln  hat;  denn  ist  «  eine  bestimmte,  und  x  irgend 
eine  Wurzel,  so  muss 

^2  —  a"^  =  (x  —  «)  (x-]-  cc)  ^  0  (mod.  p'^) 
sein;  von  den  beiden  Factoren  x —  «  und  x-{-  a  ist  aber  nur  einer 
durch  p  theilbar;  denn  wären  beide  durch  p  theilbar,  so  wäre  auch 
ihre  Differenz  2  c^,  und  folglich  auch  a  durch  p  theilbar,  was  nicht 
der  Fall  ist,  da  wir  J)  ^  a^  als  nicht  theilbar  durch  p  vorausge- 
setzt haben.  Da  also  einer  der  beiden  Factoren  relative  Primzahl 
gegen  p^  ist,  so  muss  der  andere  für  sich  allein  durch  p'^  theilbar 
sein.     Es  ist  daher  entweder 

X  ^  cc  (mod.  jp^),     oder    x  ^  — cc  (mod.  p'^); 
also  hat  die  Congruenz  (1)  entweder  gar  keine  Wurzel,  oder  sie 
hat  zwei  incongruente  Wurzeln  a  und  — a. 

Es  ist  nun  noch  zu  entscheiden,  wann  das  Eine,  wann  das  An- 
dere Statt  finden  wird.  Da  nun  jede  Wurzel  a  der  Congruenz  (1) 
auch  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x''  =  D  (mod.  p)  (2) 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Congruenz  (1)  nur  dann  möglich  ist, 
wenn  B  quadratischer  Rest  von  p  ist ;  es  fragt  sich  daher  nur ,  ob 


*)  Die  nachfolgenden  Resultate  lassen  sich  auch  aus   dem  in  §.  145  be- 
wiesenen Satze  ableiten. 
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auch  umgekehrt,  wenn  B  quadratischer  Rest  von  p  ist,  hieraus  die 
Möglichkeit  der  Congruenz  (1)  folgt.  Um  dies  zu  zeigen,  brauchen 
wir  nur  nachzuweisen,  dass,  sobald  die  Congruenz  (2)  eine  Wurzel 
a  besitzt  (also  D  quadratischer  Rest  von  p  ist) ,  hieraus  sich  eine 
Wurzel  der  Congruenz  (1)  ableiten  lässt,  welche  ^  a  (mod.  jp)  ist; 
und  da  Aehnliches  von  jeder  Congruenz  x^  ^  D  (mod.  h)  gilt,  wo 
D  stets  dieselbe  Zahl,  k  aber  irgend  eine  Potenz  dea^  Primzahl  p 
ist,  so  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dass  aus  einer  Wurzel  a  der 
Congruenz  (1)  sich  eine  Wurzel  der  Congruenz 

X''  =  JD  (mod.  jp^+^)  (3) 

ableiten  lässt,  welche  ^  w  (mod.  p^)  ist.     Es  sei  daher 
«2^1)  (mod.  p^)     oder     «^  —  D  —  hp^, 

so  setzen  wir 

X  =  cc  -\-  p^y^ 
woraus 

x^  —  D  =  hp'^  -\-2apT^y  ■{-p'^-^if  ^  p^Qi-^2ay)  (mod.  p^+^) 

folgt;  damit  nun  x^  ^  D  (mod.  p'^+^)  werde,  braucht  y  nur  so  be- 
stimmt zu  werden,  dass 

2ay  ^  — h  (mod.  p) 
werde;  da  nun  Z),  folglich  auch  a  und  also,  da  ^  ungerade  ist, 
auch  2  04  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist,  so  lässt  sich  y  stets 
so  wählen,  dass  es  dieser  Congruenz  ersten  Grades  genügt  Wir 
sehen  also,  dass  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz  (l)  auch  stets 
die  Möglichkeit  der  Congruenz  (3)  folgt ;  durch  dieselbe  wiederholt 
angewendete  Schlussweise  ergiebt  sich  also  auch,  dass  aus  der 
MögUchkeit  der  Congruenz  (2)  stets  die  der  Congruenz  (1)  folgt, 
und  wir  haben  auch  eine  Methode  gefunden,  um  aus  einer  Wurzel 
der  Congruenz  x"^  ^  D  für  den  Modul  p  successive  eine  Wurzel 
derselben  Congruenz  für  die  Moduln  p^^  p^  .  .  .  p^  zu  gewinnen. 
Wir  haben  mithin  folgendes  Resultat: 

Ist  p  eine  ungerade  Prim^ahl^  und  D  eine  durch  p  nicht  theil- 
bare Zahl,  so  ist  für  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x'^  ^  JD  (mod.  p^) 
erforderlich  und  hinreichend,  dass 


(f) 


1, 


d.  h.  dass  D  quadratischer  Best  von  p  sei ;  sobald  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  besitzt  die  vorgelegte  Congruenz  zivei  incongruente  Wur- 

Dirichlet,    Zalilentheoria.  Ct 
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0ehi  a  und  — «,  ivelche  gefunden  werden  IcÖnnen^  sobald  man  eine 
Wursd  der  Congruens 

X-  ^  D  (mod.  p) 
gefunden  hat 


§•  36. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  besondern  Fall  über,  in  welchem  der 
Modul  h  eine  Potenz  der  Primzahl  2  ist,  so  dass  also  D  irgend 
eine  ungerade  Zahl  bedeutet.  Betrachten  wir  zunächst  die  Con- 
gruenz 

x'^  =  D  (mod.  4), 
so  erkennt  man  leicht,  dass  dieselbe  stets  und  nur  dann  möglich 
ist,  wenn  m 

D  =  1  (mod.  4) 
ist.     Denn  ist  die  Congruenz  möglich,  so  ist  x  jedenfalls  ungerade, 
und  das  Quadrat  von  x  =  2n-^  1  ist  in'^  -\-  4:n-\-l  ^  1  (mod.  4) ; 
umgekehrt,  ist  D  ^  1  (mod.  4),  so  hat  die  Congruenz  offenbar  die 
beiden  incongruenten  Wurzeln  x  ^  1  und  x  ^  —  1  (mod.  4). 
Gehen  wir  nun  zu  der  Congruenz 

x'^  =  B  (mod.  8) 
über,  so  leuchtet  ein,  da  das  Quadrat  einer  jeden  ungeraden  Zahl 
4^+1  gleich  16n^Hh  8n  -|-  1  ^  1  (mod.  8)  ist,  dass  diese  Con- 
gruenz nur  dann  möglich  ist,  wenn 

D  =  1  (mod.  8) 
ist;   und  umgekehrt,  sobald  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  hat  die 
Congruenz  die  vier  incongruenten  Wurzeln  x  ^  1^  x  ^  3^  ^^5, 
x  =  7. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Congruenz 

x^  =  D  (mod.  2^% 
wo  TT  ^  3  ist,  so  kann  diese  Congruenz  nur  dann  möglich  sein, 
wenn  die  Congruenz 

x^  =  D  (mod.  8) 
möglich  ist;  es  ist  daher  erforderlich,  dass 

D  =  1  (mod.  8) 
sei.     Wir  wollen  nun  umgekehrt  zeigen,  dass   diese   Bedingung 
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auch  hinreicht,  und  dass  dann  die  Congruenz  stets  4  incongruente 
Wurzeln  hat.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dies  sei  für  den  Modul 
2^  schon  bewiesen,  so  können  wir  zeigen,  dass  dasselbe  auch  für 
den  Modul  2^+^  gilt.  Es  sei  nämlich  a  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz 

x"^  =  I)  (mod.  2^) 
also 

a^  —  D  =  h.2^, 
so  setzen  wir 

X  =  a  -|- 2^-1.2/; 
dann  wird 

ä;2  — D  =r  7^.  2^4-2^  .ay -}- 2^^-^if. 

Da  nun  jr  ^  3,  so  ist  2.t:  —  2  ^  :r  -|-  1,  folglich 
x^-  —  D  =  2^(h-^ay)  (mod.  2^+i). 

Damit  also  ^2  —  j)  durch  2^+^  theilbar  werde,  braucht  man  nur  y 
so  zu  wählen,  dass 

ay  ^  — h  (mod.  2) 

werde.  Dies  ist  aber  stets  möglich,  da  a  eine  ungerade  Zahl  ist; 
also  folgt  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz 

x^  =  I)  (mod.  2^), 
wo  TT  ^  3  ist,  stets  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x'^  =  D  (mod.  2^+^). 
Wir  schliessen  hieraus  zunächst  das  folgende*Resultat : 
Damit  die  Congruenz 

^2  =  i)  (mod.  2^), 

in  welcJier  7t  ^  3  ist^  Wurzeln  liabe^  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend^ dass 

D  ^  1  (mod.  8) 
sei. 

Ist  nun  ci  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  —  und  eine  solche 
kann  immer  nach  der  obigen  Methode  gefunden  werden  — ,  so 
muss,  wenn  x  irgend  eine  Wurzel  derselben  Congruenz  bezeichnet, 

x2  —  «2  —  (^  —  a)  (xi-a)  ^    0  (mod.  2^) 
sein.     Da  ferner  w  sowohl  wie  x  ungerade  Zahlen  sein  müssen,  so 
sind  die  beiden  Factoren  x  —  a  und   x -^  a  gerade  Zahlen,  und 
dann  muss 

—^ ^r-  =  0  (mod.  2^-2) 
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sein.  Da  nun  die  Differenz  der  beiden  Factoren  l(x--a)  und  l(x-{-a) 
eine  ungerade  Zahl  ist,  so  muss  einer  von  ihnen  ungerade,  und 
der  andere  folglich  theilbar  durch  2^-^  sein.  Dies  giebt  folgende 
Fälle: 

X  ^  cc  (mod.  2^-1)     oder    x  ^  —  a  (mod,  2^-^) 
und  diese  liefern  wieder  folgende  vier  Fälle : 

X  ^  cc  (mod.  271);         x  ^  a-^  2^-i  (mod.  2^); 
X  ^  —  a  (mod.  2^) ;     x  ^  —  «  —  2^-^  (mod.  2"). 

Und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jede  dieser  vier 
in  Bezug  auf  den  Modul  2^  incongruenten  Zahlen  der  Congruenz 
genügt. 

Wir  fassen  die  ganze  Untersuchung  in  folgendem  Satze  zu- 
sammen : 

Die  Congruenz 

x^  =  D  (mod.  2^) 

ist  stets  möglich,  ivenn  7t  =  1,  und  hat  dann  eine  Wurzel;  sie  ist^ 
ivenn  7t  =  2,  stets  und  nur  dann  möglich ,  wenn  D  ^  1  (mod.  4  ) 
und  sie  hat  dann  zivei  Wurzeln;  sie  ist,  tvenn  jr  ^  3,  stets  und  nur 
dann  möglich,  wenn  D  ^  1  (mod.  8)  isty  und  zwar  hat  sie  dann 
vier  Wurzeln. 


§.37. 


Es  ist  jetzt  leicht,  die  Möglichkeit  und  die  Anzahl  der  Wur- 
zeln der  Congruenz  x^  ^  D  für  einen  beliebigen  Modulus  zu  be- 
urtheilen,  der  relative  Primzahl  zu  D  ist.  Wir  führen  diese  Unter- 
suchung ganz  allgemein  in  folgender  Weise. 

Es  seien  a,  h,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  zu  einander,  und 

f(x)  =  0  (mod.  ahc  .  .  .)  (1) 

eine  beliebige  zur  Auflösung  vorgelegte  Congruenz,  so  lässt  die- 
selbe sich  stets  auf  die  vollständige  Auflösung  der  Congruenzen 

/(o;)  =  0  (mod.  a) 

f(x)  ^  0  (mod.  h)  \  (2) 

f(x)  =  0  (mod.  c) 
u.  s.  w. 
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zurückführen.  Zunächst  leuchtet  ein,  dasö  jede  Wurzel  x  der  Con- 
gruenz  (1)  auch  allen  Congruenzen  (2)  genügen  muss;  es  wird  da- 
her die  Congruenz  (1)  unmöglich  sein,  wenn  dies  mit  irgend  einer 
der  Congruenzen  (2)  der  Fall  ist.  Umgekehrt,  ist  a  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz  f{x)^0  (mod.  a),  ebenso  ß  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz /(a;)  ^  0  (mod.  6),  y  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz f{x)  ^  0  (mod.  c)  u.  s.  w.,  so  bestimme  man  (nach  §.  25)  ^ 
eine  Zahl  x  durch  das  System  von  Congruenzen 

X  ^  a  (mod.  a)  ] 

x^  ß  (mod.  b)   \  (3) 

X  ^  y  (mod.  c)  J 
u.  s.  w., 
so  wird 

/(^)  =/(w)  =  0  (mod.  a) 

fix)  =f{ß)  =  0  (mod.  h) 

fix)  =f(y)  =  0  (mod.  c) 

u.  s.  w. 

und  folglich,  da  a^h^  c  .  .  .  relative  Primzahlen  zu  einander  sind, 
auch 

fix)  ^  0  (mod.  ahc  .  .  .), 

d.  h.  jede  dem  System  (3)  genügende  Zahl  x  ist  eine  Wurzel  der 
vorgelegten  Congruenz  (1).     Da  nun  (nach  §.  25)  dem  System  (3)     P  ^ 
unendlich  viele  Zahlen  x  genügen,  welche  aber  alle  nach  dem  Modul 
ahc  .  .  .  einander  congruent  sind,  so  liefert  das  System  (3)  eine 
und  nur  eine  Wurzel  x  der  Congruenz  (1).    Ist  nun 

X  die  Anzahl  aller  incongruenten  Wurzeln  w  (mod.  a) 

^    „         „  „  „  „  ß  (mod.  b) 

1^    „         „  „  „  „  r  (mod.  c) 

u.  s.  w. 

so  kann  man  im  Ganzen  X^v  .  ...  verschiedene  Systeme  (3)  bilden, 
welchen  (nach  §.  25)  ebensoviele  verschiedene  Wurzeln  x  der  Con- 
gruenz (1)  entsprechen;  und  andere  Wurzeln  kann  diese  letztere 
nicht  besitzen,  weil,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  jede  bestimmte 
Wurzel  X  der  Congruenz  (1)  auch  Wurzel  aller  Congruenzen  (2) 
und  folglich  einem  bestimmten  a  (mod.  a),  einem  bestimmten 
ß  (mod.  &),  einem  bestimmten  y  (mod.  c)  u.  s.  f.  congruent  sein 
muss.  Mithin  ist  die  Anzahl  aller  nach  dem  Modul  a&c  ...  in- 
congruenten Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  =  X^v  .  .  . 
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Mit  Hülfe  dieses  allgemeinen  Resultates  sind  wir  im  Stande 
zu  beurtheilen,  ob  die  Congruenz 

ä:2  =  D  (mod.  ^), 
in  welcher  B  und  Ti  relative  Primzahlen  sind ,  möglich ,  und  wie 
gross  die  Anzahl  6  ihrer  incongruenten  Wurzeln  ist.     Bedeutet  p 
jede  beliebige  in  dem  Modul  li  (also  nicht  in  D)  aufgehende  unge- 
rade Primzahl,  so  ist  erforderlich,  dass 


(f) 


+  1 


sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz  x"^  ^  D 
in  Bezug  auf  jeden  Modulus  von  der  Form  p^  genau  zwei  incon- 
gruente  Wurzeln.  Ist  daher  der  Modul  h  ungerade,  und  ^  die  An- 
zahl der  von  einander  verschiedenen  in  Je  aufgehenden  Primzahlen 
jp,  so  ist 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  der  Modulus  Je  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist ;  denn  die  Congruenz  x-  ^  D  (mod.  2)  hat  stets 
eine  und  nur  eine  Wurzel. 

Ist  aber  h  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  ausser 
den  früheren  /n  Bedingungen  noch  erforderlich,  dass  D^l  (mod. 4) 
sei ;  da  alsdann  die  Congruenz  x^  ^  D  (mod.  4)  zwei  W^urzeln  be- 
sitzt, so  ist 

ö  =  2,"+i. 

Ist  endlich  ^^  ^  0  (mod.  8),  so  ist  ausser  den  früheren  ft  Be- 
dingungen noch  erforderlich,  dass  I)  ^  1  (mod.  8)  sei;  da  dann 
die  Congruenz  x^  ^  B  (mod.  2^),  wo  :7r  ^  3,  stets  vier  Wurzeln 
aat,  so  ist  in  diesem  Fall 

ö  =  2.«+2. 


§.38. 


Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  eine 
Anwendung  von  dem  soeben  gewonnenen  liesultate  auf  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Wilson'schen  Satzes  (§.  27)  machen.  Setzen 
Avir  Z)  =  1,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Congruenz 

X''  =  1  (mod.  h)  (1) 
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für  jeden  Modul  Tz  möglich  ist;  die  Anzahl  6  ihrer  Wurzeln  ist 
=  1,  wenn  /v  =  1  oder  7j  =  2;  sie  ist  =2,  wenn  h  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz 
oder  =  4  ist;  in  allen  übrigen  Fällen  ist  6  durch  4  theilbar. 
Schliessen  wir  die  Fälle  ^  =  1  und  h  =  1  aus,  so  zerfallen  die 
ö  Wurzeln  in  |(?  Paare  von  Wurzeln  q  und  — q\  denn  mit  q  ist 
gleichzeitig  auch  —  q  eine  Wurzel,  und  da  q  relative  Primzahl  zu 
Ä;,  und  folglich  2q  nicht  ^  0  (mod.  Tz)  sein  kann,  so  sind  je 
zwei  solche  Wurzeln  q  und  —  q  auch  incongruent.  Das  Product 
Q  X  ( — q)  =  —  q'^  zweier  solcher  Wurzeln  ist  ^  —  1,  und  folg- 
lich ist  das  Product  aller  ö  Wurzeln  ^  -f  1  oder  — 1,  je  nach- 
dem 6  durch  4  theilbar  ist  oder  nicht. 

Unter  den  cp(k)  Zahlen  z^  welche  nicht  grösser  als  1<^  und  re- 
lative Primzahlen  zu  h  sind,  finden  sich  zunächst  die  ö  Wurzeln 
der  Congruenz  (1) ;  die  übrigen  cp  (h)  —  ö  dieser  Zahlen  z  (wenn  noch 
solche  vorhanden  sind)  lassen  sich  in  Paare  von  jo  zwei  solchen 
Zahlen  r  und  s  zerlegen,  deren  Product  rs  ^  1  ist;  denn  zu  jeder 
Zahl  r  gehört  (nach  §.  22)  eine  solche  Zahl  s  und  nur  eine,  und 
ausserdem  kann  s  nicht  ^  r  sein,  weil  sonst  r^  ^  1 ,  und  folglich 
r  eine  der  ö  Wurzeln  der  Congruenz  (1)  wäre.  Mithin  ist  auch 
das  Product  aller  dieser  q)  (h)  —  ö  Zahlen  ^  1. 

Multiplicirt  man  daher  alle  (pQc)  Zahlen  z  mit  einander,  so 
Avird  das  Product  ^  —  1 ,  wenn  h  Potenz  einer  ungeraden  Prim- 
zahl oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  oder  ;=  4  ist,  in  allen 
übrigen  Fällen  aber  ^  -j-  1.  (In  den  beiden  ausgeschlossenen 
Fällen  ^  =  1  und  h  =  2  ist  cp(lc)  :=  1,  und  die  einzige  Zahl 
^  ^  ±  1.)     Dies  ist  der  verallgemeinerte  Wilson'sche  Satz*). 


§.  39. 


Nachdem  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  die  erste  der 
beiden  in  §.32  aufgeworfenen  Fragen  ihre  vollständige  Beant- 
wortung gefunden  hat,  wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  zweiten  un- 
gleich interessanteren,  aber  auch  schwierigem  Aufgabe: 

Alle  Moduln  h  zu  finden ,  von  welchen  eine  gegebene  Zahl  D 
quadratischer  Best  ist. 


*)   Gauss:  D.  Ä.  alt.  78. 
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Bevor  wir  zu  der  Lösung  derselben  übergehen,  wollen  wir  er- 
wähnen, dass  man  häufig,  namentlich  in  den  älteren  Schriften,  eine 
andere  Ausdrucksweise  vorfindet.  Die  Moduln  h,  für  welche  eine 
Congruenz/(;2^)^0(mod.^)  möglich  ist,  nennt  man  Siuch  Divisoren 
der  Form  f{x),  weil  es  Zahlen  x  giebt,  für  welche  die  Form  f{x) 
durch  einen  solchen  Modul  l  theilbar  wird;  die  von  uns  gesuchten 
Zahlen  Tv  sind  daher  die  Divisoren  der  Form  ^2  —  jr)-  sie  stimmen 
vollständig  überein  mit  den  Divisoren  der  Form  P  —  Bu^^  in 
welcher  t,  u  zwei  unbestimmte  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  aber 
immer  relative  Primzahlen  zu  einander  sein  müssen.  Dass  wirk- 
lich jeder  Divisor  der  Form  x^  —  D  auch  ein  Divisor  der  Form 
P  —  Du'^  ist,  leuchtet  unmittelbar  ein,  da  die  letztere  in  die  er- 
stere  übergeht,  wenn  man  t  =  x,  u  =  1  setzt.  Umgekehrt,  ist 
Je  Divisor  der  Form  P  —  Bu"^^  so  ist  u  jedenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  Je  (denn  ginge  irgend  eine  Primzahl  gleichzeitig  in  Je  und 
u  auf,  so  müsste  sie  auch  in  P  und  folglich  auch  in  t  aufgehen, 
gegen  die  Voraussetzung,  dass  t,  u  relative  Primzahlen  sind),  und 
man  kann  folglich  eine  Zahl  x  finden,  w^elche  der  Congruenz 
ux  ^  t  (mod.  Je)  genügt;  da  nun  P  —  Du^  ^  0  (mod.  Je),  so  ist 
auch  u^(x^  —  D)  ^  0  (mod.  Je)  und  folglich,  da  u'^  relative  Prim- 
zahl zu  Je  ist,  auch  x'^  —  D  ^  0  (mod.  7.;),  d.  h.  jeder  Divisor  Je 
der  Form  P  —  JDtP,  in  weicher  t  und  u  relative  Primzahlen  zu 
einander  sind,  ist  auch  Divisor  der  Form  ^2  —  2). 

Da§  allgemeine  Problem  wird  daher  häufig  auch  so  ausge- 
drückt: es  sollen  alle  Divisoren  der  Form  P  —  Du"^  gefunden 
werden,  in  welcher  D  eine  gegebene,  t  und  u  dagegen  zwei  unbe- 
stimmte ganze  Zahlen  bedeuten,  die  relative  Primzahlen  zu  ein- 
ander sind. 

Wir  beschränken  uns  auch  hier  auf  solche  (immer  mit  posi- 
tivem Vorzeichen  genommene)  Moduln  Je,  die  relative  Primzahlen 
zu  D  sind;  da  ferner  nach  den  vorhergehenden  Untersuchungen 
die  Möglichkeit  der  Congruenz  x^  ^  D  (mod.  Je)  nur  von  der  Be- 
schaffenheit der  in  Je  aufgehenden  Primzahlen  abhängt  und  für 
einen  Modul  von  der  Form  2^  immer  leicht  beurtheilt  werden 
kann,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  alle  ungeraden  (in  D  nicht  auf- 
gehenden) Primzahlen  p  zu  finden ,  von  welchen  D  quadratischer 
Best  ist.  Bedenken  wir  ferner,  dass  (nach  §.  33)  der  quadratische 
Charakter  einer  Zahl  D  in  Bezug  auf  einen  solchen  Modulus  p 
nur  von  den  in  Z)  enthaltenen  Factoren  abhängt,  so  werden  wir 
in  letzter  Instanz  auf  folgendes  Problem  geführt: 
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Alle  ungeraden  Primsahlen  p  su  finden,  für  ivelche  irgend  eine 
■      der  drei  Congruensen 


x^  = 


1,     X-  ^  2,    x^  ^  q  (mod.  p) 


möglich  ist,  wo  q  irgend  eine  gegebene  positive  ungerade  Primmhl 
bedeutet. 


§.40. 

Die  Auffindung  aller  ungeraden  Primzahlen  p ,  für  welche  die 

Congruenz 

x'^  1^  —  1  (mod.p) 

möglich  ist,  bietet  keine  Schwierigkeit  mehr  dar.     Denn  da  (nach 
§.  33)  allgemein 

(|)^i)'?(mod.i>) 
ist,  so  erhält  man  speciell 


(v) 


p—i 
( —  1)  2    (mod.  p) 


und  folglich  auch 

p — 1 

1)— 


(^)=<- 


In  Worten  lautet  dieser  wichtige  Satz*)  folgendermaassen: 
Die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von  der 

Form  4  7i  -f  1 ,   dagegen  quadratischer  Nichtrest   aller  Primzahlen 

von  der  Form  4  n  -{-  3. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgendem  Wege.     Ist 

die  Congruenz  x^  ^  —  l  (mod.  p)  möglich,  ^und  x  eine  Wurzel 

derselben,  so  folgt  hieraus  durch  Potenzirung 

v-\ 
xP-^  EEz  ( —  1)  2    (mod.  p) 

p— 1 
und  hieraus  (nach   dem  Fermat'schen  Satze  §.  19)  ( —  1)  2    =:  1 

also  jö  =  4ri-l-l;  d.  h.  die  Zahl  — 1  ist  quadratischer  Nichtrest 

von    allen  Primzahlen  von   der  Form  4^  +  3.     Ist  umgekehrt  j) 

von -der  Form  4^^-|-l,  so  ist  xp-'^  —  1   algebraisch  tlieilbar  durch 

x"^ —  1,  also  auch  durch  x^  -\-l',  es  ist  folglich 

XP-^  —  1  =  (.r2  -f  1)  1^  (x), 

'*)  Euler :  Demonstratio  theorematis  Fermattani ,  omnem  numerum 
jjriniiwi  forma e  4n-|-l  esse  siimmam  diiorum  quadratorum,  Nov.  Comm. 
Petrop.  V,  p.  8. 
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wo  ip{x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bedeutet;  da  nun 
(nach  dem  Fermat'schen  Satze  §.  19)  die  Unke  Seite  dieser  Glei- 
chung für  p  —  1  incongruente  Werthe  von  x  congruent  Null  wird, 
so  wird  (nach  §.  26)  auch  x^-\-l  für  zwei  incongruente  Werthe 
von  X  congruent  Null  *),  d.  h.  die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Rest 
von  allen  Primzahlen  von  der  Form  in-]-l.  Der  Satz  ist  also  von 
Neuem  bewiesen. 

§.  41. 

Wir  gehen  nun  zu  der  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  über, 
welche  sich  auf  die  Congruenz 

^2^2  (mod.  p) 
bezieht.     Fermat  hat,  wahrscheinlich  durch  Induction,  folgendes, 
zuerst  von  Lagrange"^'^)  bewiesenes,  Resultat  gefunden: 

Bie  Zahl  2  ist  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von  einer 
der  beiden  Formen  8n-\-l  oder  8n-{-7 ,  dagegen  Nichtrest  aller 
Primzahlen  von  einer  der  beiden  Formen  8  ^^  -|-  3  oder  Sn  -\-6. 

Wir  beweisen  zuerst  den  zweiten  Theil  des  Satzes,  dass  näm- 
lich 2  Nichtrest  aller  Primzahlen  p  von  der  Form  8?^  +  3  ist. 
Offenbar  ist  derselbe  für  ^  =  3  richtig,  denn  nur  die  Zahl  1  ist 
Rest  von  3.  Gesetzt  nun,  der  Satz  wäre  nicht  allgemein  gültig,  so 
müsste  es  doch  eine  Meinste  Primzahl  p  von  der  Form  8wi3 
geben,  für  welche  er  unrichtig  würde,  für  welche  also  die  Con- 
gruenz 

X-  ^  2  (mod.  p) 

möglich  würde.  Hierin  kann  man  immer  die  Wurzel  x  kleiner 
als  ^  und  ungerade  voraussetzen,  denn  wenn  x  gerade  ist,  so  ist 
die  andere  Wurzel  x'  =  p  —  x  ungerade.     Wir  können  daher 

x^-2==pf 
setzen,  wo  /  positiv  und  kleiner  als  p  ist;  da  ferner  x'^  von  der 
Form  8w  +  1 ,  also  pf  von  der  Form  8n —  1,  und  folglich  /  von 
der  Form  8n^  3  ist,  so  hat  die  Zahl  /  mindestens  einen  Prim- 
factor  p'  von  einer  der  Formen  8  w  -|-  3  oder  8n  —  3 ;  denn  ein 
Product  aus  lauter  Factoren  von  der  Form  8  n  -M   würde  wieder 


*)  Man  findet  auch  leicht  mit  Hülfe  des  Wilson'schen  Satzes  (§.  27),  dass 
diese  Wurzeln  =  +  1.2.3  .  .  .  \{p  —  1)  sind. 

**)  Recherches  d'Arühmetique,  Nouv.  Mem.  de  l'Acad.  de  Berlin.     1775. 
p.  349,  351. 
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dieselbe  Form  8^+  1  haben.  Für  diese  Primzalil  2>',  die  jedenfalls 
<^  ist,  würde  dann  ebenfalls  x'^  ^  2  (mod. /)  sein;  allein  dies 
streitet  mit  unserer  Voraussetzung,  dass  p  die  kleinste  in  der  Form 
8^  +  3  enthaltene  Primzahl  ist,  von  welcher  die  Zahl  2  quadrati- 
scher Rest  ist.  Mithin  ist  diese  Voraussetzung  überhaupt  unzu- 
lässig, und  es  folgt,  dass  stets 

f  —  j  =  —  1  ist,  wenn  j)  =  8n  +  3. 

Wir  wollen  jetzt  zweitens  beweisen,  dass  die  Zahl  2  quadrati- 
scher Rest  aller  Primzahlen  p  von  der  Form  Sn^-1  ist;  da  nun 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Nichtrest  aller  dieser  Primzahlen 
ist,  so  haben  wir  nur  zu  zeigen ,  dass  die  Zahl  —  2  ebenfalls  Nicht- 
rest aller  dieser  Primzahlen  ist;  statt  dessen  stellen  wir  uns  die 
allgemeinere  Aufgabe  zu  beweisen ,  dass  —  2  Nichtrest  von  allen 
in  den  beiden  Formen  8n  -f  5,  8^^-1-7  enthaltenen  Primzahlen  ist, 
obgleich  dies  für  die  Primzahlen  der  Form  8n-f-5,  von  welchen 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Rest  ist,  schon  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist.  Zunächst  bemerken  wir  wieder,  dass  der  Satz  für 
die  kleinste  in  einer  dieser  Formen  enthaltene  Primzahl  5  in  der 
That  richtig  ist.  Wenn  nun  der  Satz  nicht  allgemein  gültig  ist, 
so  sei  p  die  kleinste  ihm  nicht  gehorchende  Primzahl ,  so  dass  also 
eine  Zahl  x  existirt,  für  welche 

;r2  -f  2  =  0  (mod.  p) 
ist;  auch  hier  können  wir  wieder  annehmen,  dass  x  kleiner  als  jp 
und  ungerade  ist,  so  dass,  wenn  wir 

X-'  +  2  =  |)/ 
setzen,  die  Zahl  /  positiv,  ungerade  und  kleiner  als  p  ausfällt.  I)a 
ferner  ä;^  -|-  2  ^  3  (mod.  8)  und  j^  ^  5  oder  ^  7  (mod.  8)  ist,  so 
muss  /  entsprechend  ^  7  oder  ^  5  (mod.  8)  sein ;  und  da  ein  Pro- 
duct  aus  lauter  Factoren  von  den  Formen  Sn  -\-\  ^  oder  8  w  -{-  3 
stets  wieder  eine  dieser  Formen ,  niemals  eine  der  Formen  8  n  -f-  o 
oder  ^n-\-l  hat,  so  muss  die  Zahl  /  mindestens  einen  Primfactor 
p'  von  einer  der  Formen  8n-|-7,  Sn-\-b  haben,  für  welchen  der 
Satz  ebenfalls  unrichtig  ist,  da  ^r^  _^  2  ^  0  (mod.  p')  ist ;  allein,  da 
p'  <  p^  so  streitet  dies  mit  der  Annahme ,  dass  p  die  kleinste  dem 
Satze  nicht  gehorchende  Primzahl  ist.  Also  ist  die  Annahme  über- 
haupt nicht  zulässig  und  folglich  der  Satz  allgemeingültig,  dass 


f)- 


1  für  ^  =  8  n  -|-  5  oder  =  8  n  -f-  7, 
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d.  h.  dass 


(-\  =  -f  1  für  jp  =  8w-f  7 


ist. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  2  quadra- 
tischer Kest  von  allen  Primzahlen  p  von  der  Form  Sn  -\-  1  ist ; 
hierauf  ist  die  vorhergehende  Methode  aus  dem  Grunde  nicht  an- 
wendbar, weil  die  Annahme  des  Gegentheils  sich  nicht  in  Form 
einer  Congruenz  darstellen  lässt,  die  dann  zur  Auffindung  des 
Widerspruchs  benutzt  werden  könnte.  Allein  in  diesem  Falle 
kann  man  direct,  wie  folgt ,  verfahren ;  da  |)  =  8  >^  -j-  1  ist ,  so  hat 
die  Function  xp~'^  —  1  den  Divisor  x^  —  1 ,  also  auch  den  Factor 
^*  -f-  1 5  "lind  hieraus  folgt  nach  einem  frühern  Satze  (§.  26),  dass 
die  Congruenz 

x^^-^-l  ^  0  (mod.  p) 
Wurzeln  hat;  ist  nun  x  eine  solche,  so  ist 

x^-\-l  =  (x'^±iy^:2x^  ^  0  (mod.  p), 
also 

(^24-1)2  =  ±2x^  (mod.  p) ; 
es  ist  daher  4:2^2und  folglich  auch  +2  quadratischer  Rest  von  jp; 
in  Zeichen 

( ^^^^— j  =  1,  wenn  p)  =  8)^  -|-  1. 

Hiermit  ist  der  Satz  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen;  wir 
können  denselben    n  der  einen  Gleichun«: 


(D- 


1)  « 


zusammenfassen;  denn  je  nachdem  p  =  8*^^I  1,  oder  jr?  =  Swi  3 
ist,  wird  -(p"^ —  1)  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl. 


§•  42. 

Wir  kommen  nun  zu  der  Untersuchung  der  dritten  Frage: 
von  tvelchen  ungeraden  PrimmhJen  p    ist  die  gegebene  ungerade 


\ 
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Primzahl  q  quadratischer  Best?  Die  vollständige  Antwort  hierauf 
wird  durch  einen  der  wichtigsten  und  interessantesten  Sätze  der 
Zahlentheorie  gegeben,  welcher  seines  eigenthümlichen  Charakters 
wegen  den  Namen  des  lleciprocitäts-  Satzes  erhalten  hat.  Man 
kann  ihn  folgendermaassen  aussprechen : 

Sind  p  und  q  zwei  positive  ungerade  Primzahlen,  von  denen 
mindestens  eine  die  Form  4  ?^  -f-  1  hat ,  so  ist  q  quadratischer  Rest 
oder  Nichtrest  von  J9,  je  nachdem  p  quadratischer  Best  oder  Nicht- 
rest  von  q  ist;  haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  q  die  Form 
4w  -|-  3,  so  ist  q  quadratischer  Best  oder  Nichtrest  von  p,  je  nach- 
dem p  quadratischer  Nichtrest  oder  quadratischer  Best  von  q  ist. 

Offenbar  lässt  sich  dieser  Satz  durch  die  für  beide  Fälle  gültige 
Gleichung 


(!)©=<-■• 


2 


ausdrücken;  denn  sobald  mindestens  eine  der  beiden  Primzahlen 
p  oder  q  die  Form  4  n  -j-  1  hat,  so  ist  die  entsprechende  der  beiden 
Zahlen  l(p — 1)  oder  |(^— 1),  und  folglich  auch  ihr  Product 
l(p — 1)-^Ö — 1)  eine  gerade  Zahl,  so  dass 


(f )  © = •• '  "•  (?) = (f) 


ist,  worin  der  erste  Fall  seinen  Ausdruck  findet;  sind  dagegen 
beide  Primzahlen  p  und  q  von  der  Form  4  ??  -{-  3 ,  so  sind  auch 
beide  Zahlen  l(p —  1)  und  l(q —  1),  und  folglich  auch  ihr  Product 
l(p  —  1)-|Ö  —  1)  ungerade,  so  dass 

■     (?)©=-■•"©=-(!) 

wird,  worin  der  zweite  Theil  des  Satzes  ausgedrückt  ist. 

Ist  z.  B.  |9  =  3,  g  =  5 ,  so  ist  p  quadratischer  Nichtrest  von 
q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Nichtrest  von  p,  in  Zeichen 


(I) =(!)=-■■ 


Ist  ferner  jp  =  3,  g  =  13,  so  ist  _^  quadratischer  Rest  von  q 
und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  jp,  in  Zeichen 


©=©- 


+  1. 


Ist  dagegen  j)  =  3,  g  ==  7,  so  ist  ^  quadratischer  Nichtrest 
von  q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  jp,  in  Zeichen 
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(1)=-©— ■ 


Dieser  Satz  wurde  zuerst  von  Legendre  durch  Induction  ge- 
funden und  ausgesprochen;  allein  erst  Gauss  hat  denselben  voll- 
ständig bewiesen,  ja  er  hat  nach  einander  sechs  auf  ganz  verschie- 
denen Grundgedanken  beruhende  Beweise*)  von  diesem  Satze 
gegeben,  den  er  in  etwas  anderer  Form  aussprach  und  seiner 
Wichtigkeit  wegen  das  Theorem a  fundamentale  in  der  Theorie  der 
quadratischen  Reste  nannte.  Wir  folgen  hier  zunächst  dem  dritten 
dieser  sechs  Beweise,  der  sich  auf  ein  Lemma  stützt,  durch  welches 
das  Euler'sche  Kriterium  (§.  33)  über  den  Charakter  einer  Zahl  D 
in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  in  ein  anderes  umgeformt  wird. 


§.43. 


Wir  haben  früher  (§.  33)  gesehen,  dass  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  2)  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  jo  ist,  je 


nachdem 


p-i 
D  2    ^  +  1    oder  ^  —  1  (mod.  p) 


ist;  betrachten  wir  nun  die  Producte 

D,     2i),     3D...|(p— l)i) 

aus  dieser  Zahl  I)  und  aus  den  ersten  l(p  —  1)  ganzen  positiven 
Zahlen,  so  werden  die  kleinsten  positiven  Reste 

2 

derselben,  nach  dem  Modulus  p  genommen,  erstens  sämmtlich  ver- 
schieden von  einander  und  kleiner  als  p  sein,  und  keiner  von  ihnen 
kann  gleich  Null  sein.  Wir  theilen  nun  diese  l(p — 1)  Reste  in 
zwei  Abtheilungen,  je  nachdem  sie  grösser  oder  kleiner  als  Ip  sind, 
und  bezeichnen  die  erstem,  deren  Anzahl  =  ^  sei,  mit 


wi ,     «2  •  •  •  cc. 


(X 


*)  B.  A.  artt.  125  — 145.  —  D.  A.  art.  262.  —  Theorematis  arühmetici 
demonstratio  nova.  1808.  —  Summatio  quarumdam  serierum  singularium. 
1808.  —  Theorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis 
demonstrationes  et  ampliationes  novae.  1817.  —•  Vergl.  §§.  48  —  51,  115. 
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die  übrigen  Reste,  welche  kleiner  als  \p  sind,  und  deren  Anzahl 
A  =  |(^ —  1)  —  /Lt  ist,  mit 

Nimmt  man  nun  von  den  erstem  ft  Resten  ihre  Ergänzungen 
zur  Zahl  p,  also  die  Zahlen 

p  —  cci,    p  —  c62,..p  —  ccu, 

so  liegen  dieselben ,  ebenso  wie  die  A  Zahlen  ßi^  ß^  -  •  •  ßXt  auch 
zwischen  den  Grenzen  0  und  \p\  ausserdem  sind  sie  alle  von  ein- 
ander verschieden;  endlich  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass  sie 
von  den  l  Zahlen  ß^^  ß2  .  .  .  ßx  verschieden  sind;  denn  wäre  z.  B. 
p  —  ctf  =  /3,  also  a  -{-  ß  =  p  ^  0  (mod.  p)^  so  müsste  auch,  wenn 
«  der  Rest  von  sD  ^  ß  der  Rest  von  tJD  ist, 

sD-\-tB  =  (s  +  t)D  =  0  (mod.  p) 

und  folglich  s  -}-t  durch  p  theilbar  sein;  allein  da  jede  der  beiden 
Zahlen  s  und  t  zwischen  0  und  ^p  liegt ,  so  liegt  s  -]-t  zwischen  0 
und  p  (mit  Ausschluss  dieser  beiden  Grenzen) ;  es  kann  daher 
s  -|-  ^  nicht  theilbar  durch  p ,  und  folglich  auch  nicht  p  —  a  =  ß 
sein. 

Mithin  haben  die  folgenden  |  (p  —  1)  Zahlen 

p  —  Cil,     p  —  CC2''-p  —  CCfx]      ßu      ßl   '  '  '  ßx 

lauter  von  einander  verschiedene  Werthe,  und  da  sie  ihrem  Werth 
nach  zwischen  0  und  \p  liegen,  so  müssen  sie  im  Complex  genom- 
men identisch  mit  den  \{p  —  1)  Zahlen 

1,     2,     3...|(i,-l) 

sein,  so  dass  ihr  Product 

{p  —  a,)  (p  —  a,)  ...(p—  a^)  ß,ß,  .  .  .  ßx  ==  l  .2  .3  ■ -^Kp-l) 

ist.  Werfen  wir  hieraus  die  Multipla  von  p  weg,  so  erhalten  wir 
die  Congruenz 

(-l>"aia2  .  ..  «u.jSift  .  .  .ßx  =  1.2.3  "'l(p—l)  (mod.p); 

da  nun  andererseits 

p-i 

«1^2  .  .  .  «a-ftft  .  .  .i3A=  1.2  .  .  .l(p  —  l)I)  2    (mod.p) 

ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

p-i 
(— 1).".1.2  .  -'Kp  —  I)  .  D  ^    =  1.2.3  ..^i(jp  —  l)  (mod.p) 
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und  also  auch 

D  2    =  (—  1),"  (mod.  p) 
oder,  was  dasselbe  sagt,  dass 

ist.  Hierin  besteht  die  Umformung  des  Kennzeichens,  welches 
darüber  entscheidet,  ob  eine  Zahl  D  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  der  ungeraden  Primzahl  ^  ist : 

Man  braucht  nur  nachzusehen^  ob  die  Anzahl  ft  der  Ideinsten 
jjositiven  Beste  der  Zahlen 

D,    2D,    3D...l(p-l)I), 

die  grösser  als  l])  ausfallen^  gerade  oder  ungerade  ist;  je  nachdem 
das  Erstere  oder  Letztere  eintritt^  ist  1)  quadratischer  Best  oder 
quadratischer  Nichtrest  von  p. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ist  man  schon  im  Stande,  für  jedes 
wirklich  gegebene  D  die  Formen  für  die  Primzahlen  aufzustellen, 
von  welchen  D  Rest  oder  Nichtrest  ist.  Um  dies  deutlicher  zu 
zeigen,  betrachten  wir  den  allerdings  schon  früher  (§.  41)  voll- 
ständig durchgeführten  Fall  B  =  2.    Bilden  wir  die  Zahlen 

2,     4,     6...  (19-1), 

so  ist  jede  derselben  auch  ihr  eigener  kleinster  positiver  Rest  in 
Bezug  auf  den  Modulus  p^  und  die  Anzahl  f*  derjenigen  dieser 
Zahlen,  welche  >\p  sind,  wird  durch  die  Bedingungen 

p  —  1  —  2ft<|jö  <i)4-l  —  2^    oder  <  ^  <  ^-^ — 

bestimmt;  bezeichnen  wir  daher  allgemein  mit  [pc]  die  grösste  in 
der  reellen  Zahl  x  enthaltene  ganze  Zahl,  so  dass  stets  0  ^  a;— [ic]  <  1 
ist,  so  erhalten  wir 


"»m 


Je  nachdem  nun  p  von  einer  der  Formen  ^n-\-\^  8*^-{-3, 
8>^-|-5,  8n4-7  ist,  wird  ^  =  2n,  1n-\-\,  2t^+l,  2n-f  2;  es  ist 
daher  fc  gerade  und  folglich 


© 


+  1,    wenn    p  ^±\  (mod.  8); 
und  ft  ist  ungerade,  also 
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(  — )  =  — 1,     wenn    _p  ^  +  3  (mod.  8). 

Auf  diese  Weise  finden  wir  also  eine  vollständige  Bestätigung 
desEesultats  unserer  frühem  Untersucliung  (§.41),  und  ganz  eben- 
so würde  sich  für  jeden  speciellen  Werth  von  D  die  Untersuchung 
führen  lassen,  z.B.  für  die  nächstliegenden  Fälle  D  =  — 1, 
D  =  3,  D  =  5  u.  s.  w. 


§.  44. 

Wir  verlassen  diese  Anwendungen  auf  specielle  Fälle  und  wen- 
den uns  zu  einer  weitern  Umformung,  bei  welcher  wir  der  spätem 
Bezeichnung  wegen  q  statt  D  schreiben  wollen.  Bezeichnen  wir 
wieder  mit  [x]  die  grösste  in  dem  Werth  x  enthaltene  ganze  Zahl, 
und  setzen  wir  zur  Abkürzung  p  =  2  p'  -\-l,  so  können  wir 


P'^  =  P^] 


+  ^P 


setzen,  wo  wie  früher  (§.  43) 

ri,    ^2  .  .  .  V 
zwischen  den  Grenzen  0  und  p  liegen;  theilen  wir  wieder  diese 
kleinsten  Reste  in  zwei  Abtheilungen 

Kl ,       CC2   •   •   •  Oiu, 

und 

ßi.    ft  .  .  .  ßh 
von  denen  die  ersteren  >|_p,  die  letzteren  <lp  sind,  und  bezeich- 
nen wir  mit  Ä  die  Summe  der  ^  ersteren,  mit  B  die  Summe  der 
A  letzteren,  ferner  mit  M  die  Summe 

so  folgt  durch  Addition  der  vorstehenden  Gleichungen 
i)2— 1 


8 

Ditichlet,  Zahlentheorie. 


q  =pM-\-Ä-\-B; 
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da  nun  (nacli  §.  43)  der  Complex  der  Zahlen 

mit  dem  Complex  der  Zahlen 

vollständig  übereinstimmt,  so  ist  ihre  Summe 

zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab,  so  erhält 
man 

Nun  kommt  es  uns  lediglich  darauf  an,  zu  erfahren,  ob  ft  ge- 
rade oder  ungerade  ist;  lassen  wir  daher  alle  Multipla  von  2  fort, 
so  erhalten  wir,  da  j>  ^  —  1  (mod.  2)  gesetzt  werden  kann, 

ft  =  Jlf+^^(g~l)(mod.  2). 

Je  nachdem  daher  die  zur  Rechten  befindliche  Zahl  gerade 
oder  ungerade  ist,  wird  q  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von 
p  sein.  Nehmen  wir  daher  z.  B.  wieder  den  Fall  g  =  2,  so  ergiebt 
sich  unmittelbar  31  =  0,  also 


8 
folglich 


H  =  ^—^ —  (mod.  2), 


(|)  =  (-1>«==(-1)B; 


dies  ist  aber  genau  die  schon  früher  (§.  41)  aufgestellte  Formel. 

Von  jetzt  an  wollen  Avir  die  Untersuchung  nur  noch  unter  der 
Voraussetzung  fortführen,  dass  q  eine  ungerade^  also  q — 1  eine 
gerade  Zahl  ist;  dann  ist  also 

fi  =  Jf(moa.  2),    g-)  =  (_iy/; 

und  es  reducirt  sich  daher  die  ganze  Frage  darauf,  zu  entschei- 
den, ob  die  oben  mit  M  bezeichnete  Summe  gerade  oder  unge- 
rade ist. 

Um  dies  weiter  zu  untersuchen,  machen  wir  die  fernere  An- 
nahme, es  sei  q  positiv  und  Meiner  als  p.    Dann  leuchtet  zunächst 
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ein,  dass  jedes  Glied  in  der  Reihe  3f  höclistens  um  eine  Einheit 
grösser  ist  als  das  unmittelbar  vorhergehende,  weil  der  Unterschied 
von  zwei  auf  einander  folgenden  Brüchen 

a  ^nd  ö±il5 

p  p 

<  1  ist,  und  folglich  höchstens  eine  ganze  Zahl  zwischen  beiden 
liegen  kann;  da  ferner  der  letzte  Bruch 

p'q  ^(p—l)q^q—l  ,  p  —  q 
p  2p  2     ~^    2p 

ist,  so  ist  der  Werth  des  letzten  Gliedes  in  der  obigen  Reihe 

Mithin  kommen  in  der  Summe  M  nach  und  nach  Glieder  vor, 
welche  die  Werthe  0,  1,  2  .  .  g'  besitzen;  wir  suchen  nun  gerade 
die  Stellen  auf,  wo  zwei  auf  einander  fols^ende  Glieder 


m  "^  f-^'] 


wirklich  um  eine  Einheit  verschieden  sind,  so  dass,  wenn  t  irgend 
eine  der  Zahlen  1,  2  ...  g'  bedeutet, 

p  p 

wird  (da  q  relative  Primzahl  zu  p^  und  s  <  ^  ist ,  so  kann  keiner 
der  Brüche  sq:p  eine  ganze  Zahl  sein);  hieraus  folgt  aber 

s  <  —  <  s  -f  1 ,    also    s  =    —  , 

q  Iqj 

und  folglich  giebt  es  in  der  Reihe  ÜSf  jedesmal 


[S-['-^'] 


Glieder,  welche   den  Werth  (t — 1)  haben;  und  die  Anzahl  der 
letzten  Glieder,  welche  den  Werth  q'  haben,  ist  offenbar 


m 


Multiplicirt  man  nun  jedesmal  die  Anzahl  einer  solchen  Gruppe 
von  Gliedern,  welche  einen  und  denselben  Werth  haben,  mit  diesem 
Werth,  so   muss  die   Summe  aller  dieser  Producte  =  M  werden 
Dies  giebt 
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»•[fl+'-(m-[f])+K[?]-[?])+- 
=-B]-m--[?]+^ 


Setzen  wir  daher 


so  erhalten  wir  das  Resultat 

welches  offenhar  für  je  zwei  positive  ungerade  relative  Primzahlen 
p^  q  gültig  ist ;  denn  hei  der  Ableitung  ist  weiter  Nichts  vorausgesetzt, 
und  da  das  Resultat  vollkommen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
beiden  Zahlen  j),  q  ist,  von  welchen  doch  eine  jedenfalls  die  kleinere 
sein  muss,  so  ist  auch  die  bei  dem  Beweise  gemachte  Annahme,  es 
sei  p  >  q^  erlaubt. 

Hiermit  ist  nun  zwar  die  Summe  M  nicht  selbst  gefunden, 
sondern  nur  auf  die  Summe  N  zurückgeführt;  aber  dies  genügt 
vollständig,  um  den  Reciprocitats-Satz  daraus  abzuleiten.  Oben 
ist  gezeigt,  dass,  wenn  jp  eine  positive  ungerade  Primzahl,  und  q 
irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare  ungerade  Zahl  bedeutet ,  stets 


(I) = (-  ■'- 


ist;  nehmen  wir  daher  jetzt  ferner  an,  dass  q  ebenfalls  eine  positive 
ungerade  Primzahl  ist,  so  wird  ebenso 


©=<-'>•■ 


und  folglich,  mit  Rücksicht  auf  den  so  eben  bewiesenen  Satz, 

■1     q-l 


(0(1)  =  ^-')"'^=^-^^' 

worin  der  Reciprocitäts-Satz  besteht. 
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§.45. 


Wir  betrachten  zunächst  ein  Beispiel,  um  die  NützHchkeit  des 
Reciprocitätssatzes  für  die  Beurtheilung  der  Möglichkeit  einer  Con- 
gruenz  von  der  Form 

x^  ^  D  (mod.  p) 
nachzuweisen.    Nehmen  wir  die  Congruenz 
^2  =  365  (mod.  1847), 
so  ist  der  Werth  des  Symbols 

/365\ 
\1847/ 
zu  ermitteln.     Zunächst  zerlegen  wir  365  in  Primfactoren,  obgleich 
dies,  wie  wir  später  sehen  werden,  nicht  nothwendig  ist. 
Aus  dieser  Zerlegung  365  =  5 .  73  folgt  unmittelbar 

Vl847y        Vl847/  Vl847/ 

Da  ferner  5  von  der  Form  4:n-\-l  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
Reciprocitätssatze 

/    M  _  /1847\ 

Vl847y        V    5    / 
und  also,  da  1847  ^  2  (mod.  5)  ist, 

(iÄ.)=(4)=-' 

nach  §.  41 ;  da  ferner  auch  73  von  der  Form  4w  +  1  ist,  so  folgt 
wieder  aus  dem  Reciprocitätssatze,  und  weil  1847  ^22  (mod.  73)  ist, 

/  73  \  _  /1847\  __  /22\  _  /^\  /11\  . 

Vi847y  ~  V  73  y  ~  \7SJ  ""  \73;  V73;' 
nun  ist  aber  73  ^  1  (mod.  8),  also  (nach  §.  41) 

(!)  =  ,,  «s«(iI|)  =  (S). 

nach  dem  Reciprocitätssatze  ist  aber  wieder 

(73)="(n)^(n)' 
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und  da  beide  Primzablen  7  und  11  von  der  Form  4n~{-3  sind,  so 
ist  abermals  nach  dem  Reciprocitätssatze 

Q=-©=-(4)  =  ->. 

folghch 

\1847y        \73/        \UJ 
und  also  endhch 

(S)  =  (ll7)(lli)  =  (-')<- ')=+>■ 

es  ist  also  365  quadratischer  Rest  der  Primzahl  1847,  d.  h.  die 
oben  vorgelegte  Congruenz  ist  möglich;  und  in  der  That  ist 
(±496)2  ^  246016  =  365  -f  133  .  1847. 


§.46. 


Der  in  dem  eben  behandelten  Beispiel  angewendete  Algo- 
rithmus, welcher  auch  bei  jedem  ähnlichen  Beispiel  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  zum  Ziele  führt,  lässt  sich  im 
Allgemeinen  bedeutend  abkürzen,  wenn  man  sich  einer  zuerst  von 
Jacohi'^^)  in  die  Zahlentheorie  eingeführten  Verallgemeinerung  des 
Legendre'schen  Symbols  bedient;  da  der  Gebrauch  dieses  Zeichens 
auch  für  unsere  späteren  Untersuchungen  unerlässlich  ist,  so  be- 
schäftigen wir  uns  zunächst  mit  der  Erklärung  desselben  und  den 
Gesetzen,  denen  es  gehorcht. 

Es  sei  die  ungerade  Zahl  P  in  ihre  Primzahlfactoren  jp,  p\  p" 
u.  8.  w.  zerlegt,  also 

P  =  pp'p'^  .  .  . 

und  m  irgend  eine  relative  Frim^ahl  zu  P,  so  setzen  wir  mit  Jacdbi 


/w^\  /m\  /m\  /m\ 

\fJ  ~  \jj  \j)  VF7 


offenbar  istderWerth  dieses  Symbols  =  -|-  1  oder  := —  1,  je  nach- 
dem die  Anzahl  derjenigen Primfactoren  p^  p\  p"  .  .  .^  von  welchen 
m  quadratischer  Nichtrest  ist,  gerade  oder  ungerade  ist.     Wenn  m 

*)  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie.     1837. 


Quadratische  Reste.  103 

quadratischer  Rest  von  P,  und  also  auch  von  jeder  einzelnen  der 
Primzahlen  jo,  ^',  jp"  •  •  •  ist,  so  ist 

\l)~\7)~\¥')"'-  ' 

und  folgUch  auch 

/wt\  /m\  /m\  /m\         - 

aber  man  darf  diesen  Satz  durchaus  nicht  umkehren;  sobald  näm- 
lich die  Zahl  m  von  zweien  der  Primfactoren  i? ,  i>' ,  i?"  .  .  .  (oder 
von  vier,  von  sechs  u.  s.  w.)  quadratischer  Nichtrest  ist,  so  hat  das 
Symbol  den  Werth  -j-  1 ,  und  doch  ist  m  quadratischer  Nichtrest 
von  P.  Im  einfachsten  Fall,  wo  P  selbst  eine  ungerade  Primzahl 
ist,  stimmt  die  Bedeutung  des  Zeichens  offenbar  mit  der  frühern 
überein.  Der  Vollständigkeit  wegen  wollen  wir  ferner  festsetzen, 
dass ,  wenn  P  =  1 ,  das  Symbol  immer  die  positive  Einheit  be- 
deuten soll. 

Aus  dieser  Definition  des  Zeichens  ergeben  sich  nun  folgende 
Sätze : 

1.  Ist  m  relative  Primzahl  gegen  jede  der  beiden  ungeraden 
Zahlen  P  und  §,  also  auch  gegen  die  ungerade  Zahl  P§,  so  ist 

/m\  /m\  /  m\ 

KfjKqJ-KTq)' 

denn,  wenn 

P  =  joy jp''  .  .  . 

ist,  yfo  p^  p'  .  .  .  q^  q'  .  .  .  lauter  Primzahlen  bedeuten,  so  ist 
/  m\  /m\  /m\  /m\  /m\  /m\  /ni\ 

\fqJ  -  \j)  \j)  \j')  •  •  •  V7y  v7/  \Y')"' 

-  \p)  y-Qj' 

2.  Sind  die  Zahlen  l^  m,  n  .  .  .  relative  Primzahlen  gegen  die 
ungerade  Zahl  P,  so  ist  ♦ 

\p)  \p)  \f)""-  \r~p~J' 

denn,  wenn  wieder 


jP  =  pp  p 

ist,  so  ist 
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(p)  =  (7)  (7)  (p)  •  •  • 
/»»\ /»j\  /m\  /m\ 

Vp/' -  V7AFAF/' ■  ■ 

(7)  =  (7)  (?)  (f)  ■  ■  • 

u.  s.  w. 

Da  nun  ferner,  wie  früher  (§.  33)  bewiesen  ist, 

f—\  fai.\  { '^^\         /Imn  •  '  '\ 

\pj  \pJ  \pj  "  '  ~  \      p       / 

ist,  und  Aehnliclies  für  die  anderen  Primfactoren  p\  p"  u.  s.  w. 
gilt,  so  erhält  man  durch  Multiplication  der  vorangehenden  Grlei- 
chungen 

/  /  \  /m\  /  n\         /Imn  .  .  A  /Imn  .  .  A  /"Imn  .  .  .\ 

\f) \fJ \pJ"'- \~y~J V   /    / \~¥~J ' ' '' 

worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht. 

3.  Ist  m  relative  Primzahl  zu  der  ungeraden  Zahl  P  und 
m  ^  m'  (mod.  P),  also  auch  m'  relative  Primzahl  zu  P,  so  ist 

/m\  /m'\ 

\p)-\p)'' 

denn,    wenn  P  =  2^p'p"  •  •  •  ist,  so  ist  auch 

m  ^  m'  (mod.  j)),    m  ^  m'  (mod.  jp'), 
u.  s.  w.,  also 

/m\  /m'\      /m\  /W\ 

u.  s.  w.,  und  folglich 

/m\  /m\         /m'\  /m'\ 

K^JKj)         V7A7A"' 

ras  zu  beweisen  war.  — 

4.  Die  beiden  letzten  Sätze  zeigen,  dass  das  verallgemeinerte 
Symbol  denselben  Gesetzen  gehorcht  wie  das  einfache;  wir  wollen 
nun  zeigen,  dass  auch  die  Werthe  der  Symbole 


(t).  (I) 


nach  den  früheren  Eegeln  zu  bestimmen  sind,  und  endlich,  dass  auch 
ein  dem  frühern  ganz  analoger  Reciprocitätssatz  Statt  findet;  um 


Quadratische  Reste.  105 

aber  den  Gang  der  Beweise  nicht  zu  unterbrechen,  schicken  wir 
folgende  Bemerkungen  voraus.    Ist 

eine  behebige  ungerade  Zahl,  so  sind  /  —  1,  /'  —  1,  /" — 1  .  .  . 
lauter  gerade  Zahlen,  und  folglich  ist  jedes  Product  aus  zweien 
oder  mehreren  dieser  Differenzen  ^  0  (mod.  4) ;  bringt  man  daher 
It  in  die  Form 

J?  =  (1  4- (*•'-!))  (1  +  (»•"- D)  (1  +  (r"' -  1))  •  .  • 
und  führt  die  Multiplication  aus,  so  ergiebt  sich 

JR  =  1  +  (/-  1)  +  (/'  — 1)  +  {r"'—l)  +  •  •  •  (mod.  4)] 
oder  kürzer 

^ 1  x:>^  —  1/        JON 

—  2—=  S -2- (mod.  2), 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  r  bezieht,  der  die 
einzelnen  Factoren  r',  r'\  /"  .  .  .  durchlaufen  muss. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  aus  denselben  Voraus- 
setzungen noch  ein  zweites  Lemma ;  es  ist  nämlich  r^  ^  1  (mod.  8) 
und  folghch 

B^  =   (1  +(/2-  1))    (1  +(/'2_l))    (1  +(/'^2_l))   .   .   . 

=  1  +  S  (r2— 1)  (mod.  64), 
also 

ii^  =  2  ^'  (mod.  8) 

und  um  so  mehr 

^^  =  S  '-^  (mod.  2). 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zu  unserm  Gegen- 
stande zurück. 

5.    Ist  P  eine  positive  ungerade  Zahl,  so  ist 


(^)=(-.) 


2 


Denn  wenn  P  das  Product  aus  den  positiven  Primzahlen  p' ,  jp", 
p'"  .  .  .  ist,  so  ist 

wo  der  Summationsbuchstabe  p  alle  Primfactoren  p\  p'\  jp'"  .  .  . 
durchlaufen  muss;  da  nun  nach  dem  ersten  Lemma  4. 
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S  ^  =  ^  (mod.  2) 

ist,  so  leuchtet  die  Richtigkeit  des  Satzes  ein. 

6.  Ist  P  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

(I) -(-'<-■ 

Denn  mit  Beibehaltung  derselben  Zeichen  ist 

und  da  nach  dem  zweiten  Lemma  4. 

4)2 — 1         P2 1 

2  ^-g-^  =  ^^-^  (mod.  2) 

ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden 
Satzes. 

7.  Sind  die  beiden  positiven  ungeraden  Zahlen  P  und  Q  re- 
lative Primzahlen  zu  einander,  so  ist 


^Pi=i 


(I)  (*)=<-' 


2     *      2 


Denn  es  sei  P  das  Product  aus  den  Primzahlen 

/,  p",  f .  ■ .  {p) 

und  Q  das  Product  aus  den  Primzahlen 

i,  q:'  ...  (q) 

welche  also  von  den  Primzahlen  jp',  p" ,  p'"  .  .  .  verschieden  sind. 
Dann  ist    zufolge  der  Erklärung  und  nach  2. 

(I)  =  (l)(|)  — n(f), 

WO  das  Productzeichen  77  sich  auf  alle  Combinationen  einer  jeden 
der  Primzahlen  p  mit  einer  jeden  der  Primzahlen  q  bezieht;  ganz 
ebenso  ist  aber 

und  folglich 

(|)(l)  =  n(f)(i), 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  dieselben  Combinationen  bezieht; 
da  nun  nach  dem  Reciprocitätssatze 
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2     *     2 


ist,  so  ergiebt  sich 


(l)(i)=<-'^ 


wo  wieder  das  Summenzeichen  sich  auf  dieselben  Combinationen 
jeder  Primzahl  j)  mit  jeder  Primzahl  q  erstreckt;  es  ist  daher 

2.-2  2~"—  ^""2~^^       2      ' 

wo  auf  der  rechten  Seite  das  erste  Summenzeichen  sich  auf  alle 
Primzahlen  j?,  das  zweite  sich  auf  alle  Primzahlen  g;  bezieht.  Da 
nun  nach  dem  ersten  Lemma  4. 

2  ^  =  —-  (mod.  2) 
und 

2  ^  =  -^  (mod.  2) 

ist,  so  ergiebt  sich 

und  hieraus 

p— 1 

(-1)^ 


(I)  (I) 


was  zu  beweisen  war.  — 

Es  bleibt  uns  nun  noch  eine  Bemerkung  über  das  Symbol  zu 
machen  übrig;  wir  haben  oben  dieses  Zeichen  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung definirt,  dass  die  Zahl  P  eine  positive  ungerade  Zahl, 
und  dass  die  positive  oder  negative  Zahl  m  relative  Frimsahl  eu  P 
ist;  wir  erweitern  jetzt  die  Bedeutung  des  Zeichens  dahin,  dass  P 
auch  eine  negative  ungerade  Zahl  sein  kann,  immer  aber  mit  der 
Beschränkung,  dass  m  relative  Primzahl  su  Pist*);  und  zwar 
setzen  wir  fest,  dass 


V=py  ~  v  p/ 


*)  Später  (Supplemente  §.  116)  werden  wir  festsetzen,  dass  das  Symbol 
den  Werth  Null  haben  soll,  sobald  P  eine  ungerade  Zahlj  m  aber  keine  re- 
lative Primzahl  zu  P  ist. 
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sein  soll.  Dann  leuchtet  augenblicklich  ein,  dass  die  Sätze  1.,  2., 
3.  und  6.  ohne  Beschränkung  gültig  bleiben;  ferner,  dass  der  Satz 
5.  nur  dann  richtig  ist,  wenn  P  positiv  ist,  dagegen  für  ein  negatives 
P  falsch  wird;  und  endlich,  dass  der  Satz  7.  nur  dann  gültig  bleibt, 
wenn  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  P  und  Q  positiv  ist, 
dagegen  seine  Gültigkeit  verliert,  wenn  beide  Zahlen  P  und  Q  ne- 
gativ sind. 


§.47. 


Die  oben  (§.  45)  an  einem  Beispiel  behandelte  Aufgabe ,  den 
Werth  des  Legendre'schen  Symbols  zu  bestimmen,  bildet  offenbar 
nur  einen  ganz  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe,  den  Werth 
des  Jacobi'schen  Symbols  zu  bestimmen.  Es  zeigt  sich  nun ,  dass 
die  damals  nothwendige  Zerlegung  in  Primzahlfactoren  (abgesehen 
von  dem  Factor  2)  ganz  überflüssig  geworden,  und  der  anzuwen- 
dende Algorithmus  demjenigen  ganz  ähnlich  ist,  durchweichen  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier  Zahlen  gefunden  wird. 
Einige  Beispiele  werden  genügen,  um  diese  einfachere  Methode  zu 
erläutern. 

Beis;piel  1:  Nehmen  wir  das  schon  oben  (§.  45)  behandelte 
Beispiel,  so  können  wir  jetzt  nach  dem  verallgemeinerten  Keci- 
procitätssatze 

/365\  _  /1847\ 
\1847y  ~  V  365  ; 

setzen,  weil  365  von  der  Form  4^  +  1  ist.    Da  ferner  1847  ^  22 
(mod.;365)  ist,  so  ist  nach  §.  46,  3.  und  2. 

/1847\         /^\         /  J_N  /_n  Y 

V  365/  ~"  \S6bJ  ~"  \365;  ^365/' 
da  ferner  365  ^  5  (mod.  8),  so  ist  nach  §.  46,  6. 

(«)=-■■ 

also 

\1847/  \365/ 

Nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatz  ist  nun  wieder 
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und  folglich 

wie  früher. 

Beispiel  2 :  Nach  dem  verallgemeinerten  Keciprocitätssatze  ist 


( 


195  \  __  /1901\ 
19üiy  ■"  \  195/ 


weil  1901  =  —  49  (mod.  195),  so  ist 
/1901\ 


'■h(^> 


G 


\  195 

da  ferner  die  Zahlen  — 49  und  195  nicht  beide  negativ  sind,  so 
gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Reciprocitätssatz ,  und ,  weil  beide 
von  der  Form  4w  +  3  sind,  so  ist 

/— 49\  __  /195  \  ___  /195\ 

Vl95y~       \—4.y~       \49/' 
weil  endlich  195  ^  — 1  (mod.  49),  und  49  von  der  Form  4m -|-  1 
ist,  so  ist 

also 

195  \ 
.190iy 

d.  h.  195  ist  quadratischer  Nichtrest  der  Primzahl  1901.  Natür- 
lich hätte  sich  die  Auflösung  abkürzen  lassen  durch  Zerlegung 
in  Factoren,  nämlich  durch  die  Bemerkung,  dass  49  =  7  .  7  und 
folglich 

\195/        V195/ 
ist;  überhaupt   wird  die   Operation  immer  bedeutend  abgekürzt, 
wenn  man  im  Zähler  oder  Nenner  des  Symbols  quadratische  Fac- 
toren bemerkt,  da  diese  sogleich  fortgelassen  werden  können. 

Beispiel  3:     Da  74  =  2 .  37,  und  101  =  5  (mod.  8)  ist,  so  ist 

\10lJ  ~  \10lJ  \10lJ  ~       \10lJ ' 
dann  ist  ferner  nach  dem  Keciprocitätssatze 
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und,  weil  37  von  der  Form  8w-|-5  ist, 

\37/  "^  V37/  \37/  "^  """  \37  j ' 
endlich  ist  wieder  nach  dem  Reciprocitätssatze 

(Ä)=(f)=(l)=-' 

und  folglich 

Vioi; 

Kürzer  gelangt  man  durch  folgende  Kette  zum  Ziele: 


!.  48. 


Wegen  der  Wichtigkeit  des  Reciprocitätssatzes  theilen  wir 
hier  noch  einen  andern  Beweis  desselben  mit ,  nämlich  den  ersten 
der  von  Gauss  gegebenen  sechs  Beweise*);  dies  kann  hier  um 
so  eher  geschehen,  als  durch  die  im  Vorhergehenden  erörterte 
Verallgemeinerung  des  Legendre'schen  Symbols  mehrere  der  von 
Gauss  unterschiedenen  acht  Fälle  sich  zusammenziehen  lassen, 
wodurch  der  Beweis  an  Kürze  und  Uebersichtlichkeit  bedeutend 
gewinnt**). 

Das  Wesen  dieses  Beweises  besteht  in  der  sogenannten  voll- 
ständigen Induction;  wenn  nämlich  der  Satz  für  je  zwei  Prim- 
zahlen p ,  p'  richig  ist ,  welche  kleiner  sind ,  als  eine  bestimmte 
Primzahl  ^,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  er  auch  für  jede  Combi- 
nation  einer  solchen  Primzahl  p  mit  der  Primzahl  q  selbst  gelten 
muss ;  hieraus  und  weil  der  Satz  für  die  beiden  kleinsten  ungeraden 


*)  Disquisüiones  Arithmeticae  artt.  135  —  144. 

**)  Dirichlet:  lieber  den  ersten  der  von  Gauss  gegebenen  Beweise 
des  Reciprocitätsgesetzes  in  der  Theorie  der  quadratischen  Beste  (Crelle's 
Journal  XLVII). 
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Primzahlen  3  und  5  wirklich  richtig  ist,  folgt  dann  unmittelbar 
seine  Allgemeingültigkeit 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  diesen  Nachweis  ist  nun  die 
vorläufige  Bemerkung,  dass  aus  der  angenommenen  Bichtigkeit 
des  Reciprocitätssatzes  für  je  zwei  Primzahlen  j),  y,  welche  kleiner 
als  die  Primzahl  q  sind,  mit  Nothwendigkeit  auch  die  Gültigkeit 
des  verallgemeinerten  Satzes  (§.  46,  7.) 

folgt,  sobald  die  beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  P  und  Q 
(die  nicht  gleichzeitig  negativ  sein  dürfen)  nur  solche  Primzahl- 
factoren enthalten,  die  kleiner  als  q  sind;  denn  der  Beweis  dieses  ver- 
allgemeinerten Satzes  gründete  sich  ausschliesslich  auf  die  Bichtig- 
keit des  einfachen  Satzes  für  alle  die  Paare  von  zwei  Primzahlen, 
von  denen  die  eine  in  P,  die  andere  in  Q  aufgeht. 

Bei  dem  Beweise  nun,  dass  der  Reciprocitätssatz  für  jede  Com- 
bination  von  q  mit  einer  Primzahl  p  gilt,  welche  kleiner  als  q  ist, 
haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Der  eine  Fall  und  zwar 
der  schwierigere  findet  Statt,  wenn  q  die  Form  4n-f- 1  hat,  und 
zugleich  p  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist ;  dann  ist  zu  beweisen, 
dass  auch  q  quadratischer  Nichtrest  von  p  ist.  In  irgend  einem 
der  andern  Fälle,  nämlich  wenn  q  von  der  Form  4w  -|-  3  ist,  oder 
auch,  wenn  q  zwar  die  Form  4  w  -f-  1  hat,  dann  aber  p  quadratischer 
Rest  von  q  ist,  kann  man  offenbar  der  Primzahl  p  immer  ein  solches 
Vorzeichen  geben,  dass,  wenn  man  o  r=r  4:  J?  setzt,  wenigstens  für 
eins  der  beiden  Vorzeichen  co  quadratischer  Rest  von  q  wird;  dann 
ist  also  zu  beweisen,  dass 

ist;  dieser  letztere  Fall  ist  deshalb  leichter  zu  behandeln,  weil  die 
Annahme  sogleich  einen  Ansatz  giebt,  welcher  nur  ausgebeutet 
zu  werden  braucht.    Wir  beginnen  daher  mit  diesem  Theile  des 

Satzes. 


§.49. 

Es  sei  also  co  =±p  quadratischer  Rest  von  g,  so  hat  die  Con- 
gruenz  x^  ^  co  (mod.  q)  zwischen  0  und  q  immer  zwei  Wurzeln  x 
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deren  Summe  =  ^,  und  von  denen  folglich  die  eine,  welche  wir 
mit  e  bezeichnen  wollen,  eine  gerade  Zahl  ist.     Dann  wird 

sein,  wo /eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  jedenfalls  nicht  =  0 
ist,  weil  sonst  die  Primzahl  a  eine  Quadratzahl  sein  müsste.  Diese 
Zahl  /  kann  aber  auch  nicht  negativ  sein ;  denn  sonst  wäre  o?  po- 
sitiv =  ^ ,  und  jp  —  e2  eine  positive  durch  g  theilbare  Zahl ,  was 
aber  unmöglich  ist,  da  jp  —  e^  <^  ^  ^  ^^^  (Jer  Voraussetzung  nach 
jp  <  g'  ist.  Diese  positive  Zahl  /  muss  ferner  ungerade  sein ;  denn 
da  e  gerade  ist,  so  ist  e2  —  ^  ungerade,  und  folglich  auch  jeder  Di- 
visor von  ^2  —  CO,  also  auch  /  ungerade.  Endlich  ist  diese  positive 
ungerade  Zahl  /  nothwendig  <  g  —  1 ;  denn  da  e  ^  q^  —  1 ,  und 
_p<g— 1,  so  ist  ^==e2_cj<(g_i)2_|.(g,_i)^  d.h.g/<g(g— 1), 
also  wirklich  /<  g'  —  1. 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich: 

1.    Ist/  nicht  durch j)  theilbar,  so  folgt  aus  der  Gleichung 
e«  —  Cd  =  qf^  dass 


(7) 


+  1, 

und  ferner,  weil  qf  quadratischer  Rest  von  p  ist,  dass 

©=(l) 

sein  muss ;  da  nun  die  beiden  ungeraden  Zahlen  /  und  o  relative 
Primzahlen  zu  einander,  beide  kleiner  als  3,  und  endlich  nicht 
beide  negativ  sind,  so  gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Kecipro- 
citätssatz,  d.  h.  es  ist 


©(7) =<-■>' 


/2(W-1).V2(/-1) 


und  hieraus  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen 


© 


(-l)V. 


'2(W-1).V2(/-1\ 


Da  ferner  e  eine  gerade  Zahl  ist ,  so  ist  auch  —  a  ^  qf  (mod.  4), 
also  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 

o  +  l        qf—l        q  —  1./" — 1/      jn\ 
-  ^  =  ^  =  4-  + -4- (mod.  2); 

multiplicirt  man  diese  Congruenz  mit  \{c}  —  1),  so  erhält  man  auf 
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der  linken  Seite  ein  Prodiict  aus  zwei  successiven  ganzen  Zahlen, 
also  gewiss  eine  gerade  Zahl,  und  hieraus  folgt  unmittelbar 
«  —  1/ —  1  CO  —  1  q  —  1 


,,-22       ("^'"^•2) 


und  also 


©=<• 


l)V2(W-l).V2(?-l)^ 
7/ 

was  zu  beweisen  war. 

2.  Ist  dagegen  /  theilbar  durch  p ,  so  kann  man  f  =  coq) 
setzen,  wo  (p  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  die  dasselbe  Zeichen 
wie  09  hat  und  ihrem  absoluten  Werthe  nach  <  q  ist.  Da  nun 
e^  —  cj  =  g CO g? ,  so  ist  auch  e  theilbar  durch  co  und  also  e  =  sai^ 
wo  e  wieder  eine  gerade  Zahl  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  nun 

a^co  —  1  =  qq)  ^ 
und  es  kann  daher  g?  nicht  durch  (o  theilbar  sein.    Nun  war  (d 
quadratischer  Rest  von  f  =  cocp^  und  folglich  auch  von  q) ,  also  ist 


(I) = & = 


=  +  1; 


ausserdem  folgt  aus  der  vorhergehenden  Gleichung,  dass  —  qq) 
quadratischer  Rest  von  o,  dass  also 


(i) = (^) 


ist;  da  endlich  von  den  beiden  ungeraden  Zahlen  —  cp  und  co  die 
eine  positiv  ist,  und  da  sie  relative  Primzahlen  zu  einander  und 
ausserdem  beide  <  q  sind,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten  Re- 
ciprocitätssatze 

und  folglich  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen 


(i)=(-^y' 


v-z(oi-i).y.Ä^+i), 


Da  nun  s  eine  gerade  Zahl  und  folglich  qcp  ^  —  1  (mod.  4)  ist, 
so  muss  die  eine  der  beiden  Zahlen  cp  und  q  von  der  Form 
4^^  -f  1 ,  die  andere  aber  von  der  Form  4^^  +  3  sein,  woraus  folgt, 
dass 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  g 
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^^  =  ^-j-  (mod.  2) 

und  also 

f^\  =  (_i)V.(w-i).V2(2-i) 

ist.     Also  ist  auch  für  diesen  Fall  der  Satz  bewiesen. 


§.  50. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  Theile ,  in  welchem  voraus^ 
gesetzt  wird,  dass  p  Nichtrest  von  q ,  und  q  von  der  Form  4  ^^  +  1 
ist,  und  in  welchem  bewiesen  werden  muss,  dass  q  Nichtrest  von 
p  ist.  Hier  fehlt  nun  die  Möglichkeit  eines  Ansatzes,  und  um  diese 
zu  gewinnen,  kommt  alles  darauf  an  nachzuweisen,  dass  ^^enigstens 
eine  Primzahl  p'  <  q  existirt,  von  welcher  q  quadratischer  Nicht- 
rest ist,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Primzahl  q  nicht  von 
allen  kleineren  Primzahlen  quadratischer  Rest  sein  kann.  Für  den 
Fall,  dass  q^b  (mod.  8)  ist,  hat  dieser  Nachweis  nicht  die  geringste 
Schwierigkeit ;  denn  dann  ist  l(q-\-  1)  ^  3  (mod.  4) ,  und  folglich 
muss  unter  den Primfactoren  dieser  Zahl  l(q-h  1),  welche  natürlich 
alle  <  q  sind,  mindestens  einer  p'  von  der  Form  4n-\-  S  sein ;  dann 
ist  aber  q^  —  1  (mod.  p')  und  folglich  quadratischer  Nichtrest 
einer  kleinern  Primzahl  p'.  Desto  schwieriger  war  dieser  Nachweis 
für  den  andern  Fall  zu  führen,  in  welchem  ^  ^  1  (mod.  8)  ist; 
und  Gauss  selbst  gesteht*),  dass  es  ihm  erst  nach  manchen  ver- 
geblichen Versuchen  gelungen  ist,  diese  capitale  Schwierigkeit  zu 
überwinden ;  er  gelangte  dazu  durch  folgende  äusserst  scharfsinnige 
Betrachtung. 

Es  sei  2ni  -j-  1  irgend  eine  ungerade  Zahl,  aber  kleiner  als  q. 
Wenn  nun  q  quadratischer  Rest  von  allen  ungeraden  Primzalüen 
^  ist,  welche  diese  ungerade  Zahl  2  m  +  1  nicht  übertreffen ,  so  ist 
nach  früheren  Sätzen  (§.  37)  die  Primzahl  q,  da  sie  ^  1  (mod.  8) 
und  also  von  jeder  Potenz  der  Zahl  2  quadratischer  Rest  ist,  auch 
quadratischer  Rest  von  jeder  Zahl,  welche  keine  anderen  ungeraden 
Primfactoren  als  die  Primzahlen  ^  enthält,  und  also  z.  B.  von  der 
Zahl 


J).  A.  art.  125. 
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Jf  =  1  .  2  .  3  .  4 {2m)  (2m  -j-  1); 

es  giebt  daher  positive  Zahlen  k  von  der  Beschaffenheit,  dass 

q  =  V  (mod.  M) 
ist,  und  zwar  muss  k  relative  Primzahl  zu  M  sein,  weil  2  m  +  1  <  3 
und  also  auch  q  relative  Primzahl  zu  Jf  ist.    Aus  dieser  Congruenz 
folgt  nun  weiter,  dass  in  Bezug  auf  den  Modul  31 

k(q-V)  (q-2^)  (q-3^)  .  .  .  (q-m^) 
=  k(k^—V)  (/i;2  — 22)  (7^2  —  32)  .  .  .  (k^  —  m^) 
=  (ki-m)  (k-{-m  —  l)...(k-i-l)  k(k—l)...(k  —  m'\-l)  {k  —  m) 
ist;    da   nun   nach   einem    frühern   Satze    (§.   15)  jedes   Product 
von  (2m-|-l)  successiven  ganzen  Zahlen  durch  M  theilbar,  und 
ausserdem  k  relative  Primzahl  zu  M  ist,  so  ist  das  Product 

Ö-l')Ö-22)Ö-32)...ö~m2) 
theilbar  durch  das  Product 

M=={m-{-l)  ((m  +  1)2  ~  12)  ((ni  +  1)2  ~  22)  .  .  .  ((m  +  ly  —  m^) 
d.  h.  das  Product 

1  rjT— P  q—2^  q  —  m^ 

m+  1  '  (m-{-  1)2—12  '  (^-}_i)2__22  ■  *  *  (m-f  1)2  —  ^2 

ist  nothwendig  eine  ganze  Zahl. 

Andererseits  leuchtet  ein,  dass  dies  Product  gewiss  keine 
ganze  Zahl  ist,  sobald  für  m  die  grösste  ganze  Zahl  unterhalb  Vq 
genommen  wird ;  denn ,  wenn  m  <  Vq  <  m  -\-  1  ist ,  so  sind  alle 
Factoren  dieses  Productes  echte  Brüche.  Da  nun  ausserdem 
2m  -\-l<2yq-]-  l<q  ist,  so  kann  für  diese  Zahl  m  die  Annahme 
nicht  zulässig  sein,  und  wir  haben  daher  folgenden  Satz  ge- 
wonnen : 

Ist  q  eine  TrimßaM  von  der  Form  ^n-\'\,  so  giebt  es  unter- 
halb 2  Fg;  -j-  1  und  folglich  auch  unterhalb  q  mindestens  eine  un- 
:geraäe  Primzahl  p',  von  welcher  q  quadratischer  NicMrest  ist. 


§•  51. 

Nachdem  für  jede  Primzahl  q  von  der  Form  4:n-\-l  die 
Existenz  einer  Primzahl  p'  <  q  nachgewiesen  ist,  von  welcher  q 
quadratischer  Nichtrest  ist,  gehen  wir  zum  Beweise  unseres  zweiten 
Theiles  über.     Jede  solche  Primzahl  p'  muss  Nichtrest  von  q  sein; 
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denn  wäre  y  Rest  von  g,  so  würde  aus  dem  schon  von  uns  be- 
wiesenen Theil  (§.  49) 


(?)  =  ^-  '^""''" 


-l).V-2(q-V  =   -\-l 


folgen,  was  mit  der  Voraussetzung  streitet.  Mithin  gilt  für  diese 
Primzahl  p'  das  Reciprocitätsgesetz.  Giebt  es  nun  ausser  p'  noch 
andere  ungerade  Primzahlen  p  <  q^  welche  Nichtreste  von  q  sind, 
so  ist  nur  zu  beweisen,  dass 

ist,  weil  hieraus  sogleich  folgt,  dass  q  Nichtrest  von  p  ist.  Da  nun 
der  Voraussetzung  nach  p'  und  p  quadratische  Nichtreste  von  q 
sind,  so  ist  pp'  quadratischer  Rest  von  g,  und  es  giebt  daher 
wieder  eine  gerade  Zahl  e  <  q  von  der  Beschaffenheit,  dass 

e2 — pp'  =  qcp 

und  €p  eine  ganze  Zahl  ist;  und  weil  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung eine  ungerade  Zahl  darstellt,  Avelche  ihrem  absoluten  Werthe 
nach  <  g2  ist,  so  ist  9  ebenfalls  eine  ungerade  Zahl  und  zwar 
<  q.  Je  nach  der  Beschaffenheit  dieser  Zahl  (p  zerfällt  nun  der 
Beweis  in  drei  Theile. 

1.    Ist  9  weder  durch  p  noch  durch  p'  theilbar,  so  ist 

und  dsi  qcp  quadratischer  Rest  von  p^)'  ist,  auch 
(^)  =  l     also    (JL)^(^)- 

da  ferner  die  beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  9?  und  pp' 
(von  denen  die  letztere  positiv  ist)  nur  solche  Primfactoren  ent- 
halten, welche  <  q  sind,  so  gilt  für  diese  beiden  Zahlen  auch  das 
verallgemeinerte  Reciprocitätsgesetz,  d.  h.  es  ist 


©(?)='-"■' 


{(p-l) .  VaCpp'-i; 


und  folglich,  mit  Berücksichtigung   der   beiden    vorhergehenden 
Gleichungen 

\pp'/       ^       ^ 
Da  aber  e  eine   gerade  Zahl,  so  ist  q(p  ^  —  pp'  (raod.  4),  also, 
da  g'  ^  1  (mod.  4)  ist, 


also 


und  folglich 
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(p  ^  — pp'  (mod.  4) 
^  ^-  ^^  (mod.  2) 

?^  .  ^J?f:-1  ^  0  (mod.  2) 


Ci^)  =  ^' 


Kpp'J 

was  zu  beweisen  war. 

2.  Ist  qp  durch  ^'  theilbar,  durch  j)  nicht  theilbar,  so  setze  man 
g)  :=  p'il)^  und,  da  auch  e  durch  p'  theilbar  sein  muss,  e  =  p' s; 
dann  ist  i/>  <  g  eine  durch  p  nicht  theilbare  ungerade ,  und  s  eine 
gerade  Zahl,  und  es  wird 

^£2 — p  =  qip. 

Hieraus  folgt  nun   zunächst  wieder  (da  i^    relative  Primzahl  zu 
ppf'  ist) 

ferner 

und 

und  folglich 

(*)  =  (^,)(t')Gt)=<~'>»-*'-(s)' 

da  endlich  x^  und  pp'  nur  solche  Primfactoren  enthalten ,  die  <  r/ 
sind,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatz 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  zwei  vorhergehenden  Gleichungen 

(-^\  =  ( iy/ÄP+i).'Mp'-i)-\-y-Äip-i)-yÄPP'-i), 

\pp'J 

Da  nun  a^  ^  o  (mod.  4)  und  ^  ^  1  (mod.  4),  so  ist  ip^  —  p  (mod.  4), 

folglich 

i(t-l)=i(iJ+l)(mod.  2), 
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also 

l(i'  +  i)-l(p'-i)  +  |(*-i)-lto'-i) 

=  i(P  +  1)  [Ki)'-  1)  +l(py-  1)]  (mod.  2), 
und  da  ferner  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 

i (py -  1)  =  |(jp -  1)  + 10' -  1)  (mod.  2) 
ist,  so  ergiebt  sich 

=  l(i'  +  l)-l(l'-l)  =  0(mod.2)^ 
und  folglich 

w)  ^  ^ ' 

was  zu  beweisen  war. 

Da  bei  diesem  Beweise  die  Annahme,  dass  q  Nichtrest  you  p^ 
ist,  gar  nicht  zur  Anwendung  gekommen  ist,  so  wird  durch  einfache 
Vertauschung  von  _p  mit  p'  der  Beweis  für  den  Fall  entstehen,  dass 
cp  durch  p  theilbar,  durch  p'  nicht  theilbar  ist;  denn  im  Uebrigen 
sind  sowohl  die  Voraussetzungen  als  auch  das  zu  beweisende  Re- 
sultat vollständig  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Primzahlen  p 
und  p'. 

3.  Ist  9  sowohl  durch  p>  als  auch  durch  p'  und  folglich  (da 
p  und  p'  verschiedene  Primzahlen  sind)  auch  durch  pp'  theilbar, 
so  setze  man  9  =  pp'  1/;,  und,  da  e  dann  ebenfalls  durch  pp'  theil- 
bar ist,  e  =  pp'  E\  dann  bedeutet  i)  eine  ungerade  Zahl  <  ^,  und 
£  eine  gerade  Zahl,  und  es  wird 

pp' 8"^ —  1  z=z  qip. 
Hieraus   folgt,  dass  pp'   relative  Primzahl  zu   1/;  und  ausserdem 
quadratischer  Rest  von  1^,  also 


(f) 


+  1 


ist;  ebenso  ergiebt  sich  aber,  dass  —  qil)  quadratischer  Rest  von 
jpp',  dass  also 


\pp'J      \pp'J 


ist;  nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitatssatze ,  welcher  offen- 
bar für  die  beiden  Zahlen  —  1/;  und  pp'  gilt,  ist  ferner 

(^)fö)  =  (-i)-^'-'-'"«^^". 
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und  hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  den  beiden  vorher- 
gehenden Gleichungen 

\PP')        ^       ^ 
Da  aber  £  eine  gerade  Zahl,  und  g  ^  1  (mod.  4),  so  ist  i/^  ^—  1 
{mod.  4),  also  |(i/;  +  1)  ei^ß  gerade  Zahl,  und  folglich 

(pF)  ""  ^' 

was  zu  beweisen  war. 

Hiermit  ist  nun  auch  der  zweite  Theil  des  Beweises  vollstän- 
dig geführt  und  dadurch  die  Allgemeingültigkeit  des  Reciproci- 
tätssatzes  von  Neuem  nachgewiesen  (ein  dritter  Beweis  findet  sich 
in  den  Supplementen  I.  §.  115).  Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich 
auch  die  Sätze  über  die  Charaktere  der  Zahlen  —  1  und  2  begrün- 
den, was  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag*). 


§.  52. 


Nach  allen  diesen  Untersuchungen  kehren  wir  nun  zurück  zu 
der  Beantwortung  der  zweiten  in  §.32  aufgeworfenen  Frage,  welche 
in  §.  39  auf  die  folgende  reducirt  ist : 

Von  welchen  ungeraden  Primmhlen  q  ist  die  gegebene  Zahl  I) 
quadratischer  Best? 

Auch  jetzt  fragen  wir  nur  nach  denjenigen  (positiv  genommenen) 
Primzahlen  g,  welche  nicht  in  D  aufgehen,  und  setzen  ausserdem 
der  Einfachheit  halber  voraus,  dass  D  kein  Quadrat  und  auch 
durch  kein  Quadrat  (ausser  1)  theilbar  ist,  weil  der  allgemeinere 
Fall  offenbar  sogleich  auf  diesen  einfachem  reducirt  werden  kann. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  nicht  blos  alle  diese  Primzahlen  q  (die 
Divisoren  der  Form  t'^  —  Du'^  nach  §.  39) ,  sondern  überhaupt  alle 
positiven  Zahlen  n,  welche  relative  Primzahlen  zu  2D  sind  und 
der  Bedingung 


*)  Diriehlet  a.  a.  0. 
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genügen,  in  einer  Anzahl  von  hestimmten  Linearformen,  d.  h.  von 
arithmetischen  Reihen  enthalten  sind,  deren  Differenz  entweder 
=  2  Z)  oder  =  41)  ist.  Da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  die  positive 
oder  negative  Zahl  B  durch  keine  Quadratzahl  theilbar  ist,  so  wird, 
wenn  wir  das  Product  aller  in  D  aufgehenden  positiven  ungeraden 
Primzahlen  p-^  p'  -,  p"  •  .  •  mit  P  bezeichnen ,  entweder  D  =^  ^F^ 
oder  D  =  +  2  P  sein ;  wenn  D  keine  ungerade  Primzahl  p  als 
Factor  enthält  (für  welchen  Fall  das  Resultat  aber  schon  in  den 
§§.  40,  41  oder  allgemeiner  in  §.  46,  5.  und  6.  angegeben  ist),  wird 
P  =  1  zu  setzen  sein.     Wir  unterscheiden  im  Ganzen  vier  Fälle. 

L    D  =  ±  P  =  1  (mod.  4). 

In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet, 
die  relative  Primzahl  zu  2D  ist,  zufolge  des  verallgemeinerten  Re- 
ciprocitätssatzes  (§.  46,  7.) 


©=© 


Da  nun  das  Symbol  rechts  für  alle  Zahlen  n,  welche  einer  und  der- 
selben Classe  (mod.  P)  angehören,  nach  §.  46,  3.  einen  und  den- 
selben Werth  besitzt,  so  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an,  ein 
vollständiges  System  von  tp  (P)  incongruenten  Zahlen  m  (mod.  P) 
zu  betrachten,  die  relative  Primzahlen  zu  P  sind,  und  für  jede  den 
Werth  des  Symbols  zu  bestimmen.  Es  ist  wichtig,  dies  etwas  näher 
zu  untersuchen. 

Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  Zahlen  h  existiren,  welche 
der  Bedingung 


(I) 


1  (1) 


genügen.  Denn  da  D  nicht  =  +  1  sein  kann,  und  folglich  P  min- 
destens eine  Primzahl  p  enthält,  so  wähle  man  einen  beliebigen 
Nichtrest  ß  von  p^  und  bestimme  h  (nach  §.  25)  durch  die  Be- 
dingungen 

h  =  ß  (mod.  p),     h  =  1  (mod.  P'), 
wo  P  :=  pP'  gesetzt  ist,  so  wird 

Nachdem  dieser  Punct  absolvirt  ist,  erkennt  man  leicht,  dass  die 
Anzahl  aller  incongruenten   Zahlen  b  (mod.  P) ,  welche  der  ße- 
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dingung  (1)  genügen,  =:  |9)(P),  und  folglich  die  Anzahl  aller  in- 
congruenten  Zahlen  a  (mod.  P),  für  welche 


©= 


+  1  (2) 

ist,  ebenso  gross  ist.    Denn  setzt  man 

wo  m  das  ganze  System  aller  cp  (P)  incongruenten  Zahlen  durch- 
laufen soll,  so  ist  S  gänzlich  unabhängig  von  der  Wahl  der  die 
einzelnen  Zahlclassen  repräsentirenden  Individuen  w;  da  nun^ 
wenn  h  eine  bestimmte  Zahl  von  der  Beschaffenheit  (1)  bedeutet, 
auch  die  Producte  hm  ein  solches  vollständiges  System  bilden,  so 
ist  auch 

und  folglich 

2©  =  0,  (3) 

mithin  ist  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Summe,  welche  den  Werth 
-|-  1  haben,  gleich  der  Anzahl  derjenigen,  welche  den  Werth  —  1 
haben;  d.  h.  die  Anzahl  der  Zahlclassen  a  ist  gleich  derjenigen  der 
Zahlclassen  h. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  man  die  Kepräsentanten  m  (oder 
a  und  h)  sämmtlich  ungerade  wählen  kann;  denn  ist  m  gerade,  so 
ist  m  -f-  P  eine  in  derselben  Zahlclasse  enthaltene  ungerade  Zahl. 
Dann  wird  also 

-h  1,    wenn     n  ^  a  (mod.  2P) 


(I) 


1,     wenn     n  ^  b  (mod.  2P) 


und  jede  (positive)  Zahl  ^,  welche  relative  Primzahl  zu  2  D  ist,  ist 
in  einer  und  nur  einer  dieser  arithmetischen  Reihen  (von  der 
Differenz  2D)  enthalten. 

Beispiel  1.  Ist  I)  =  -}-  P  =  21,  also  g?  (P)  =  12,  so  sind  die 
sämmtlichen  relativen  Primzahlen  zu  P  congruent 

±1,  ±2,  ±4,  ±5,  ±8,  ±10; 

bestimmt  man  nun  für  jede  dieser  Zahlen  den  Werth  des  Jacobi'- 
schen  Symbols  nach  §.  47,  so  ergiebt  sich 
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es  wird  daher 

in)  ~  +  ^'     ^'^^^^     w  =  1,  5,  17,  25,  37,  41  (mod.  42) 


( 


21\ 

— j  =  —  1,     wenn    >^  =  11,  13,  19,  23,  29,  31  (mod.  42). 


Beispiel  2.  Ist  Z)  =  —  P  =  —  15,  so  sind  die  zu  betrachten- 
den Zahlenclassen  folgende  ±l,±2,i:4,±7;  diese  zerfallen  in 
«=  +1,  +2,  +4,  —7,  und  &  ^—1,  —2,  —4,  +7.  Es  wird 
daher 

(-——)  =  +h    wenn    ^  ^  1,  17,  19,  23  (mod.  30) 

C^^)  =  —  1,     wenn    n  ^  7,  11,  13,  29  (mod.  30). 

Wir  gehen  nun  über  zu  dem  Fall 

IL    7)  rz=  ±  P  =  3  (mod.  4). 
Bedeutet  n  wdeder  eine  positive  relative  Primzahl  zu  2D,  so 
ist  nach  dem  allgemeinen  Reciprocitätssatz 

behalten  wir  dieselbe  Bezeichnung  wie  im  ersten  Falle  bei,  so  wird 

(  —  j  =  -f- 1 7     wenn     n  ^^  1  (mod.  4)    und    n  ^  a  (mod.  P) 
oder    n  ^  S  (mod.  4)    und    n  ^  b  (mod.  P) 
dagegen 

( —  j  =  —  1 ,  wenn  n  ^  l  (mod.  4)  und  n  ^  b  (mod.  P)  . 
oder  n  ^  3  (mod.  4)  und  n  ^  a  (mod.  P). 
Einem  jeden  solchen  Congruenzpaare  entspricht  aber  (nach  §.  25) 
eine  bestimmte  Classe  von  Zahlen  n  (mod.  4Pj;  man  erhält  daher 
cp  (P)  =  1 9  (4  P)  solche  Classen  von  Zahlen  w,  die  der  einen  Kate- 
gorie angehören,  und  ebenso  viele  Classen  von  Zahlen  ^,  die 
den  entgegengesetzten  Charakter  haben;  diese  Classen  bilden  arith- 
metische Reihen  von  der  Dilferenz  4Z).  Dies  Resultat  gilt  auch 
noch  in  dem  Falle  D  ~  —  1,  obgleich  dann  keine  Zahl  b  existirt. 
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Beispiel     Für  Z)  =  f  15  wird 

{-\  =  +  1,  wenn  n  =  1  (niod.  4),  ^  -f  1,  +  2,  -f  4,  —  7  (mod.  15) 

oder  n  =  ^  (mod.  4),  =  —  1,  —  2,  —  4,  -f  7  (mod.  15) 
dagegen 

(-\  =  +  1,  wenn  n  =  1  (mod.  4),  =  —  1,  —  2,  —  4,  -f  7  (mod.  15) 
oder  ?^^3(mod.4),  ^+1,  +2,  -f  4,  —  7  (mod.  15); 
hieraus  ergiebt  sich 

^— W+  1,    wenn    w  ^  1,  7,  11,  17,  43,  49,  53,  59  (mod.  60) 
C— ")=:—  1,    wenn    n  =  13,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  47  (mod.  60). 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  am  einfachsten,  wenn  man  die 
sämmtlichen  positiven  relativen  Primzahlen  zu  4P  darauf  prüft, 
ob  sie  der  einen  oder  andern  Kategorie  angehören,  und  sie  lässt 
sich  noch  durch  manche  Kunstgrifie  abkürzen,  die  hier  nicht  er- 
wähnt werden  können. 

IIL    D  =r  ±2P=  2  (mod.  8). 

In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  eine  positive  relative  Primzahl  zu 
D  bedeutet, 

g)  =  C-l)--(^), 

^und  folglich 

(~\  =  -f  1,    wenn    n  ^  ±1  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P) 
oder    w  =  ±  3  (mod.  8),  ^  b  (mod.  P) 
dagegen 

f—\  =  —  1,    wenn    n  ~  ±1  (mod.  8),  =  h  (mod.  P) 
oder    n^  ±3  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P) 

und  jedem  bestimmten  Congruenzpaare  entspricht  eine  bestimmte 
Zahlclasse  n(mod.  8P);  die  Zahlen  n  vertheilen  sich  daher  in 
arithmetische  Reihen  von  der  Differenz  41);  jeder  der  beiden 
Kategorien  gehören  gleich  viele  Zahlclassen  an. 
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Beispiel     Ist  D  =  —  6,  so  ergiebt  sich 

\—^)  =  -|-  1^    wenn    n  =  1,  5,  7,  11  (mod.  24) 


n 


—  1,    wenn    n  =  13,  17,  19,  23  (mod.  24). 


IV.    i)  =  ±  2  P  —  6  (mod.  8) 
In  diesem  Falle  ist 

(^)  =  (-i)«.-«+%(.-i)(»), 

und  folglich 


© 


-f  1,    wenn  n  =  1,  3  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P) 

oder  w  ^  5,  7  (mod.  8),  ^  h  (mod.  P) 
dagegen 

(  — j  =—1,    wenn  n  ^  1,  S  (mod.  8),  ^  &  (mod.  P) 

oder  n  ^  5,  7  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P). 

Die  Zahlen  n  vertheilen  sich  wieder  in  arithmetische  Reihen  von 

der  Differenz  4D;  jeder  der  beiden  Kategorien    gehören  gleich 
viele  Zahlclassen  an. 


Beispiel.    Für  D  =  -f  6  ergiebt  sich 

H-  1,    wenn    n  =  1,  5,  19,  23  (mod.  24) 
—  1,    wenn    ^  =  7,  11,  13,  17  (mod.  24). 


-    © 
© 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  die  vier  Fälle  sich  zusammen- 
fassen lassen,  wenn  man  zwei  positive  oder  negative  Einheiten 
d,  s  einführt,  so,  dass  ^  ==  -j-  1  oder  =  —  1,  je  nachdem  +P  ^  1 
oder  ^  3  (mod.  4),  und  dass  £  =  -f  1  oder  ==  —  1,  je  nachdem 
Z)  ungerade  oder  gerade  ist.  Die  vier  Fälle  stellen  sich  dann 
folgendermassen  dar: 

J)  =  ±    P  =  1  (mod.  4),  ö==-fl,  £==4-1; 

n  =  ±    F~3  (mod.  4) ,  d  =  —  1 ,  £  =  -f-  1 ; 

i)  =  ±2P  =  2  (mod.  8),  ö=+l,  £=—1; 

D  =  ±2P  =  6(mod.8),  ö=— 1,  £=~1. 
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Dann  ist  vermöge  des  allgemeinen  Keciprocitätssatzes  und  der  Er- 
gänzungssätze (§.  46) 


g)  =  öv.(«-«,v.(»-.0), 


wo  n  wieder  irgend   eine   positive  relative  Primzahl  zu  2  D  be- 
deutet. 

Lässt  man  n  ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen 
nach  dem  Modulus  4i)  durchlaufen,  welche  zugleich  positiv  und 
relative  Primzahlen  zu  2  D  sind,  so  ergiebt  sich  in  allen  vier  Fällen, 
dass  die  entsprechende  Summe 

ist;  im  ersten  Falle  genügt  es  schon,  dass  n  ein  solches  vollstän- 
diges ßestsystem  nach  dem  Modulus  2D  durchläuft. 


Vierter  Absclinitt. 

Von  den  quadratischen  Formen. 

§.  53. 

Unter  einer  Form  versteht  man  in  der  2ahlentheorie  im  All- 
gemeinen eine  ganze  rationale  Function  von  Variabein,  deren 
Coefficienten  ganze  Zahlen  sind  (vergl.  §.  39).  Je  nach  dem  Grade 
derselben  unterscheidet  man  lineare^  quadratische^  cuhische  Formen 
u.  s.  w.;  je  nach  der  Anzahl  der  vorkommenden  Variabein  spricht 
man  von  binären^  ternären  Formen  u.  s.  w.  Wir  werden  uns  im 
Folgenden  ausschliesslich  mit  Ausdrücken  von  der  Form 

ax^-]-2bxy  -\-  cy'^ 
beschäftigen ,  wo  a ,  5 ,  c  bestimmte,  gegebene  ganze  Zahlen,  x  und 
y  aber  unbestimmte,  variabele  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  wir 
werden  diese  homogenen  binären  quadratischen  Formen,  wo  kein 
Missverständniss  zu  besorgen  ist,  kurz  Formen  nennen. 

Wir  haben  dem  Coefficienten  des  Productes  xy  der  beiden 
Variabein  gleich  die  Gestalt  einer  geraden  Zahl  2h  gegeben,  weil 
die  Untersuchung  dadurch  erleichtert  wird;  sollte  in  einer  Form 
dieser  Coefficient  eine  ungerade  Zahl  sein,  so  würde  es  genügen, 
die  ganze  Form  mit  2  zu  multipliciren ,  um  diesen  Fall  auf  den 
obigen  zurückzuführen,  und  aus  den  Eigenschaften  der  so  erhaltenen 
Form  würde  man  mit  Leichtigkeit  auf  die  Eigenschaften  der  ur- 
sprünglichen Form  zurückschliessen  können. 
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Sind  die  drei  Glieder  in  der  obigen  Anordnung  geschrieben- 
so  nennt  man  a  den  ersten^  h  (nicht  2h)  den  zweiten^  c  den  dritten 
Coefficienten ;  a  und  c  fasst  man  auch  wohl  unter  dem  gemein- 
schaftlichen Namen  der  äusseren  Coefficienten  zusammen,  und 
nennt  dann  h  im  Gegensatz  den  mittlem  Coefficienten;  ähnlich 
heisst  X  die  erste,  y  die  ztveite  Variabele.  Eine  solche  Form  be- 
zeichnet man  wohl  auch  kurz  durch  das  Symbol  (a,  h^  e) ,  wenn  es 
sich  nur  darum  handelt,  die  Coefficienten  anzugeben,  von  denen 
allein  die  Eigenschaften  der  Form  abhängen  können. 

Wir  schliessen  nun  ein  für  alle  Mal  die  Fälle  aus,  in  welchen 
die  Form  sich  in  zwei  lineare  Factoren  mit  ra^iowaZet^  Coefficienten 
zerfallen  lässt,  weil  diese  eine  andere  und  zwar  einfachere  Be- 
handlung gestatten.  Zunächst  folgt  hieraus,  dass  in  den  Formen, 
mit  welchen  allein  wir  uns  beschäftigen  wollen,  keiner  der  äusseren 
Coefficienten  gleich  Null  sein  wird;  da  ferner 

ax^-\-2hxy  -]-cy^  =  —  ({ax^hyy  —  {h'^  —  ac)y^\ 

ist,  so  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Zahl  &2  —  ae  nie  eine  vollstän- 
dige Quadratzahl  sein  darf,    denn  sonst  würde  die  Form 

ax"^  -f  2hxy  -\-  cy^  = 
~  fax  +  (&  +  Vb''~ac)  ij\  (ax  +  (&  —  Vh'-  —  ac)  y\ 

ein  Product  aus  zwei  linearen  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 
sein.  Die  Zahl  52, —  ^^^  you  welcher,  wie  wir  sehen  werden,  die 
Eigenschaften  der  Form  (a,  &,  e)  hauptsächlich  abhängen,  heisst 
die  Determinante  *)  dieser  Form ;  wir  werden  sie  im  Folgenden  mit 
dem  Buchstaben  D  bezeichnen.  Die  unseren  Formen  (a ,  h ,  c) 
auferlegte  Beschränkung  besteht  also  darin,  dass  D  liein  Qua- 
drat ist. 

Euler  hat  sich  zuerst  mit  solchen  Formen,  aber  nur  von  spe- 
cieller  Natur,  beschäftigt;  erst  Lagrange  legte  den  Grund  zu  einer 
allgemeinen  Theorie  derselben,  die  dann  später  von  Legendre,  vor 
Allen  aber  durch  Gauss  vervollständigt  wurde. 

Ihre  Entstehung  verdankt  die  ganze  Theorie  dem  Probleme, 
zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  m  durch  die  gegebene  Form 
(a^h^c)  darstellbar  ist,  d.h.  ob  esspecielleWerthe von  x^y  giebt,  für 
welche  die  Form  den  Werth  m  erhält.    Doch  ist  zur  vollständigen 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  154. 


(1) 
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Lösung  desselben  die  Theorie  der  Transformation  erforderhch,  mit 
welcher  wir  uns  zunächst  beschäftigen  wollen. 


§.  54. 

Ebenso  wie  die  Gleichungen  der  Curven  in  der  analytischen 
Geometrie  ihre  Gestalt  ändern,  wenn  ein  anderes  Coordinaten- 
system  gewählt  wird,  so  geht  eine  quadratische  Form  (a,  6,  c) 
durch  Einführung  zweier  neuen  Variahein  in  eine  neue  quadrati- 
sche Form  {a\  h\  c')  über.  Sind  nämlich  x,y  die  Variabein  der 
Form  (a,  6,  c),  und  setzt  man 

X  =  ax'  -1-  i^y\ 
y  =  yx'  -\-dij 

wo  w,  /3,  y,  d  vier  bestimmte  ganze  Zahlen,  und  x\  y'  die  neuen 
Variabein  bedeuten,  so  wird 

ax^-}~2hxy-^cy^  =  a' x'^ -{- 2h'x'y' -}- c'y'^, 

und  die  Coefficienten  a\  h'^  c'  der  neuen  quadratischen  Form  hän- 
gen auf  folgende  Weise  von  denen  der  ursprünglichen  Form  und 
von  den  vier  Coefficienten  «,  /?,  y,  d  ab: 

a'  =  acc^-^2bcc'y  -]-  cy^ 

V  =  aaß-\-h(oid-\-ßy)^cyd  (2) 

c'  r=  aß^-i-2hßd-\rcd^. 

Man  drückt  den  Zusammenhang  der  beiden  Formen  kurz  so  aus: 
die  Form  ax"^  -{-  2hjxy  -\-  cy^  geht  durch  die  Transformation  oder 
Substitution  (1)  in  die  Form  a' x^^  -^  2b'x'y'  -\-  c'y'^  über.  Die 
Zahlen  a,  /3,  y,  d  heissen  der  Reihe  nach  der  erste,  zweite,  dritte^ 
vierte  Coefficient  der  Substitution.  Da  die  Wahl  der  Buchstaben 
zur  Bezeichnung  der  Variabein  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung 
ist,  und  die  Natur  der  Formen  und  Substitutionen  nur  von  den 
Coefficienten  abhängt,  so  drückt  man  sich  häufig  noch  kürzer  so 
aus:  die  Form  (a,  Z>,  c)  geht  durch  die  Substitution  oc,  ß^  y,  d 
oder  (yl  ^>)  in  die  Form  (a',  J',  c')  über;  und  diese  Ausdrucks- 
weise soll  nicht  mehr  oder  weniger  sagen,  als  dass  die  drei 
Gleichungen  (2)  Statt  finden.  Hierbei  ist  wohl  auf  die  Stellung 
der  Coefficienten  der  Formen  sowohl,  wie  derjenigen  der  Substi- 
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tution  zu  achten;  behalten  wir  die  eben  eingeführten  Bezeich- 
nungen bei,  so  müssen  wir  z.  B.  sagen,  dass  gleichzeitig  die  Form 

(a,  J,  c)  durch  die  Substitution  (^'  ^)  in  (a\  h\  c'), 
(«,  J,  c)       .        „  „  g'  «)   .    (c',  6',  a'), 

ie,  *,«)„„  „  (J'^  ^)  „   (c',  &',  a') 

Übergeht. 

Es  leuchtet  ein,  dass  jede  durch  die  zweite  Form  (a',  6',  d) 
darstellbare  Zahl  auch  durch  die  erste  Form  (a,  5,  c)  dargestellt 
werden  kann;  denn  wird  die  Zahl  m  durch  {a\  h\  c')  dargestellt, 
indem  den  Variabein  ic',  y'  die  specieilen  Werthe  /,  s'  ertheilt 
werden,  so  setze  man 

und  es  wird  die  Form  (a,  &,  c)  dieselbe  Zahl  m  darstellen,  sobald 
X  =  T^  y  =  s  gesetzt  wird.  Man  sagt  deshalb  auch:  die  Form 
(a,  &,  c)  enthält  die  Form  (a',  b\  c'),  oder  deutlicher:  die  Form 
(a' ,  h' ,  c')  ist  unter  der  Form  (a^  b,  c)  enthalten *) ;  eben  weil 
sämmtliche  durch  («',  h\  c')  darstellbare  Zahlen  unter  den  durch 
(a,  J,  c)  darstellbaren  enthalten  sind**). 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Eelation,  in  welcher  die 
Determinante 

B'  =z  y^  —  a'd 
der  neuen  Form  zu  der  der  früheren  steht;  substituirt  man  für 
a',  &',  c'  ihre  Ausdrücke  gemäss  den  Gleichungen  (2),  so  findet  man 
nach  leichten  Beductionen 

B'  ^{a^  —  ßyyB\ 

die  neue  Determinante  ist  daher  stets  gleich  der  alten  ^  multiplicirt 
mit  einer  Quadratsahl ;  beide  Determinanten  haben  also  auch  dasselbe 
Vorzeichen.     Da  wir  von  vorn  herein  Formen  ausschliessen,  deren 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  157. 

**)  lieber  die  Umkehrung  dieses    Satzes  siehe   Schering:    Theoremes  re- 
latifs  aux  formes  hinaires  quadratiqiies   qui  representent  les  memes  nom- 
Ires,  Journal  de  Mathematiques  publ.  p.  Liouville  T.  IV.  2®  serie.  1859. 
Dirichlet,    Zahlentheorie.  9 
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Determinanten  =  0  sind,  so  betrachten  wir  deshalb  auch  nur 
solche  Substitutionen  (;^'  ^),  für  welche  die  Coefficientenverbindung 
ad  —  ßy  (die  sogenannte  Determinante  der  Suhstitution)  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  hat.  Hieran  knüpft  sich  jedoch  noch 
eine  wichtige  Unterscheidung;  je  nachdem  nämlich  dieser  Ausdruck 
ad  —  ßy  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat,  soll  die  Sub- 
stitution (y'  ^)  eine  eigentliche  oder  uneigentliche  heissen,  und  diese 
Ausdrucksweise  soll  auf  die  Beziehung  zwischen  den  Formen  (a,  &,  c) 
und  (a\  h\  c')  übertragen  werden,  indem  wir  sagen,  dass  die  Form 
(a',  &',  c')  eigentlich  oder  uneigentlich  unter  der  Form  (a,  &,  c)  ent- 
halten sei,  je  nachdem  die  Substitution  ("^  ^),  durch  welche  die  letz- 
tere in  die  erstere  übergeht,  eigentlich  oder  uneigentlich  ist.  Um 
Missverständnisse  zu  vermeiden,  fügen  wir  sogleich  hinzu,  dass  eine 
Form  eine  andere  sowohl  eigentlich  als  auch  uneigentlich  enthalten 
kann;  denn  es  tritt  häufig  der  Fall  ein,  dass  eine  Form  einmal  durch 
eine  eigentliche,  ein  anderes  Mal  durch  eine  uneigentliche  Substi- 
tution in  eine  und  dieselbe  zweite  Form  transformirt  wird.  So 
z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch  die  eigentliche  Substitution 
{—\l  +?) ,  und  ebenso  durch  die  uneigentliche  Substitution  (^\]  JI3) 
in  die  andere  Form  ( — 5,  — 5,  18)  über;  die  erstere  enthält  daher 
die  letztere  sowohl  eigentlich  als  auch  uneigentlich. 

Man  nennt  ferner  zwei  Substitutionen  gleichartig^  wenn  sie 
beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich  sind,  ungleichartig^  wenn 
die  eine  eigentlich,  die  andere  uneigentlich  ist. 


§.55. 

Behalten  wir  die  vorhergehenden  Bezeichnungen  bei,  und  neh- 
men wir  an,  dass  die  Form 

(a',  5',  c')  =  a'x'^-\-2h'x't/  +  c'y'^ 
durch  eine  neue  Substitution 

x' =  a'x"i-ß'y" 

ij  =  y'x"  +  8'y" 
in  die  Form 

(a",  V\  c")  =  a"x'"^  +  2  h"  x"  y"  +  c^'y''^ 
übergeht,  so  geht  offenbar  die  erste  Form  (a,  &,  c)  durch  die  Sub- 
stitution 
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x=r.a{a'  af'  -f  ß'  y")  +  ß  {y'  x"  +  ö'  y") 
ij  =  y(a'  x"  +  ß'  y")  +  8  {y'  x"  +  ö'  y") 
oder 

X  =  {aa'  -f  ßy')x''  +  (c^/3'  -f  /3d')/ 

tj  =  (y «' +  ö>o  ^"  +  (r/3' +  öö')  y' 

in  die  dritte  Form  {a'\  &",  c")  über.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Enthält  eine  Form  eine  zweite^  diese  ivieder  eine  dritte^  so  ent- 
hält auch  die  erste  Form  die  dritte. 

Bezeichnet  man  nun  die  Coefficientenverhindung 
(««'  +  ßy')  {yß'  +  88^)-{cy.ß'  +  ß8')  (ya!  +  8y') 
mit    f,    so    ist  nothwendig   die   Determinante    der   dritten    Form 
D"  ==  E^I)\  da  aber  andererseits 

X>'  =  {(^8  —  ßyyD,  B"  =  {a'8'  —  ß'yyD\ 
also  auch 

D"  =  {a8  —  ßyy  («'  d'  —  /3'  /)2D, 
und  D  von  Null  verschieden  ist,  so  schliessen  wir  hieraus,  dass 

ist,    und    man   überzeugt   sich  leicht  durch  Vergleichung  beider 
Seiten,  dass  die  Quadratwurzel  in  folgender  Weise  auszuziehen  ist: 

s  =  (ad  —  ßy)  (a'ö'  —  ß'y'). 
Aus  dieser  Gleichung  (welche  einen  der  einfachsten  Sätze  der  De- 
terminantentheorie enthält)  folgt  noch  eine  w^esentliche  Vervoll- 
ständigung des  obigen  Satzes,  nämhch: 

Die  erste  Form  enthält  die  dritte  eigentlich  oder  imeigentlich^ 
je  nachdem  die  erste  die  Limite  in  derselben  oder  in  entgegengesetzter 
Art  enthält^  wie  die  ^iveite  die  dritte. 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort  und  transformirt  die  dritte 
Form  in  eine  vierte,  diese  in  eine  fünfte  u.  s.  f.,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar der  allgemeine  Satz:  Wenn  von  einer  Heihe  von  Formen 
jede  die  nächstfolgende  enthält^  so  enthält  die  erste  Form  auch  die 
letzte^  und  sivar  eigentlich  oder  uneigentlich,  je  nachdem  die  Anzahl 
der  hierbei  auftretenden  uneigentlichen  Substitutionen  -gerade  oder 
ungerade  ist. 

Die  Substitution,  durch  welche  die  erste  Form  unmittelbar  in 
die  letzte  transformirt  wird,  heisst  zusammengesetzt  aus  den  ein- 
zelnen successiven  Substitutionen;  um  die  Zusammensetzung  von 

9* 
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zwei  Substitutionen  anzudeuten,  wollen  wir  uns  bisweilen  der  Be- 
zeichnung 

/«,  ß\  /«',  ß'\  _  (aa'  +  ßy',  aß'  +  ßö' 
\Y,  0/  V/,  37  ^  \r«'  +  Sy\  rß'  +  Sä', 
bedienen;  offenbar  ist  es  im  Allgemeinen  nicht  erlaubt,  die  Ord- 
nung der  beiden  successiven  Substitutionen  umzukehren,  weil  hier- 
durch auch  die  resultirende  Substitution  geändert  würde.  So  ist  z.  B. 
(±1;  0  (±1:  It)  =  (tl:  ±p,  dagegen  (ij;  ±1)  (IJ;  ?)  =  (-;  ±1). 

Dagegen  ist  es  bei  drei  successiven  Substitutionen  Ä,  Ä',  S" 
gleichgültig,  ob  man  erst  S  und  S'  zusammensetzt,  und  dann  das 
Kesultat  SS'  mit  5"  verbindet,  oder  ob  man  S  mit  dem  Resultat 
S'  S"  der  zweiten  und  dritten  Substitution  zusammensetzt;  in 
Zeichen: 

(SS')S''  ==  S(S'S"). 
Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Begriffe  dieser  Zusammensetzung; 
denn  sind  (x^  y)^  {x\  y')^  (x'\  y")  und  {x"\  y'")  die  successiven  Va- 
riabein, so  ist  es  für  die  Ausdrücke  von  ^,  y  durch  x''\  y'"  gleich- 
gültig, ob  man  die  Variabein  x"^  y"  oder  die  Variabein  x\  y'  als 
Zwischenglieder  einschiebt. 

Ferner  ist  für  die  Folge  zu  bemerken,  dass  die  Substitution 
(o!  i)  ^^^  ^^^^  Zusammensetzung  stets  fortgelassen  werden  darf,  da 
sie  keine  Aenderung  hervorbringt. 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  der  obige  Satz  auch  so  ausgesprochen 
werden  kann:  Die  aus  den  Substitutionen  S^  S'^  S"  .  .  .  zusammen- 
gesetzte Substitution  SS'  S"  .  .  .  ist  eigentlich  oder  uneigentlich,  je 
nachdem  die  Anzahl  der  unter  ihnen  befindlichen  uneigentlichen 
Substitutionen  gerade  oder  ungerade  ist. 


§.  56. 

Besonders  wichtig  ist  nun  die  Frage:  wann  enthalten  zwei 
Formensich  gegenseitig?  Offenbar  ist  dann  das  System  aller  durch 
die  eine  Form  darstellbaren  Zahlen  identisch  mit  dem  System  der- 
jenigen Zahlen,  welche  durch  die  andere  Form  dargestellt  werden 
können.  Zwei  solche  Formen  werden  wir  äquivalente^')  nennen. 
Sind  D ,  D'  ihre  Determinanten,  so  muss  sowohl  D' :  D ,  als  auch 


'-■)   Gauss:  J).  A.  art.   157. 
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D:D'^  eine  ganze  Quadratzahl,  also  eine  ganze  positive  Zahl  sein, 
und  hieraus  folgt  als  eine  für  die  Aequivalenz  zweier  Formen  er- 
forderliche Bedingung,  dass  ihre  Determinanten  D  und  D'  gleich 
sein  müssen. 

Diese  Bedingung  ist  aber  umgekehrt  nicJit  hinreichend,  um  auf 
die  Aequivalenz  schliessen  zu  können.  Dies  ist  erst  dann  gestat- 
tet, wenn  man  ausserdem  weiss,  dass  die  eine  der  beiden  Formen 
die  andere  enthält.  In  der  That,  wenn  die  beiden  Formen  («,  &,  c) 
und  (a',  &',  c')  gleiche  Determinanten  haben,  und  wenn  ausserdem 
die  erstere  durch  die  Substitution 

X  =  ccx'  -{-  ßy' 

y  =  7x'-\-^y' 

in  die  letztere  übergeht,  so  folgt  aus  der  Relation 

D'  =:=  {a8  —  ßyyD 
und  der  Gleichheit  von  D'  und  1)  die  Gleichung 

a8  —  ßy  =±  1 
und  hieraus,  wenn  man  zur  Abkürzung  ad  —  ßy  =  +  1  =  s  setzt, 
x'  =z  -\-  8ÖX  —  sßy 
!/'  =  —eyx-\-  say 

und  es  geht  daher  durch  diese  Substitution  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  die  Form  («',  b\  c')  in  die  Form  (a,  ö,  c)  über;  also  sind  in 
der  That  beide  Formen  einander  äquivalent.     Die  Substitutionen 


\y,  8)  \~^y,  +£«/ 


deren  jede  die  inverse  der  andern  heisst,  und  durch  deren  Zu- 
sammensetzung immer  die  Substitution  (J;  J)  entsteht,  sind  offenbar 
entAveder  beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich;  je  nachdem  das 
Eine  oder  das  Andere  Statt  findet,  sollen  die  beiden  Formen  ei- 
gentlich oder  uneigentlich  äquivcilent'^)  heissen. 

Sowie  wir  eben  gesehen  haben,  dass  die  eine  von  zwei  äqui- 
valenten Formen  in  die  andere  immer  durch  eine  Substitution 
("'§>)  übergeht,  in  welcher  ad  —  ßy  =  Azl  ist,  so  leuchtet  auch 
umgekehrt  ein,  dass  durch  jede  solche  Substitution  eine  beliebige 
Form  nothwendig  in  eine  ihr  äquivalente  transformirt  wird;  denn 
die  Determinanten  beider  Formen  sind  einander  gleich.     Hierin 


')  Gauss:  I).  Ä    art.  158. 
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bestellt  also  die  erforderliche  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Aequivalenz  zweier  Formen. 

Aus  dem  Begriffe  der  Aequivalenz  ergiebt  sich  unmittelbar, 
dass  jede  Form  sich  selbst  eigentlich  äquivalent  ist;  denn  sie  geht 
durch  die  eigentliche  Substitution  (J|  J)  in  sich  selbst  über.  Dies 
ist  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes,  welcher  sehr  oft 
zur  Anwendung  kommen  wird:  Wenn  sivei  Formen  (a,  &,  e)  und 
(a,  &',  c')  von  gleicher  Determinante  D  denselben  ersten  Coefficienten 
a  hohen  ^  und  wenn  ihre  mittleren  Coefficienten  5,  h'  einander  con- 
gruent  sind  in  Be^ug  atif  den  Modul  a,  so  dass  V  =  aß  -{-  h;  so 
sind  die  beiden  Formen  eigentlich  äquivalent  ^  und  die  erstere  geht 
durch  die  eigentliche  Substitution  (J|  f)  in  die  letztere  über. 

Ferner  bemerke  man  folgende  Fälle  der  uneigentlichen  Aequi- 
valenz: Zwei  entgegengesetste"^^)  Formen  (formae  oppositae)^  d.  h. 
zwei  Formen  (a,  &,  c)  und  {a^  —  5,  c) ,  welche  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  des  mittlem  Coefficienten  unterscheiden,  sind  stets 
uneigentlich  äquivalent,  indem  die  eine  durch  die  Substitution  (J|  _J) 
in  die  andere  übergeht.  Dasselbe  gilt  von  zwei  Gefahrten^^) 
{formae  sociae)^  d.  h.  von  zwei  Formen  (a,  &,  c)  und  (c,  6,  a),  welche 
dieselben  Coefficienten,  nur  in  umgekehrter  Folge,  haben;  die  eine 
geht  in  die  andere  durch  die  Substitution  (J^  J)  über. 

Aus  diesen  beiden  Fällen  folgt  wieder  durch  Zusammensetzung 
dass  die  beiden  Formen  (a,  &,  c)  und  (c,  —  ?>,  a)  eigentlich  äquivalent 
sind;  denn  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution 
(_J;J)über. 


§.57. 


Auch  hier  bei  der  Aequivalenz  schliesst  die  eine  Art  derselben 
die  andere  nicht  aus;  es  kommt  häufig  der  Fall  vor,  dass  zwei 
Formen  einander  sowohl  eigentlich  als  uneigentlich  äquivalent 
sind;  in  dem  oben  (§.  54)  angeführten  Beispiel  sind  wirklich  die 
beiden  Formen  (3,  13,  18)  und  ( — 5,  — 5,  18)  eigentlich  und  un- 
eigentlich äquivalent;    die  erstere" [geht  durch  die  Substitutionen 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  159. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  187. 
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(jlj'  5)  und  (i}|  lg)  in  die  letztere  über ,  und  umgekehrt  diese  in 
jene  durch  die  inversen  Substitutionen  (J^  J)  und  (±i;  ±i) . 

Wenn  zivei  Formen  sowohl  eigentlich  als  uneigentlich  äquiva- 
lent sind^  so  ist  jede  von  ihnen  sich  seihst  uneigentlich  äquivalent. 

Denn,  wenn  die  Form  («,  &,  c)  durch  jede  der  beiden  Substi- 
tutionen 


f'''^  l^'\    und    r«"'  1^") 


in  denen 

in  die  Form  («',  h\  c')  übergeht,  so  geht  {a\  h\  c')  durch  jede  der 
beiden  inversen  Substitutionen 


r+^;'-^;)  und  rv^i'+C) 


in  (a,  h^  c)  über;  und  hieraus  folgt,  dass  (a,  5,  c)  durch  jede  der 
beiden  zusammengesetzten,  und  zwar  noth wendig  uneigentlichen 
Substitutionen 

(;:;?)t";iS") -(?.?:)  (i?;+f:) 

in  sich  selbst  übergeht.  So  z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch 
die  uneigentlichen  Substitutionen  (IJ'  [)  (l^'  ±f)  =  (1^'  +^)  und 
(±1:  i?)  (J;  ?)  =  (±4:  ±3)  in  sich  selbst  über. 

Es  ist  kein  Zufall,  dass  diese  beiden  auf  verschiedene  Art 
zusammengesetzten  Substitutionen  identisch  ausfallen;  setzt  man 
nämlich 

so  findet  man  zunächst 

und  wir  haben  daher,  um  die  Identität  dieser  beiden  Substitutionen 
nachzuweisen,  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  jeder  uneigentlichen 
Substitution  (y,  ^),  durchweiche  eine  Form  in  sich  selbst  übergeht, 
stets  der  erste  und  vierte  Coefficient  einander  gleich,  aber  ent- 
gegengesetzt sind.  Dies  geschieht  leiciit  auf  folgende  Weise.  Wenn 
die  Form  (a,  &,  c)  durch  die  uneigentliche  Substitution  (^'^  ^)  in  sich 
selbst  übergeht,  so  ist 

a«2  ^(2ha  -\-  cy)y  =  a 
accß-]-h(ad-{-ßy)-j-cyd  =  h 
ccd  —  ßy=::—l. 
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Die  zweite  dieser  drei  Gleichungen  geht,  wenn  man  der  dritten 
gemäss  ßy  durch  ad  -\-  1  ersetzt,  in  folgende  über: 

aaß-{-(2ba-i-cy)8  =  0; 
eliminirt  man  aus  dieser  und  aus  der  ersten  jener  drei  Gleichungen 
die  Grösse  2hc6-\-  cy^  so  erhält  man,  wenn  man  den  Factor  a  weg- 
wirft (der  ja  von  Null  verschieden  ist,  weil  sonst  die  Determinante 
D  eine  Quadratzahl  wäre),  die  Kelation 

(a2_l)d^   ^    Oißy^ 

woraus  mit  Rücksicht  auf  aö  —  ßy  =  —  1  wirklich  folgt,  dass 
ö  =  —  a  ist,  was  zu  beweisen  war. 


§.  58. 

Jede  uneigentliche  Substitution,  durch  welche  eine  Form  (a,  5,  c) 
in  sich  selbst  übergeht,  ist  daher  nothwendig  von  der  Form  (^'  j:^), 
und  es  ist  also  gleichzeitig  a'^ -\- ßy  :=  1.  Von  besonderm  Interesse 
ist  der  specielle  Fall  y  =  0;  dann  ist  w  =  ±  1  und  entsprechend 
+  aß  =  2h\  eine  solche  Form,  deren  doppelter  mittlerer  Coefficient 
durch  den  ersten theilbar  ist,  soll  eine  amhigeYorm  ( forma anceps) 
heissen*).  Und  umgekehrt  ist  leicht  zu  sehen,  dass  jede  ambige 
Form  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent  ist;  denn  wenn  (a,  &,  c) 
eine  solche  Form,  und  also  2b  =  aß  ist,  so  geht  (a,  ö,  c)  wirklich 
durch  die  uneigentliche  Substitution  (Jj  If)  in  sich  selbst  über. 
Dasselbe  gilt  offenbar  von  jeder  Form,  welche  einer  ambigen  Form 
äquivalent  ist;  aber  es  besteht  auch  der  umgekehrte  Satz:**) 

Wenn  eine  Form  sich  seihst  uneigentlich  äquivalent  ist^  so  gieht 
es  stets  eine  ihr  äquivalente  ambige  Form. 

Beweis.  Es  sei  (p  eine  solche  Form,  welche  durch  die  un- 
eigentliche Substitution  ("'  +^)  in  sich  selbst  übergeht ;  ist  y  =  0, 
so  wissen  wir,  dass  (p  selbst  eine  ambige  Form,  und  folglich  der 
Satz  richtig  ist.  Ist  aber  y  von  Null  verschieden,  so  suchen  wir 
eine  eigentliche  Substitution  (J'^  <") ,  durch  welche  die  Form  cp  in 
eine  ihr  äquivalente  ambige  Form  übergeht,  die  wir  mit  il)  bezeich- 
nen wollen.     Da  also  Ig — ^v  =+  1,  und  folglich  '^  durch  die 


*)    Gauss:   D.  A.  art.  163.     Vergl.  Kummer  im  Monatsbericht  der  Ber- 
liner Akademie  vom  18.  Februar  1858. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  164. 
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inverse  Substitution  (^f; '^'i)  in  cp  übergeht,  so  muss  iß  durch  die 
offenbar  uneigentHche,  aus  den  drei  successiven  Substitutionen 

zusammengesetzte  Substitution  in  sich  selbst  übergehen.  Der 
dritte  Coefficient  dieser  Substitution  ist 

und  es  kommt  nur  darauf  an ,  zwei  relative  Primzahlen  2 ,  v  so  zu 
bestimmen,  dass  dieser  Coefficient  =  0  wird;  denn  dann  ist  ^ 
eine  ambige  Form.  Diese  Forderung  reducirt  sich,  wenn  man 
mit  y  multiplicirt  und  bedenkt,  dass  a^-{-ßy  =  1  ist,  auf  die 
folgende : 

^^  ^  V  y  cc  -f-  1 

da  unserer  Annahme  nach  y  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man 
also  X  und  v  dieser  Forderung  gemäss  bestimmen,  und  zwar  als 
relative  Primzahlen,  wenn  man  den  Bruch  («il):/  auf  seine 
kleinste  Benennung  X  :  v  bringt.  Dies  Letztere  ist  erforderlich, 
weil  ja  die  vier  Coefficienten  A,  f^,  v^  q  der  Gleichung  Xq  —  ^v=l 
genügen  müssen.  Sobald  nun  X  und  v  auf  dem  angegebenen  Wege 
bestimmt  sind,  so  kann  man  dann  unendlich  viele  Werthenpaare 
für  Q  und  ^  (nach  §.  24)  finden,  welche  diese  letzte  Forderung  er- 
füllen. Auf  diese  Weise  ist  also  wirklich  aus  (Z\  JlQ  eine  eigent- 
liche Substitution  {y\^)  gefunden,  welche  die  gegebene  Form  cp  in 
eine  ihr  äquivalente  ambige  Form  i^  transformirt ,  und  hierdurch 
der  obige  Satz  bewiesen. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  obige  Form  (3,  13,  18),  welche 
durch  die  uneigentliche  Substitution  (1^»  ig)  in  sich  selbst  übergeht; 
wir  haben  also  nur 

i.  _  ^  ±  1 
V  — 4 

zu  setzen;  nehmen  wir  das  obere  Zeichen,  so  ist  A  =  +  1,  i;r=i{i  1 
zu  setzen,  und  entsprechend  Q  -\-  ^  =  i:  1.  Nehmen  wir  die  obern 
Zeichen  und  ^  =  1,  ^  =  0,  so  erhalten  wir  die  Substitution  (+J'  J), 
durch  welche,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  die  Form  (3,  13,  18)  in 
die  Form  ( — 5,  — 5,  18)  übergeht,  weichein  derThat  eine  ambige 
Form  ist. 

Ferner:    Die  lorm   (7,  1,  —  1)  gelit  durch   die  Ulieigentliche 
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Substitution  (Ig^  +2)  in    sich   selbst  über;    in   diesem  Fall    haben 
wir  also 

V  ~~    —3 
zu  setzen;  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  wieder  das  obere 
Zeichen,  so  können  wir  wieder  l  =  l,i;---=  —  1,  q  z=  l,fi,=:0 
setzen;  und  in  der  That  geht  die  Form  (7,  1,  — 1)  durch  die  Sub- 
stitution (jij;  J)  in  die  ambige  Form  (4,  2,  —  1)  über. 


§.  59. 

Wir  verlassen  hiermit  diesen  interessanten  Gegenstand  und 
beschäftigen  uns  von  jetzt  an  ausschliesslich  mit  der  eigentlichen 
Aequivalenz;  nur  diese  soll  im  Folgenden  gemeint  sein,  wenn 
schlechthin  von  Aequivalenz  gesprochen  wird;  ebenso  soll  unter 
Substitution  immer  nur  noch  die  eigentliche  Substitution  verstan- 
den sein.  Werden  daher  zwei  Formen  /, /'  äquivalent  genannt, 
so  bedeutet  dieser  Ausdruck  stets  (§.  56),  dass  eine  Substitution 
(yl^)  existirt,  deren  Coefiicienten  der  Bedingung  ocd  —  ßy  =+  1 
genügen,  und  durch  welche /in/'  übergeht;  umgekehrt  geht  dann 
/'  in  /  über  durch  die  inverse  Substitution  (_y'  ~^),  deren  Coefii- 
cienten derselben  Bedingung  da  —  ( — ß)( — 7)  =: -f- 1  genügen. 
Aus  dem  allgemeinen  Satze  des  §.  55  geht  nun  folgender  specielle 
hervor:  Sind  ^wei  Formen  einer  dritten  äquivalent^  so  sind  sie  auch 
einander  äquivalent;  und  dieser  Satz  bildet  die  Grundlage  für  den 
wichtigsten  Begriff  in  der  ganzen  Theorie  der  quadratischen  Formen. 

Es  sei  /  eine  bestimmte  gegebene  Form  von  der  Determinante 
D,  und  F  der  Inbegriff  aller  der  Formen/,  /',  f"  .  .  .,  welche  mit 
/  äquivalent  sind;  zufolge  des  eben  erwähnten  Satzes  sind  nun  je 
zwei  in  dem  System  F  vorkommende  Formen  /',  /"  ebenfalls  äqui- 
valent; ist  daher/'  irgend  eine  in  jP  vorkommende  Form,  so  ist  das 
System  aller  mit  /'  äquivalenten  Formen  identisch  mit  dem  System  F. 
Ein  solches  System  unter  einander  äquivalenter  Formen  soll  eine 
Classe  von  Formen  *)  oder  eine  Formenclasse  heissen,  und  es  leuchtet 
ein,  dass  durch  irgend  ein  Individuum  einer  solchen  Classe  alle 
anderen  derselben  Classe  angehörenden  Formen   vollständig   be- 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  223. 
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stimmt  sind;  man  kann  daher  immer  ein  solches  Individuum  als 
Bepräsentantcn  der  Formendasse  ansehen. 

Es  würde  nicht  schwer  sein  zu  beweisen,  dass  es  in  jeder 
solchen  Formendasse  unendlich  viele  Individuen  giebt,  d.  h.  dass 
die  Anzahl  der  Formen,  in  welche  eine  gegebene  Form  /  durch  die 
unendlich  vielen  verschiedenen  Substitutionen  ("'^  ^)  übergeht,  in 
denen  cc8  —  ßy  =-f  1,  unendlich  gross  ist,  obgleich  es  vorkommen 
kann,  und  zwar  bei  positiven  Determinanten  immer  vorkommt,  dass 
unendlich  viele  von  diesen  Substitutionen  die  Form  /  nur  in  eine 
und  dieselbe  Form/'  transformiren;  allein  dieser  Nachweis  hat  für 
uns  zunächst  kein  Interesse.  Von  grösserer  Wichtigkeit  und  von 
dem  grössten  Interesse  ist  dagegen  die  folgende  Betrachtung. 

Denkt  man  sich  alle  Formen  von  einer  und  derselben  Deter- 
minante D  in  ihre  verschiedenen  Classen  eingetheilt,  und  wählt 
man  aus  jeder  Classe  nach  Belieben  eine  Form  als  Repräsentanten 
derselben,  so  erhält  man  ein  sogenanntes  vollständiges  System 
nicht  äquivalenter  Formen  für  diese  Determinante  D;  die  funda- 
mentale und  vollständig  charakteristische  Eigenschaft  eines  solchen 
vollständigen  Formensystems  S  besteht  darin ,  dass  jede  beliebige 
Form  von  der  Determinante  D  stets  einer,  aber  auch  nur  einer 
von  den  in  diesem  System  S  enthaltenen  Formen  äquivalent  ist. 
Die  Anzahl  dieser  verschiedenen  Classen  (und  also  auch  ihrer  Re- 
präsentanten in  dem  vollständigen  Formensystem  S)  ist  nun,  wie 
sich  zunächst  für  negative,  später  auch  für  positive  Determinanten 
herausstellen  wird,  eine  endliche,  und  wir  bezeichnen  absichtlich 
schon  jetzt  die  genaue  Bestimmung  dieser  Classenanzahl  für  eine 
gegebene  Determinante,  welche  innig  mit  den  schönsten  algebrai^ 
sehen  und  analytischen  Untersuchungen  dieses  Jahrhunderts  ver- 
knüpft ist,  ^Is  die  letzte  und  hauptsächlichste  von  uns  zu  lösende 
Aufgabe. 

Der  Weg  zu  diesem  Ziele  wird  gebahnt  durch  die  Lösung  der 
beiden  folgenden  Hauptprobleme  in  der  Theorie  der  Aequivalenz: 

I.  Zu  entscheiden,  oh  zwei  gegebene  Formen  von  gleicher  De- 
terminante  äquivalent  sind,  also  derselben  Classe  angehören,  oder 
nicht. 

IL  Alle  Substitutionen  zu  finden,  durch  welche  die  eine  von 
zwei  gegebenen  äquivalenten  Formen  in  die  andere  übergeht. 

Es  wird  aber  gut  sein,  die  Beschäftigung  mit  diesen  beiden 
Problemen  dadurch  zu  motiviren,  dass  wir  zeigen,  wie  die  Theorie 
der  Darstellung  der  Zahlen  durch  quadratische  Formen  vollständig 
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auf  dieselben  zurückgeführt  werden  kann;  und  so  schicken  wir  im 
Folgenden  einige  Hauptsätze  dieser  Theorie  voraus. 

t 


§.60. 

Man  nennt,  wie  schon  im  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnt 
ist,  eine  ganze  Zahl  m  darstellbar  durch  die  quadratische  Form 
(a,  &,  c),  wenn  es  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  giebt,  welche  der  Glei- 
chung 

aa;2  -j-  2  hxy  -}-  cy'^  =  m  (1) 

genügen.  Wir  können  uns  aber  zunächst  auf  sogenannte  eigentliche 
Darstellungen  {x^  y)  beschränken,  in  welchen  die  beiden  darstellen- 
den Zahlen  x^  y  relative  'Primzahlen  sind;  denn  ist  d  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  von  x  und  y^  so  ist  m  nothwendig  theilbar 
durch  ^2;  setzt  man  nun  x  ^=  x'  b^  y  ■=:  y'  8  und  m  =  m'  d'^^  so 
wird  m'  offenbar  durch  die  Form  (a^b,c)  dargestellt,  wenn  x' undy' 
als  darstellende  Zahlen  genommen  werden.  Da  nun  die  letztern 
relative  Primzahlen  sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass,  sobald  alle 
eigentlichen  Darstellungen  der  Zahlen  bekannt  sind,  hieraus  die 
übrigen  (uneigentlichen)  Darstellungen  leicht  gefunden  werden 
können;  wir  schliessen  daher  die  letztern  von  unserer  jetzigen  Be- 
trachtung ganz  aus.  Dies  vorausgeschickt,  schreiten  wir  zur  Er- 
forschung der  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedingungen  für 
die  Darstellbarkeit  einer  gegebenen  Zahl  m  durch  eine  gegebene 
Form  (a,  &,  c). 

1.  Wir  nehmen  also  an,  die  obige  Darstellung  (1)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (a,  &,  c)  von  der  Determinante  D  =  &2  —  ^^ 
sei  eine  eigentliche,  d.  h.  x  und  y  seien  relative  Primzahlen.  Dann 
giebt  es  (nach  §§.  22,  24)  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen 
Zahlen  |,  ry,  welche  der  unbestimmten  Gleichung  ersten  Grades 

xrj—yl:=i-l  (2) 

Genüge  leisten.  Wählen  wir  ein  solches  Paar  |,  rj  nach  Belieben 
aus,  so  geht  (nach  §.  56)  die  Form  (et,  &,  c)  durch  die  Substitution 
(y'  |)  in  eine  äquivalente  Form  (w,  n,  l)  über ,  deren  erster  Coeffi- 
cient  zufolge  (1)  die  dargestellte  Zahl  m  ist;  der  mittlere  Coeffi- 
cient  wird 

n  =  (ax  -\-  by) |  +  (^^  +  ^ ?/) n^  (3) 
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und  der  dritte  Coefficient  l  ergiebt  sich,  da  beide  Formen  (nach 
§.  56)  dieselbe  Determinante  haben,  aus  der  Gleichung  n^  —  ml^=B 
,  (denn  m  kann  nicht  =  0  sein ,  weil  sonst  D  ein  Quadrat  wäre). 
Da  nun  dieser  dritte  Coefficient  l  nothwendig  eine  ganze  Zahl  ist, 
so  folgt,  dass  D  quadratischer  Best  von  m,  tmd  dass  0  =  n  eine 
Wurzel  der  Congruenz 

z-  ^  D  (mod.  m)  (4) 

ist. 

2.  Gesetzt  nun,  man  nimmt  statt  der  beiden  Zahlen  |,  y]  irgend 
ein  anderes  Paar  von  Zahlen  |',  7^',  welche  derselben  Bedingung 
(2)  genügen,  so  geht  die  Form  (a,  &,  c)  durch  die  Substitution 
C'  r')  ebenfalls  in  eine  äquivalente  Form  (m,  n\  V)  über,  und  man 
erhält  wieder  eine  Wurzel 

n'  =  (ax  -|-  by)  |'  -|-  (bx  -}-  cy)  rj' 
der  Congruenz  (4).  Es  ist  nun  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen, 
in  welcher  Beziehung  diese  zu  der  früheren  steht.  Da  der  Vor- 
aussetzung nach  X7]  —  y^  =  1  ^  xy{  — 1/|',  also  auch  x(t^'  —  t?) 
=  y{^  —  Ö  ist ,  und  x  und  y  relative  Primzahlen  sind ,  so  muss 
I'  —  I  durch  X  theilbar  sein ;  nennen  wir  den  Quotienten  v^  so  folgt 

^  —  l^xv,    rl  —  y\  -\-yv; 

alle  denkbaren  Auflösungen  derOleichung  (2)  sind  daher  in  diesen 
Formeln  enthalten,  in  welchen^  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet; 
und  umgekehrt,  jedem  ganzzahligen  Werthe  von  v  entsprechen 
zwei  Zahlen  |',  r}\  welche  der  Gleichung  (2)  genügen.  (Dies  gilt 
selbst  dann  noch,  wenn  eine  der  beiden  Zahlen  x^  y  gleich  Null, 
und  folglich  die  andere  =  +  1  ist.)  Substituirt  man  nun  die  vor- 
stehenden Ausdrücke  in  den  von  n',  so  erhält  man,  mit  Berücksich- 
tigung von  (1)  und  (3),  das  Resultat 

n'  =  n-\-  mv^    also  n'  ^  n  (mod.  m). 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Wurzeln  n  der  Congruenz  (4),  welche  auf 
die  obige  Art  aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Darstellung  (x^  y) 
der  Zahl  m  durch  die  Form  (a,  &,  c)  abgeleitet  werden  können,  die 
sämmtlichen  Individuen  einer  und  derselben  Zahlclasse  (mod.  m) 
sind,  also  nur  eine  und  dieselbe  Wurzel  dieser  Congruenz  bilden 
(§.  21);  jedes  Individuum  dieser  Zahlclasse  wird,  wenn«;  alle  ganzen 
Zahlen  durchläuft,  d.  h.  wenn  man  der  Beihe  nach  alle  Auflösungen 
^,  7}  der  Gleichung  (2)  betrachtet,  ein  Mal  und  auch  nur  ein  Mal 
erzeugt.    Man  sagt  daher,  die  Darstellung  (^,  y)  der  Zahl  m  gehöre 
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zu  dieser  Wurzel  n  (mocl.  m)  der  Congruenz  (4),  weil  durch  den 
angegebenen  Process  nur  diese  und  keine  andere  Wurzel  derselben 
zum  Vorschein  kommt. 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Form  (a,  Z>,  c)  durch  die  sämmt- 
lichen  Substitutionen  (J'  fX  deren  erster  und  dritter  Coefficient  die 
beiden  darstellenden  Zahlen  x  und  y  sind,  in  unendlich  viele  äqui- 
valente Formen  (m,  w,  7)  übergeht  (vergl.  §.  56),  deren  gemeinschaft- 
licher erster  Coefficient  die  dargestellte  Zahl  m  ist,  während  der 
mittlere  Coefficient  n  alle  Zahlen  einer  völlig  bestimmten  Classe 
(mod.m),  und  zwar  jedes  Individuum  derselben  nur  ein  Mal,  durch- 
läuft*). 

3.  Das  Vorhergehende  reicht  hin,  um  übersehen  zu  können, 
dass  die  Aufgabe^  alle  eigentlichen  Barstellungen  einer  gegebenen 
Zahl  m  durch  eine  gegebene  Form  (a,  ?>,  c)  2u  finden^  auf  die  Lö- 
sung der  beiden  Probleme  zurückkommt,  die  wir  am  Schluss  des 
vorigen  Paragraphen  aufgestellt  haben.  Man  untersuche  zunächst, 
ob  D  quadratischer  Rest  von  m  ist  oder  nicht;  im  letztern  Fall 


*)  Es  liegt  nahe ,  die  Zalilclasse  n  (mod.  m)  unmittelbar  aus  der  gege- 
benen Darstellung  {x^  y)  selbst  zu  bestimmen,  ohne  Zuziehung  der  Zahlen 
I,  7}.  Die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3),  welche  beide  vom 
ersten  Grade  in  Bezug  auf  S,  t]  sind,  giebt 

mr]  z=i:  ax-{~{h-\-n)yj    — m|  =  (&  —  n)x-\-cy, 
und  hieraus  folgen  die  Congruenzen 

—  yn  ^  ax-{-by,    xn  ^  hx-\-cy {mod.  m), 
durch  welche  die  Zahlclasse  n  (mod.  m),  wie  man  leicht  erkennt,  vollständig 
bestimmt  ist.  — 

Wir  schalten  an  dieser  Stelle  noch  folgenden  Satz  ein,  von  welchem 
wir  später  Gebrauch  machen  werden:  Giebt  es  zwei  ganze  Zahlen  x,  y, 
welche  den  Bedingungen 

ax^-[-2l)xy-\- cy^  =  m 
a aj  -}-  (&  -j-  w)  2/  =  0,  {h  —  n)  ^  -}-  C2/  =  0  (mod,  m) 
genügen,  wo  ?w,  n,  a,  b,  c  gegebene  Zahlen  bedeuten,  deren  erste  von  Null 
verschieden  ist,  so  ist  die  Form  {a,  b,  c)  mit  einer  Form  (w,  ii,  l)  äquiva- 
lent, deren  erste  beide  Coefficienten  m,  n  sind.  Denn  setzt  man  die  auf  der 
linken  Seite  der  beiden  Congruenzen  befindlichen  Ausdrücke  resp.  gleich 
mr],  — ml,  so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  x,  y  und  Addition 
m{xri  —  yl)  =  m,  also  x^]  —  yl  ==:-|-l,  woraus  dann  das  üebrige  leicht 
folgt.  Dass  ferner  umgekehrt,  wenn  zwei  Formen  (a,  b,  c)  und  (m,  n,  l) 
äquivalent  sind,  stets  zwei  Zahlen  x,  y  existiren,  welche  den  vorstehenden 
Bedingungen  genügen,  leuchtet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  ein.  Mithin 
ist  die  Existenz  zweier  solcher  Zahlen  x,  y  vollkommen  charakteristisch  für 
die  Aequivalenz  der  beiden  Formen. 
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ist  m  durch  keine  einzige  Form  der  Determinante  D  eigenthch  dar- 
stellbar; im  erstem  Fall  bestuume  man  alle  incongruenten  Wurzeln 
der  Congruenz  (4),  und  verfahre  mit  jeder  emzelnen,  wie  folgt.  Es 
sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten  Wurzel,  und 
zwar  n-  =  D  -\-  ml^  so  ist  (m,  w,  l)  eine  bestimmte  Form  von  der 
Determinante  D.  Giebt  es  nun  eine  Darstellung  (x^  y)  der  Zahl 
m  durch  (a,  h^  c),  welche  zu  der  durch  n  repräsentirten  W^urzel 
der  Congruenz  (4)  gehört,  so  ist  die  Form  (a,  &,  c)  äquivalent  mit 
(m,  w,  ?),  und  die  Darstellung  (x^  y)  liefert  eine  und  nur  eine  Sub- 
stitution (^'  ^),  durch  welche  die  erstere  in  die  letztere  übergeht. 
Es  muss  daher  zunächst  entschieden  werden,  ob  die  beiden  gege- 
benen Formen  (a,  &,  c)  und  (m,  ^,  l)  von  der  Determinante  D  äqui- 
valent sind,  oder  nicht  —  dies  ist  das  erste  der  beiden  genannten 
Probleme;  gesetzt  nun,  die  beiden  Formen  erweisen  sich  als  nicht 
äquivalent,  so  existirt  keine  einzige  zu  dieser  Wurzel  n  gehörige 
Darstellung  der  Zahl  m  durch  die  Form  (a,  &,  c).  Zeigt  es  sich 
aber,  dass  die  beiden  Formen  äquivalent  sind,  so  müssen  alle  Sub- 
stitutionen (^'  ^)  aufgesucht  werden,  durch  welche  (a,  6,  c)  in  (m,  w,  T) 
übergeht  —  dies  ist  das  siveite  Problem.  Der  erste  und  dritte 
Coefficient  {x  und  ij)  einer  jeden  solchen  Substitution  bilden  dann 
auch  wirklich  eine  eigentliche  zu  der  Wurzel  >^  gehörige  Darstellung 
der  Zahl  m  durch  (a,  &,  c),  und  da,  wie  schon  bemerkt,  aus  jeder 
solchen  Darstellung  (^,  y)  umgekehrt  eine  und  nur  eine  solche 
Substitution  (^'  |)  entspringt,  so  erhält  man  durch  die  sämmtlichen 
Substitutionen  der  angegebenen  Art  auch  alle  zu  n  gehörigen  Dar- 
stellungen, und  jede  nur  ein  Mal.  Genau  in  derselben  Weise  ver- 
fährt man  mit  den  übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4),  deren  An- 
zahl, falls  m  und  D  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  37  zu  be- 
stimmen ist. 


§.  61. 

Nachdem  wir  uns  in  der  vorhergehenden  Digression  davon 
überzeugt  haben,  dass  in  der  That  die  Theorie  der  Darstellung 
vollständig  auf  die  beiden  (in  §.59)  erwähnten  Probleme  der  Lehre 
von  der  Aequivalenz  zurückgeführt  werden  kann,  so  wenden  wir 
uns  nun  zu  der  Lösung  derselben.  Das  erste ^  zu  erkennen,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  Determinante  äquivalent  sind  oder  nicht, 
erfordert  von  vornherein  ganz  verschiedene  Methoden,  je  nachdem 
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die  Determinante  positiv  oder  negativ  ist ;  in  beiden  Fällen  ist  aber 
die  Lösung  von  der  Art,  dass,  wenn  die  Aequivalenz  der  beiden 
Formen  erkannt  wird,  zu  gleicher  Zeit  auch  eine  Transformation 
der  einen  in  die  andere  gefunden  wird.  Da  also  bei  zwei  wirklich 
äquivalenten  Formen  immer  eine  solche  Transformation  durch  die 
Lösung  der  ersten  Aufgabe  gefunden  ist,  so  besteht  das  ziveite 
Problem  nur  noch  darin,  aus  einer  solchen  Transformation  alle 
anderen  zu  finden;  und  da  die  Lösung  desselben  zunächst  nicht 
von  dem  Vorzeichen  der  Determinante  abhängt,  sondern  für  po- 
sitive wie  für  negative  Determinanten  Anfangs  eine  gleichmässige 
Behandlung  zulässt,  so  stellen  wir  es  dem  andern  voran. 

Unsere  Aufgabe  ist  also  die,  aus  einer  Substitution  X,  durch 
welche  eine  Form  cp  in  eine  äquivalente  Form  il)  übergeht,  alle 
Substitutionen  S  zu  finden,  welche  denselben  Erfolg  haben.  Wir 
können  dieselbe  sogleich  durch  einige  Bemerkungen  bedeutend 
vereinfachen,  indem  wir  sie  auf  den  einfachsten  Fall  reduciren,  in 
welchem  beide  Formen  identisch  sind.  Denn  gesetzt,  wir  kennen 
alle  Substitutionen  T,  durch  welche  die  Form  qp  in  sich  selbst 
übergeht,  so  geht  (p  offenbar  durch  alle  Substitutionen  TL  in  die 
andere  Form  ip  über.  Alle  diese  Substitutionen  TL  gehören  also 
zu  den  gesuchten  Substitutionen  S.  Jetzt  behaupten  wir  auch  um- 
gekehrt, dass  auf  diese  Weise  alle  Substitutionen  S  erzeugt  werden, 
und  jede  nur  ein  einziges  Mal;  denn  bezeichnen  wir  mit  L'  die  in- 
verse  Substitution  von  L  (durch  welche  also  die  Form  i/;  in  die 
Form  (p  zurückkehrt),  so  ist  jede  in  der  Form  SL'  enthaltene  Sub- 
stitution eine  solche,  durch  welche  die  Form  (p  in  sich  selbst  über- 
geht, und  gehört  mithin  zu  den  mit  T  bezeichneten  Substitutionen, 
so  dass  wir  SL'  =  T  setzen  können.  Da  nun  die  aus  L'  und  L 
zusammengesetzte  Substitution  L' L  :=  (J;  J)  ist,  so  folgt  hieraus 
SL' L  =  S  =  TL^  also  wird  wirklich  jede  Substitution  S  auf  die 
angegebene  Art  erzeugt.  Dass  endlich  jede  Substitution  S  nur  ein 
einziges  Mal  erzeugt  wird,  leuchtet  hieraus  ebenfalls  ein;  ist  näm- 
lich TL  =  S,  so  ist  T  =  SL',  also  ist  die  Substitution  T,  durch 
welche  eine  bestimmte  Substitution  S  erzeugt  wird,  immer  eine 
vollkommen  bestimmte,  so  dass  zwei  verschiedene  Substitutionen 
T  auch  zwei  verschiedene  Substitutionen  S  erzeugen. 

Da  also  der  Complex  der  Substitutionen  S  vollständig  mit 
dem  Complex  der  Substitutionen  TL  übereinstimmt,  wo  L  die  ge- 
gebene Substitution  bedeutet,  durch  welche  die  Form  qp  in  die 
äquivalente  Form  ijj  übergeht,  so  kommt  es  nur  noch  darauf  an, 


Quadratische  Pormeti.  145 

alle  Substitutionen  T  zu  linden ;  unser  Problem  ist  daher  auf  das 
folgende  zurückgeführt: 

Alle  Substitutionen  zu  finden^  durch  welche  eine  Form  in  sich 
seihst  iibergeht. 

Bevor  wir  zur  Lösung  desselben  schreiten,  stellen^  wir  eine 
Betrachtung  an,  welche  für  die  Folge  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 
Bedeutet  ö  den  grössten  (positiven)  gemeinschaftlichen  Theiler  der 
drei  Zahlen  a,  2ö,  c,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  durch  die  Form 
(a,  &,  c)  darstellbaren  Zahlen  durch  ö  th  eilbar  sind,  und  wir  wollen, 
wo  kein  Missverständniss  zu  besorgen  ist,  diese  Zahl  ö  kurz  den 
Theiler  der  Form  (a,  b^  c)  nennen.    Dann  sind  zwei  Fälle  möglich: 

1.  Ist  2b  :  ö  eine  gerade  Zahl,  so  geht  ö  in  5,  und  folglich  ö^ 
in  der  Determinante  D  =  b^  —  ac  auf;  imd  umgekehrt,  wenn  6^ 
in  D  aufgeht,  so  ist  b  durch  6  theilbar,  also  2b  :  ö  eine  gerade 
Zahl;  zugleich  ist  dann  öder  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der 
drei  Coefficienten  a,  &,  c. 

2.  Ist  26  :  ö  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  ö  jedenfalls  gerade, 
und  (?2  geht  nicht  in  D,  wohl  aber  in  4  D  auf,  und  zwar  ist 

4D        /2&\2        a  c        ,  ,      .    ,. 

also  4Z)^ö2(mod.  4ö2);  und  umgekehrt,  wenn  4Z)^  ö2(mod.  4ö2j, 
so  ist  auch  (2by  ^  6-  (mod. 4ö2),  folglich  2b  :  6  eine  ungerade 
Zahl;  zugleich  ist  |ö  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  drei 
Coefficienten  a,  6,  c. 

Der  Theiler  ö  einer  jeden  Form  von  der  Determinante  I)  ge- 
nügt daher  entweder  der  Bedingung  D  ^  0  (mod.  ö-),  oder  dieser 
4  2)  ^  ö2  (mod.  4(J2);  umgekehrt,  ist  ö  eine  positive  Zahl,  welche 
der  einen  oder  andern  dieser  Bedingungen  genügt,  so  existiren 
auch  Formen  (a,  &,  c)  von  der  Determinante  D,  deren  Theiler  6  ist- 
je  nachdem  nämlich  6  der  ersten  oder  der  zweiten  Bedingung 
genügt,  ist 

(ö,  0,^)    oder    (ö,|ö,£!:=i^) 

eine  Form  von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  ö,  und  zwar 
die  sogenannte  einfachste  solche  Form  (forma  simplicissima);  die 
einfachste  Form  (1,*0,  —  I))  vom  Theiler  1  heisst  die  Hauptform 
{forma  principalis)  der  Determinante  D  *). 


•*)   Gauss:  V.  A.  artt.  231,  25. 

Dirichlet,    Zahlentlioorie  10 
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Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  x  der  drei  Coefficienteii 
ö,  ?>,  c  einer  Form  (a,  &,  c)ist  im  ersten  Fall  =  (?,  im  zweiten  =  |(t; 
ist  nun  r  ==  1 ,  so  heisst  die  Form  eine  ursprüngliche'^)  {forma 
primitiva),  und  zwar,  wenn  6=1  ist,  eine  Form  der  ersten  -4r^**) 
(forma  proprieprimitiva  oder  forma  propria  nsich.  Gauss)^  dagegen, 
wenn  ö  =  2  und  also  2)  e^  1  (mod.  4)  ist,  eine  Form  der  zweiten 
Art  (forma  improprie  primitiva  oder  forma  impropria).  Ist  ferner 
r  >  1,  und  a  =  ra\  h  =  rh',  c  =  rc',  b'b' —  a'c'  =  D\  D  =  t'^D', 
so  heisst  die  Form  (a,  5,  c)  abgeleitet  (derivata)  aus  der  ursprüng- 
lichen Form  (a\  b\  c!)  der  Determinante  D'. 

Aus  den  Formeln  der  Transformation  [§.  54,  (2)]  geht  nun 
hervor,  dass,  wenn  eine  Form  (a\  b\  c')  unter  einer  Form  (a,  &,  c) 
enthalten  ist,  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen  a^lb^  c 
auch  gemeinschaftlicher  Theiler  der  Zahlen  a\  2  b\  c'  sein  muss, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  je  zwei  äquivalente  Formen  den- 
selben Theiler  ö  besitzen;  mithin  kommt  dieser  Theiler  allen  zu 
einer  und  derselben  Classe  gehörigen  Formen  gemeinschaftlich  zu, 
und  kann  daher  füglich  der  Theiler  der  Formenclasse  genannt 
werden.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  dem  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  t  der  Coefficienten  a,  5,  c  einer  jeden  zu  einer  be- 
stimmten Classe  gehörigen  Form  (a,  6,  c).  Hiernach  leuchtet  von 
selbst  ein,  was  unter  der  einfachsten  Classe  vom  Theiler  ö,  unter 
der  Hauptclasse^  unter  einer  ursprünglichen  Classe  der  ersten  oder 
zweiten  Ärt^  oder  unter  einer  abgeleiteten  Classe  zu  verstehen  ist. 
Endlich  bildet  der  Inbegriff  aller  Formen  von  gleicher  Determi- 
nante D  und  von  gleichem  Theiler  6  eine  sogenannte  Ordnung  ***) 
(ordo)^  und  aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  dieselbe  der  Coni- 
plex  aller  Classen  der  Determinante  I)  ist,  welche  den  Theiler  a 
haben. 

§.  62. 

Es  sei  nun  ( J' '")  irgend  eine  Substitu  tion ,  durch  welche  die 
Form  (a,  &,  c)  von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  ö  in  sich 
selbst  übergeht,  so  ist  zunächst 

Xq  —  ^v  =  l  (1) 

*)   Gauss:  I).  A.  art.  226. 
**)  Biriclilet:  Mecherches  sur  diverses  applications  de  Vanalyse  infini- 
tesimale ä  la  theorie  des  nomJjres.     2"  partie.  §.  7.     Crelle's  Journal  XXI. 
***)   Gauss:  D.  A.  art.  226. 
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und  ferner  (nach  §.  54) 

al^-^lhlv^ev'^  =  a\      ■  (2) 

al^  -\-h{XQ  -\-  ^v)  -\-  cvQ  =  b]  (3) 

da  aus  diesen  drei  Gleichungen  schon  folgt,  dass  (a,  Z>,  c)  in  eine 
äquivalente  Form  übergeht,  deren  erster  und  zweiter  Coefficient 
a  und  h  sind,  so  ist  der  letzte  Coefficient  c'  der  neuen  Form  wegen 
der  Gleichheit  der  Determinanten  nothwendig  =  c;  und  folglich 
drücken  diese  Gleichungen  vollständig  aus,  dass  (J' '^)  eine  Sub- 
stitution der  verlangten  Art  ist  (dies  würde  nicht  ebenso  vollstän- 
dig geschehen,  wenn  man  die  Gleichung  Xq  —  ^v  —  1  durch  die 
andere  Gleichung  a^^ -]- 2h^() -\- cq^  =  c  ersetzen  wollte;  denn 
dann  würde  man  rückwärts  nur  schliessen  können ,  dass  Xq  —  ^v 
=  ±  1  ist). 

Wir  behandeln  diese  drei  Gleichungen  mit  den   vier  Unbe- 
kannten A,  fi,  v^  Q  auf  folgende  Weise. 

Wird  Xq  durch  ^v -\- l  ersetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  (3) 
die  Form 

ak^ -\- 2h^v -\- CVQ  =  0 

an;  verbindet  man  hiermit  die  Gleichung  (2)  und  eliminirt  einmal 
2^,  dann  c,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (1) 
die  beiden  folgenden: 

a^  -^  cv  =  0;    aß  —  q)  -\-  2bv  =  0. 
Da  a  von  Null  verschieden  ist  (weil  sonst  D  eine  Quadratzahl 
wäre),  so  kann  man  folglich 

a  c        ,  2  b  ,.. 

setzen,  worin  u  eine  neue  unbekannte,  aber  ganze  Zahl  bedeutet, 
weil  V,  ^,  l  —  Q  ganze  Zahlen  sind,  und  ö  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Divisor  von  a,  c^  2b  ist.  Setzen  wir  diese  Ausdrücke  für  ^ 
und  V  in  die  Gleichung  (1),  so  erhalten  wir 

Iq  =  —  —  n'^-yi, 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  dem  vorstehenden  Ausdruck  für 
X  —  Q  die  Gleichung 

(A  +  9)2==(A--9)2  +  4A^=    ^"^'^7     ^ 
oder 
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Hieraus  ergiebt  sich,  dass  l^ß-{-Q)  jedenfalls  eine  gan^e 
Zahl  sein  muss,  die  wir  mit  t  bezeichnen  wollen,  so  dass 

k-\-Q  =^  und  P  =r  Du^  +  ö2  (5) 

ist. 

Wir  können  die  vorstehende  Untersuchung  mit  Rücksicht  auf 
(4)  und  (5)  in  Folgendem  zusammenfassen*): 

Ist  (J'  f{)  eine  Substitution,  durch  welche  die  Form  (a,  &,  c)  von 
der  Determinante  D  und  vom  Theiler  6  in  sich  selbst  übergeht,  so 
ist  stets 

.  t  —  bu         cu 

~       ä      '    ^  ~  ö 

au  t  -\-bu 

^  ~  ~ö~'  ^  ""        0 

tvo  t,  u  sivei  ganze  Zahlen  bedeuten^  ivelche  der  unbestimmten  Glei- 
chung 

p  —  Bu'^  —  (52  (IIj 

Genüge  leisten. 

Aber  dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Sind  t,  u  zwei  ganze  der  Gleichung  (II)  genügende  Zahlen^  so 
sind  die  durch  die  Gleichungen  (I)  bestimmten  Zahlen  A,  ^i,  v,  q  die 
ganzzahligen  Coefficienten  einer  Substitution  (J'^  ^),  durch  welche 
die  Form  (a,  b,  c)  in  sich  selbst  übergeht. 

Dies  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Zunächst  ist  zu  be- 
weisen, dass  A,  JA,  V,  Q  ganze  Zahlen  werden;  da  ö  in  a  und  in  c 
aufgeht,  so  sind  v  und  fi  ganze  Zahlen;  da  ferner  ö^  in  4Z)  und 
zufolge  (II)  auch  in  if^  aufgeht,  so  ist  2t  theilbar  durch  ö,  und 
da  6  auch  in  2  b  aufgeht,  so  sind  2  A  und  2  q  ebenfalls  ganze  Zah- 
len, deren  Summe  ==  4f  :  ö,  also  eine  gerade  Zahl  ist;  mithin  sind 
2  A  und  2  q  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade ;  da  aber 
ihr  Product 


—  J^  —  ^^^-  __  .(^^  —  acu^ 


='{^-',H 


(52  02 

gerade  ist,  so  sind  2  A  und  2  q  gerade  Zahlen,  also  A  und  q  ganze 
Zahlen. 

Nachdem  dieser  erste  Punct  sichergestellt  ist,  findet  man 
leicht  durch  wirkliche  Substitution  der  Ausdrücke  (I)  unter  Be- 
rücksichtigung der  Gleichung  (II),    dass  die  drei  Relationen   (I), 


*)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  art.  162. 
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(2)  und  (3)  identisch  erfüllt  sind,  dass  also  in  der  That  die  Form 
(a,  ^,  c)  durch  die  Substitution  (j^'^  fi)  in  sich  selbst  übergeht. 

Aus  jeder  bekannten  Substitution  (l'/i)  kann  daher  (z.  B.  durch 
die  Gleichungen  u  =  öv  :  a,  t  =  6  X -\-  hu)  eine  Auflösung  ^,  u 
der  Gleichung  (II)  gefunden  werden,  und  umgekehrt.  Es  ist  aber 
wichtig,  zu  bemerken,  dass  zwei  verschiedenen  Substitutionen  auch 
zwei  verschiedene  Auflösungen  der  Gleichung  (II)  entsprechen,  und 
umgekehrt  zwei  verschiedenen  Auflösungen  der  Gleichung  (II)  auch 
zwei  verschiedene  Transformationen  der  Form  (et,  l^  c)  in  sich 
selbst.  Denn  die  Relationen  (I)  sind  derartig,  dass  gegebenen 
Werthen  ^,  u  ein  und  nur  ein  System  von  Werthen  A,  ft,  v^  ^,  und 
umgekehrt  gegebenen  Werthen  von  A,  ft,  v,  q  ein  und  nur  ein  System 
von  Werthen  ^,  u  entspricht. 

Hiermit  ist  also  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst ,  son- 
dern nur  auf  das  andere  reducirt : 

Alle  ganzmliligen  Auflösungen  der  unbestimmten  Gleichung  (II) 
zu  finden. 

Dieses  letztere  bietet  nun  nicht  die  geringste  Schwierigkeit 
dar,  sobald  die  Determinante  D  negativ  ist.  Wenn  nämlich  z/  ihr 
absoluter  Werth,  also  D  =  —  ^  ist,  so  hat  die  Gleichung  (II) 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Auflösungen  ^,  w,  und  zwar  ist,  wenn 

1 .  D  ^  0  (mod.  ö2),  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  Gleichung 
immer  --=  2,  sobald  z/  >  02  ist;  diese  Auflösungen  sind  offenbar 

t  =  -{-  6^     11  =  0     und     t  =  —  ö,     w  =  0 ; 
im  Fall  z/  =  02  ist  aber  die  Anzahl  der  Auflösungen  =  4;  diese 
sind 

t  =  6^    u  =  0;     t  =  —  (?,    t*  =  0; 

^  =  0,    11  =  1;     ^  =  0,        u  =  —  1. 

2.  Ist  4D  =  ö2  (mod.4ö2)  und  folglich  4z/  =  3ö2  (mod.4ö2), 
so  ist  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  Gleichung  stets  =2  2,  so  oft 
4  z/  >  3(52,  also  4  z/  ^  7  ö2;  diese  sind 

t  =  ö^     u  =  0;     und     t  =  —  ö,     u  =  0; 
im  Fall  4  z/  =  3  02  ist  aber    die  Anzahl   der  Auflösungen  =  6 ; 
diese  sind 

t=-\-ö,u~0;    t  =  -\-l6,  u=-\~l;    t  =+lö,  u=—l; 
t=  —  6^  u  =  0]    t=  — 1(?,  i*=r;:  — 1;    ^=:=  — lö,  ^*=-^-l. 
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§.63. 


Bei  weitem  schwieriger  ist  die  Theorie  der  Gleichung  (II)  für 
den  Fall  einer  positiven  Determinante  D,  und  hierin  zeigt  sich 
zuerst  die  grosse.  Verschiedenheit  in  der  Natur  der  Formen  von 
positiver  und  derer  von  negativer  Determinante.  Wir  lassen  daher 
diese  Untersuchung  für  jetzt  fallen,  um  sie  später  (in  §.83)  wieder 
aufzunehmen,  nachdem  das  andere  in  §.  59  erwähnte  Problem  der 
Lehre  von  der  Aequivalenz  seine  Lösung  gefunden  haben  wird. 
Auch  bei  diesem  stellt  sich  etwas  Aehnliches  heraus,  indem  es  durch- 
aus nothwendig  wird,  die  Formen  von  positiver  und  negativer  De- 
terminante vollständig  gesondert  zu  behandeln;  und  da  auch  hier 
die  Formen  von  negativer  Determinante  weit  weniger  Schwierig- 
keiten darbieten,  so  behandeln  wir  diese  zunächst. 

Um  aber  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen, 
schicken  wir  eine  Bemerkung  voraus,  welche  sich  gleichmässig  auf 
Formen  von  positiver  wie  von  negativer  Determinante  bezieht. 
Offenbar  geht  eine  Form  (a,  &,  a'),  in  welcher  wir  absichtlich  den 
letzten  Coefficienten  nicht  mit  c,  sondern  mit  a'  bezeichnen,  durch 
eine  Substitution  von  der  Form  (_5|  J>)  in  eine  äquivalente  Form 
über,  deren  Coefficienten 

sind;  diese  Form  (a',  6',  a")  soll  der  Form  (a,  &,  a')  nach  rechts 
henachhart*)^  und  ebenso  soll  die  letztere  (a,  &,  a')  der  andern 
{a\  h\  et")  nach  Units  henachbaH  heissen.  Das  Charakteristische 
der  Beziehung  zweier  solcher  .benachbarter  Formen  q)  und  <p' 
(formae  contiguae)  besteht  erstens  darin,  dass  sie  dieselbe  Deter- 
minante haben,  zweitens^  dass  der  letzte  Coefficient  a'  der  einen 
Form  (p  zugleich  der  erste  Coefficient  der  andern  Form  (p'  ist, 
drittens^  dass  die  Summe  ihrer  mittlem  Coefficienten  b  -\rb'  durch 
diesen  gemeinschaftlichen  Coefficienten  a'  theilbar  ist.  Denn  haben 
zwei  Formen  cp  und  (p'  diese  drei  Eigenschaften,  und  setzt  man 
b  -]-b'  =  —  a'd^  so  geht  in  der  That  die  Form  cp  durch  die  Sub- 
stitution 


u.  i) 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  160. 
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in  eine  neue  Form  über,  deren  erste  beide  Coefficienten  a\  V  mit 
denen  der  Form  9'  übereinstimmen;  und  da  die  neue  Form  jeden- 
falls der  Form  9?  äquivalent  ist,  also  auch  dieselbe  Determinante 
wie  ^  und  folglich  auch  wie  ^)^  hat,  so  muss  sie  mit  g)'  identisch 
sein  *). 


§.64. 


Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Untersuchung,  ob  zwei  gegebene 
Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  7)  =  —  z/  äquivalent 
sind  oder  nicht.  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  äusseren 
Coefficienten  a  und  c  einer  solchen  Form 

^  =  ax'^  +  2  hxy  -[-  cy'^ 
nothwendig  gleiche  Vorzeichen   haben,    da  ac  =  b^ -}- ^  positiv 
ist;  da  ferner 

aq)  =  (ax-\-hyy-\- ^y^ 
ist,  so  zeigt  sich,  dass  alle  durch  die  Form  cp  darstellbaren  Zahlen 
dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  a  und  c.  Sind  daher  (a,  &,  c)  und 
(a\  h\  c')  äquivalente  Formen,  so  haben  die  äusseren  Coefficienten 
a\  c'  der  letztern  Form  dasselbe  Zeichen  wie  die  der  erstem.  Da 
ferner  aus  der  Aequivalenz  dieser  beiden  Formen  auch  die  der 
beiden  Formen  (— a,  —h,  —c)  und  (— a',  — h\  —  c')  folgt,  so 
können  wir  uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten 
positiven  Formen  beschränken,  in  welchen  die  beiden  äusseren 
Coefficienten  das  positive  Vorzeichen  haben. 

Um  nun  über  die  Aequivalenz  zweier  Formen  dieser  Art  zu 
entscheiden,  vergleicht  man  sie  nicht  direct  mit  einander,  sondern 


*)  Der  letzte  Grund,  weshalb  die  Substitutionen  von  der  Form  (_5|  j>) 
eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  besteht  darin,  dass  aus  ihnen  alle  anderen 
sich  zusammensetzen  lassen;  man  kann  die  Coefficienten  d"  in  ihrer  Aufein- 
anderfolge noch  gewissen  Beschränkungen,  namentlich  in  Bezug  auf  ihre 
Vorzeichen,  unterwerfen,  in  der  Art,  dass  jede  beliebige  Substitution  sich 
auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  aus  solchen  einfachen  Substitutionen  zu- 
sammensetzen lässt.  Eine  wichtige  Anwendung  findet  diese  Bemerkung  z.B. 
in. der  Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der  ^-Functionen.  Man  erkennt 
ferner  leicht,  dass  auch  der  in  §.  23  behandelte  Algorithmus  in  der  Theorie 
dieser  Substitutionen  und  ihrer  Zusammensetzung  enthalten  ist.  Man  ver- 
gleiche ferner  §.81. 
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mit  sogenannten  redticirten'^)  Formen.  Man  nennt  eine  Form 
(^4,  i?,  C)  von  negativer  Determinante  (und  positiven  äusseren  Coef- 
ficienten)  eine  reducirte,  wenn  der  letzte  Coefficient  C  nicht  kleiner 
ist  als  der  erste  Ä,  und  der  erste  Ä  wieder  nicht  kleiner  als  der 
absolute  Werth  des  doppelten  mittlem  Coefficienten  2B,  in 
Zeichen,  wenn 

ist,  wo  (B)  den  absoluten  Werth  von  B  bedeuten  soll.  Wir  be- 
weisen nun  zunächst  folgenden  Satz: 

Jede  Form  von  negativer  Determinante  ist  einer  reducirten 
Form  äquivalent. 

Zu  dem  Zweck  betrachte  man  die  der  gegebenen  Form  (a,  b,  a') 
nach  rechts  benachbarten  Formen  (a\  h\  a")\  unter  diesen  wird 
es  immer  eine  (bisweilen  auch  zwei)  geben,  in  welchen  wenigstens 
die  eine  Bedingung  a'  ^  2  (&')  erfüllt  ist.  Denn  unter  allen  mit 
—  h  nach  dem  Modul  a'  congruenten  Zahlen  giebt  es  eine  ?/,  deren 
absoluter  Werth  am  kleinsten,  und  zwar  kleiner  oder  wenigstens 
nicht  grösser  als  \a'  ist  (falls  a'  gerade  und  h  ^\a'  (mod.  a')  ist, 
würde  es  zwei  solche  Zahlen  h'  geben,  nämlich  i  \  a') ,  so  dass 
jedenfalls  h'  ^  — h  (mod.  u')  und  ausserdem  2  (/>')  ^  a'  ist.  Ist 
h'  auf  diese  Weise  gefunden,  und  ^  -|-  ^^'  =  —  ^*'  ^t  so  geht  die  Form 
(a,  h^  a')  durch  die  Substitution 


(-?:;) 


in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (a',  6',  a")  über,  in  welcher 
2  (&')  ^  a'  ist.  Wenn  nun  gleichzeitig  sich  herausstellt,  dass  a'  ^  a" 
ist,  so  ist  (a\  b\  a")  eine  reducirte  Form  und  der  Process  geschlossen. 
Findet  sich  aber,  dass  das  Gegentheil 

a'  >  a" 
Statt  hndet,  so  ist  {a\  h\  a")  noch  keine  reducirte  Form.  Mit  dieser 
verfahre  man  ebenso  wie  mit  (a,  ?>,  a'),  d.  h.  man  transformire  sie 
in  eine  nach  rechts  benachbarte  Form  {a'\  &",  a'"),  in  welcher 
2{h")^a"  ist;  sobald  dann  gleichzeitig  a"^a'"ist,  so  ist  (a", &",  a'") 
reducirt,  folglich  der  Process  geschlossen;  ist  dies  aber  nicht  der 
Fall,  also 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  171.     Die  Bedingung  A  ^  VVaz/  ist    schon    eine 
Folge  der  beiden  anderen  (vergl.  §.  65). 
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so  setze  man  den  Process  in  derselben  Weise  fort.  Immer  aber 
wird  er  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  schliessen; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  hätte  man  eine  nie  abbrechende 
Reihe  von  positiven  ganzen  Zahlen 

a\  a",  a'"  .  .  .  a^^\  a(«+i>  .  .  . , 
in  welcher  jede  folgende  mindestens  um  eine  Einheit  kleiner  wäre, 
als  die  unmittelbar  vorausgehende,  was  unmöglich  ist,  da  es  immer 
nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  positiver  Zahlen  giebt,  welche 
kleiner  sind  als  eine  gegebene. 

Auf  diese  Weise  ist  bewiesen,  dass  man  endlich  zu  einer  Form 
(a^^\  ¥'^\  a^''+'^^)  gelamgen  muss,  in  welcher  nicht  nur  2(6^">)  ^  «^"^ 
sondern  auch  a^^^  ^  a<'«+^''  ist. 

Zugleich  ergiebt  si«h  jedesmal  durch  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung der  Operationen  eine  Substitution,  welche  aus  den  successiven 
Substitutionen  von  der  Form 


u.  J) 


zusammengesetzt  ist,  und  durch  welche  die  gegebene  Form  (c?,  ^,  a') 
in  die  ihr  äquivalente  reducirte  Form  (a^'^\  ¥''\  ft^"+^))  übergeht. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Form  (200,  100,  51),  deren  ©e- 
terminante  D  =  —  200  ist,  so  haben  wir  b'  ^ — 100  (mod.  51)  zu 
setzen  und  finden  hieraus  5'  =  2  und  d  = —  2;  die  Substitution, 
durchweiche  die  gegebene  Form  (200,  100,  51)  transformirt  werden 
muss,  ist  daher  gefunden;  da  wir  aber  den  ersten  und  zweiten 
Coefficienten  a'imAh'  und  die  Determinante  2)  kennen,  so  brauchen 
wir  diese  Transformation  nicht  wirklich  auszuführen,  sondern  wir 
berechnen  den  letzten  Coefficienten  a"  durch  die  Formel 

7)' 2 7) 

a'f  =  1—j-tL  =  a^(b-b')  d; 

Cv 

in  unserm  Fall  finden  wir  also  a"  =  4.  Die  benachbarte  Form  ist 
daher  (51,  2,  4);  sie  ist  nicht  reducirt,  weil  der  letzte  Coefficient 
kleiner  ist  als  der  erste.  Wir  wiederholen  daher  dieselbe  Ope- 
ration, indem  wir  b"  ^  —  2  (mod.  4)  und  folglich  ^"  =  +  2  setzen, 
wo  beide  Zeichen  zulässig  sind;  dann  ergiebt  sich  8'  =  —  1  oder 
=  0,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird, 
und  ausserdem  «'"  =  51;  also  ist  die  neue  Form  (4,  ±  2,  51),  und 
diese  ist,  mag  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  wählen, 
reducirt.  Ferner  geht  die  gegebene  Form  (200,  100,  51)  durch  die 
Substitution 


• 
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/     0,  +1\  /     0,  +1\  _  /-l,  - 
V-1,  -2;  V-1,  -V  ~  \+2,  +1. 
in  die  Form  (4,  2,  51),  dagegen  durch  die  Substitution 

/     0,   +-1\  /      0,  1\_/-1,  +0 
V-1,  -V  V-1,  0;-V+2,  -1 
in  die  Form  (4,  — 2,  51)  über.     Man  sieht  aus  diesem  Beispiele 
wie  einfach  der  angegebene  Algorithmus  sich  gestaltet. 


§.65. 


Wir  sehen  ferner  an  dem  eben  beiiandelten  Beispiele,  dass 
eine  und  dieselbe  Form  zwei  verschiedenen  reducirten  Formen 
äquivalent  sein  kann,  woraus  folgt,  dass  auch  zwei  verschiedene 
reducirte  Formen  unter  einander  äquivalent  sein,  also  derselben 
Classe  angehören  können.  Da  es  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  dies 
allgemein  zu  untersuchen,  so  stellen  wir  uns  die  Frage: 

.      Wann  sind  zwei  reducirte  Formen  {a,  &,  c)  und  {a\  h\  c')  von 
gleicher  negativer  Determinante  D  =  —  z/  einander  äquivalent? 

Zunächst  ziehen  wir  einige  Folgerungen  aus  den  beiden  Be- 
dingungen 

2(h)  ^a,    a^  c, 
w^elche  ausdrücken,  dass  die  Form  (a,  &,  c)  eine  reducirte  ist.     Es 
ergiebt  sich  nämlich  aus  der  erstem  4  6^  ^  a^^  aus  der  letztern 
a^  ^  ac,  also  auch  ih^  ^  ac  oder  Sh'^  ^  ac  —  6^  folglich 

(6)  ^  1/|Z 
Hieraus  folgt  weiter,  dass  3  ac  =  3z/4-3&2  ^  4^/  und,  da 
a^  ^  ac  ist,  dass 

a  ^  Vl2. 
ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beiden  reducirten  Formen  (a,  &,  c), 
(a',  6',  c')  seien  äquivalent,  so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit 
zu  beeinträchtigen,  voraussetzen,  dass 

a'  £  a 

ist.     Es  sei  nun  (^;  ^)  die  Substitution ,  durch  welche  (a,  &,  c)  in 
(«',  b\  c')  übergeht,  also 
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1  =  ad  —  ßy  (1) 

a'  =  aa^  -\-2bcc'y  +  cy^  (2) 

b'  =  aaß  +  h(cid~^ßr)^cyd.  (3) 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  (2)  mit  a,  so  ergiebt  sich 

aa'  =  {aa^hyy-\-  Jy'^\ 
da  nun  sowohl  a,  als  auch  a'  ^  V|^,  und  also 

aa'  ^1^ 
ist,  so  folgt,  dass  in  der  vorstehenden  Gleichung  y'^  entweder  ==  0 
oder  =  1   sein  muss;  denn  wäre  7^  ^  4^  so  wäre  aa'  ^  4z/,  was 
mit    der  Bedingung  aa'  ^  |z/  streitet.     Wir  unterscheiden  nun 
diese  beiden  Fälle: 

L  y  =  0. 
Dann  lauten  die  drei  obigen  Gleichungen  folgendermaassen: 
ad  =  1;  a'  =  acc^]  &'=  aaß  ~\-  h\ 
aus  der  ersten  folgt  w  ==  d  =  + 1 ;  also  ist  a'  =  a,  und  die  dritte 
Gleichung  lehrt,  dass  &'  — &  r=  +  a/3  durch  a  =  a'  theilbar  ist; 
da  nun  aber  {h)  ^\a  und  (h^)  ^  \ a',  also  auch  (&')  ^  1  ^  ist ,  so 
sind  nur  zwei  Fälle  möglich:  entweder  ist  h'  —  6  =  0,  also  h'  =^  h 
und  folglich,  da  schon  a'  =  a  ist,  auch  c'  =  c,  d.  h.  die  Formen 
sind  identisch,  in  welchem  Fall  sich  die  Aequivalenz  von  selbst 
versteht;  öderes  ist  der  absolute  Werth  von  Z>' —  6,  da  er  unmöglich 
grösser  als  a  sein  kann  und  doch  durch  a  theilbar  sein  muss,  gleich 
a\  in  diesem  Fall  muss  eine  der  beiden  Zahlen  &,  h'  gleich  -{-5», 
die  andere  gleich  —  |  a ,  und  also  c'  =:  c  sein ;  wir  werden  daher 
auf  zwei  nicht  identische  ambige  Formen  (a,  \  a,  c)  und  (a,  —  | «,  c) 
geführt.  Diese  sind  aber  in  der  That  äquivalent,  und  die  erstere 
geht  in  die  letztere  durch*die  Substitution  (J|  ^})  über. 

IL    y  =  ±  1. 
In  diesem  Fall  lautet  die  Gleichung  (2)  folgendermaassen 
a'  =  aa^  ±  2hcc  -\-  c] 
da  wir  angenommen  haben,  dass  a'  nicht  grösser  als  a,  und  folglich 
auch  nicht  grösser  als  c  ist,  so  folgt,  dass 
aa^  ±2ha  ^0 
ist.     Da  nun  andererseits  2(6)  ^  a  und  stets  (a)  ^  a'\  also  auch 
der  absolute  Werth  von  2 ha  nicht  grösser  ist  als  aa^^  so  ist  ganz 
gewiss 

aoc2  -}-  2hcc>  0. 
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Es  kann  also  a«'^  ±  2ha  weder  positiv  noch  negativ  sein,  und 
folglich  ist 

also  a'  =  c;  da  aber  a'  -^  a  und  a  ^  c,  so  folgt  weiter,  dass  so- 
wohl a'  =  a,  als  auch  c  =  a  ist.  Nun  kann  man  die  Gleichung 
(3)  mit  Hülfe  der  Gleichung  (1)  in  die  Form 

h^-h'  ==  aaß-\-2ha8  ±  cd 
bringen,  und  da  c  =  a,  und  2hci  =  ^  aa^  ist,  so  ergiebt  sich 

h-{-b'  =  a(aß:{:  cc^d  ±  d) 
d.  h.  h  -\-  h'  ist  theilbar  durch  a.  Hieraus  folgt  ganz  ähnlich  wie 
im  Fall  I,  dass  h  -^-h'  entweder  =  0,  oder  dass  der  absolute  Werth 
von  h  -\-h'  gleich  a  sein  muss.  Im  letztern  Fall  müssten  h  und  h' 
einander  gleich,  nämlich  ---  +  \a  sein,  dann  erhielte  man  also 
wieder  den  Fall  zweier  identischen  Formen,  der  kein  Interesse 
darbietet.  Im  erstem  Fall  dagegen  ist  h'  =  —  &,  folglich  da  a'  =  a, 
und  auch  c  =  a  ist,  auch  c'  =  c  =^  a]  wir  haben  daher  folgende 
zwei  Formen  (a,  6,  a)  und  (a,  — &,  a),  welche  (wenn  h  von  Null 
verschieden  ist)  nicht  identisch  sind;  diese  sind  wirklich  äquivalent, 
und  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution  (J;  "J) 
über. 

Wir  fassen  das  Resultat  der  Untersuchung  in  Folgendem  zu- 
sammen : 

Die  beiden  einzigen  Fälle  ^  in  denen  zwei  nicht  identische  re- 
ducirte  Formen  derselben  Classe  angehören^  sind  die  folgenden',  die 
Formen  (a^  ^a^  c)  und  («,  b,  a)  gehen  resp.  durch  die  Substitu- 
tionen 

in  die  entgegengesetzten  Formen  («,  — |a,  c)  und  (a, — &,  a)  über. 


§.  66. 


Hiermit  ist  nun  auch  die  Aufgabe  gelöst,  zu  entscheiden,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  äquivalent  sind 
oder  nicht.  Sind  (p  und  i^  die  beiden  Formen,  so  transformire 
man  jede  derselben,  falls  sie  noch  nicht  reducirt  sein  sollte,  nach 
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der  oben  (§.  64)  angegebenen  Methode  in  eine  reducirte  Form,  cp  in 
g)',  il)  in  ^'.  Stellt  sich  dann  heraus,  dass  (p'  und  ^'  identisch  aus- 
fallen, oder  dass  sie  einen  der  beiden  eben  untersuchten  Fälle 
darbieten,  in  welchen  zwei  nicht  identische  reducirte  Formen 
dennoch  äquivalent  sind  (was  durch  den  Anblick  der  beiden 
Formen  augenblicklich  erkannt  wird),  so  sind  die  gegebenen  For- 
men cp  und  ij^  gewiss  äquivalent.  Und  zugleich  ergiebt  sich  eine 
Substitution,  durch  welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht; 
denn  durch  den  Process  der  Reduction  ergeben  sich  Substitutionen 
S,  durch  welche  cp  in  qp',  und  T,  durch  welche  i/^  in  i)'  übergeht. 
Sind  daher  q'  und  i}^'  identisch,  so  geht,  wenn  T'  die  inverse  Sub- 
stitution von  T  bedeutet,  die  Form  cp  durch  die  zusammengesetzte 
Substitution  ST'  in  die  Form  ip  über.  Sind  dagegen  9'  und  t^' 
nicht  identisch,  aber  doch  äquivalent,  so  ist,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  immer  eine  Substitution  ü  bekannt,  durch  welche  (p'  in  ^ 
übergeht;  und  dann  geht  93  durch  die  zusammengesetzte  Substitu- 
tion S  UT  in  tl)  über. 

Zeigt  sich  aber,  dass  die  Formen  9'  und  i\}'  nicht  identisch 
sind,  und  dass  sie  auch  keinen  der  beiden  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  singulären  Fälle  darbieten,  sind  also  diese  beiden 
reducirten  Formen  nicht  äquivalent,  so  sind  auch  die  beiden  ge- 
gebenen Formen  cp  und  ip  nicht  äquivalent,  wie  unmittelbar  aus 
§.59  folgt. 

Hiermit  sind  für  negative  Determinanten  die  beiden  in  §.  59 
aufgestellten  Probleme  der  Lehre  von  der  Aequivalenz  vollständig 
gelöst:  soeben  das  erstere,  welches  darin  besteht,  über  die  Aequi- 
valenz oder  Nichtäquivalenz  zweier  gegebenen  Formen  zu  entschei- 
den; und  zugleich  haben  wir  jedesmal,  wenn  die  Entscheidung  für 
die  erstere  lautet,  auch  eine  Substitution  zu  finden  gelehrt,  durch 
welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht.  Das  zweite  Pro- 
blem, aus  einer  gegebenen  Substitution,  durch  welche  eine  gege- 
bene Form  in  eine  (hierdurch  schon  völlig  bestimmte)  äquivalente 
Form  übergeht,  alle  Substitutionen  zu  finden,  durch  welche  die 
erstere  Form  in  dieselbe  zweite  Form  übergeht,  ist  in  den  §§.61, 62 
ebenfalls  vollständig  gelöst. 
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§.  67. 

Die  Theorie  der  reducirten  Formen  setzt  uns  nun  auch  in  den 
Stand,  für  jede  gegebene  negative  Determinante  ein  vollständiges 
System  nicht-äquivalenter  Formen  (§.  59)  aufzustellen,  wobei  wir 
uns  wieder  auf  solche  Formen  beschränken  wollen,  deren  äussere 
Coefficienten  positiv  sind.  Da  nämlich  jede  Form  von  negativer 
Determinante  D  =  —  ^  einer  reducirten  Form  und  im  Allgemei- 
nen auch  nur  einer  solchen  reducirten  Form  äquivalent  ist,  so 
brauchen  wir,  um  ein  vollständiges  Formensystem  zu  erhalten,  nur 
die  sämmtlichen  reducirten  Formen  aufzusuchen  und  jedesmal, 
wenn  zwei  solche  nicht  identische  Formen  einen  der  beiden  in  §.  65 
erwähnten  Fälle  darbieten,  eine  von  ihnen  nach  Belieben  fortzulassen, 
die  andere  beizubehalten.  Dass  die  Anzahl  der  so  übrig  bleiben- 
den nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  endlich  ist,  ergiebt  sich 
leicht  aus  den  Bedingungen 

2(b)  ^a^c, 
denen  eine  reducirte  Form  (a,  &,  c)  genügen  muss,  und  der  hier- 
aus (in  §.  65)  gezogenen  Folgerung 

(h)  ^  Vi^. 

Bezeichnet  man  nämli^  die  grösste  ganze  in  Vi  zf  enthaltene  Zahl 
mit  A  (so  dass  A  ^  l/iz/  <  /l  -]-  1),  so  kann  der  mittlere  Coefficient 
h  keine  andern,  als  die  folgenden  2  /l  -f  1  Werthe 

0,  ±1,  ±  2  .  .  .  ±  A 
haben;  und  wenn  man  dem  mittlem  Coefficienten  h  irgend  einen 
dieser  Werthe  beigelegt  hat,  so  ist  ac  —  &-  -f  '^;  a^lso  hat  man  die 
Zahl  &2  _|_  ^  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei  positive  Factoren  zu 
zerlegen,  und  jedesmal  denjenigen,  welcher  den  andern  an  Grösse 
nicht  übertrifft,  für  a,  den  letztern  für  c  zu  nehmen ;  stellt  sich  dann 
gleichzeitig  heraus,  dass  2(b)  ^  a  ist,  so  ist  die  so  gebildete  Form 
wirklich  eine  reducirte  und  deshalb  aufzuschreiben,  im  entgegen- 
gesetzten Fall  aber  fortzulassen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  noth- 
wendig  alle  reducirten  Formen;  ihre  Anzahl  ist  aber  nothwendig 
eine  endliche ,  denn  die  Anzahl  aller  Zerlegungen  der  (2^  +  1) 
Zahlen  von  der  Form  (b^  -\-  J)  in  zwei  Factoren  ist  selbst  endlich. 
Wir  haben  daher  das  Resultat: 
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Die  Anzahl  aller  nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  von 
negativer  Determinante,  d.  h.  die  Classenansahl  selbst  ist  endlich. 

Beispiel  1:  Für  die  Determinante  Z)= — 12  ist^—  12; 
hieraus  l  =  Vl^  =  2;  wir  haben  daher  b  folgende  Wer the  durch- 
laufen zu  lassen 

0,    ±1,    ±2, 
und  dann  die  Zahlen  b'^-\-^d^  d.  h.  die  Zahlen 

12,    13,    16 
auf  alle  möglichen  Arten  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen;  es  ist 

12  =  1  .  12  =  2  .  6  =  3  .  4 

13  =  1  .  13 

16  =:  1  .  16  =  2  .  8  =  4  .  4. 

Dies  giebt,  indem  der  erste  Factor  immer  =  a,  der  zweite  =  c 
gesetzt  wird,  die  eilf  Formen 

(1,  0,  12),     (2,  0,  6),     (3,  0,  4); 

(1,  ±  1,  13); 

(1,  ±  2,  16),     (2,  ±  2,  8),     (4,  ±  2,  4). 

Von  diesen  sind  die  folgenden  nicht  reducirt 

(1,  ±  1,  13),     (1,  ±  2,  16),     (2,  ±  2,  8), 
weil  in  ihnen  die  Bedingung  2(b)  ^  a  nicht  erfüllt  ist;  als  wirk- 
lich reducirte  Formen  bleiben  daher  nur  die  folgenden  fünf  übrig 

(1,  0,  12),     (2,  0,  6),     (3,  0,  4),     (4,  ±  2,  4); 
allein  die  beiden  Formen  (4,  2,  4)  und  (4,  —  2,  4)  gehören  unter 
die  Ausnahmefälle  des  §.  65,  sind  also  äquivalent.     Mithin  enthält 
das  vollständige  Formensystem  nur  vier  Formen,  nämlich 

(1,  0,  12),     (2,  0,  6),     (3,  0,  4),     (4,  2,  4), 
die  als  Repräsentanten  ebenso  vieler  Classen  gelten.     Von  diesen 
vier  Formen  sind  nur  die  beiden  folgenden 

(1,  0,  12),     (3,  0,  4) 
ursprünglich,  und  zwar  sind  (da  D  nicht  ^  1  (mod.  4)  ist)  beide 
von  der  ersten  Art. 

Beispiel  2:  Ist  D  =  —  35,  also  z/  =:-f35,  so  ist  1  —  3 
also  kann  b  nur  die  sieben  Werthe 

0,     ±  1,     ±  2,     ±  3 
durchlaufen;  diesen  entsprechen  die  Zahlen  b^  -\-  ^: 
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35,  36,  39,  44; 
die  Zerlegungen  derselben  in  zwei  Factoren  sind  folgende: 

35  =  1  .  35  =  5  .  7 

36  =  1  .  36  =  2  .  18  =  3  .  12  =  4  .  9  =  6  .  6 
39  =  1  .  39  =  3  .  13 

44  =  1  .  44  r=  2  .  22  =  4  .  11. 

Aber  von  den  22  entsprechenden  Formen  erfüllen  nur  die  folgen- 
den 10  die  Bedingung  2  (b)  ^  a: 

(1,  0,  35),     (5,  0,  7),     (2,  ±  1,  18) 

(3,  ±  1,  12),     (4,  ±  1,  9),     (6,  ±  1,  6). 

Da  ferner  die  beiden  Formen  (2,  i  1,  18)  den  Fall  I,  die  beiden 

Formen  (6,  +  1,  6)  den  Fall  II  des  §.  64  darbieten,  so  existiren 

nur  acht  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

(1,  0,  35),     (5,  0,  7),     (2,  1,  18) 
(3,  ±  1,  12),     (4,  ±  1,  9),     (6,  1,  6); 
diese  sind  alle  ursprünglich;  sechs,  nämlich 

(1,  0,  35),     (5,  0,  7),     (3,  ±  1,  12),     (4,  ±  1,  9) 
sind  von  der  ersten,  die  beiden  andern 

(2,  1,  18),     (6,  1,  6) 
sind  von  der  zweiten  Art. 

Beispwl  3:     Ist  D  =  —  48  =  —  z/,  so  ist  A  =  4,  so  dass  h 
folgende  Zahlen 

0,  ±  1,  ±  2,  ±  3,  ±  4 

durchlaufen   muss;    die  Zerlegungen   der   entsprechenden  Zahlen 
&2  -f-  z/  sind  folgende: 

24  =  3  .  16  =  4  .  12  =:  6  -  8 

7 

26  =4  .  13 

19 

32  =^  4  .  16  =  8  .  8. 

Von  den  entsprechenden    27  Formen    sind  nur   folgende  eilf  re- 
ducirt: 
-    ^  (1,  0,  48),     (2,  0,  24),     (3,  0,  16),     (4,  0,  12), 

(6,  0,  8),     (7,  ±  1,  7),     (4,  ±  2,  13),     (8,  ±  4,  8). 
Unter  diesen  besteht  jedes  der  drei  Paare  (7,  ±  1,  7),  (4,  i  2,  13), 


48  -=  1  , 

.  48  =  2 

49  =  1 

.  49  =  7 

52  =  1 

.  52  =  2 

57  -=  1 

.  57  =  3 

64  =r  1 

.  64  =  2 
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(8,  i  4,  8)  aus  je  zwei  äquivalenten  Formen ;  also  bleiben  nur  acht 
nicht  äquivalente  Formen 

(1,  0,  48),     (2,  0,  24),     (3,  0,  16),     (4,  0,  12), 
(6,  0,  8),     (7,  1,  7),     (4,  2,  13),     (8,  4,  8). 
Ursprünglich  von  der  ersten  Art  sind  die  folgenden  vier: 

(1,  0,  48),     (3,  0,  16),     (7,  1,  7),     (4,  2,  13), 
die  anderen  vier  sind  derivirte  Formen. 


§.68. 


Um  schon  jetzt  einen  Begriff  von  der  Fruchtbarkeit  dieser 
Untersuchungen  zu  geben,  verbinden  wir  in  einigen  Beispielen  die 
gewonnenen  Resultate  mit  der  in  §.  60  vorausgeschickten  Theorie 
der  Darstellung  der  Zahlen  durch  bestimmte  quadratische  Formen, 
bemerken  jedoch  gleich,  dass  die  folgenden  Sätze  nur  specielle 
Fälle  eines  grossen  allgemeinen  Satzes  sind. 

Die  Formen  der  Determinante  D  =  —  1  bilden  nur  eine  ein- 
zige Classe,  denn  es  giebt  für  diese  Determinante,  wie  man  leicht 
erkennt,  nur  die  einzige  reducirte  Form 

(1,0,1)   =  0^2  +  2,2. 

Wir  fragen  nun  nach  dem  System  der  durch  diese  Form  darstell- 
baren, d.  h.  also  in  zwei  Quadrate  zerlegbaren  Zahlen  m;  um  aber 
die  frühere  Theorie  unmittelbar  anwenden  zu  können,  lassen  wir 
nur  eigentliche  Darstellungen  (x^  y)  gelten,  in  denen  die  beiden 
darstellenden  Zahlen  ^,  y  relative  Primzahlen  sind;  ferner  wollen 
wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  ungerade  darstellbare  Zahlen 
m  beschränken.  Es  sei  also  m  eine  solche  darstellbare  ungerade 
Zahl,  so  ist  zunächst  m  positiv.  Da  ferner  die  Determinante  —  1 
quadratischer  Rest  von  m  ist,  so  müssen  alle  in  m  aufgehenden 
Primzahlen  von  der  Form  4/j  -f  1  sein.  Umgekehrt,  ist  diese  Be- 
dingung erfüllt,  so  ist  die  Determinante  —  1  quadratischer  Rest 
von  w,  und  die  Congruenz 

^2^—1  (mod.  m) 
hat  im  Ganzen  (nach  §.  37)  2"  incongruente  Wurzeln,  wenn  ^  die 
Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen bedeutet  (dies  gilt  selbst  für  den  Fall,  in  welchem  ^  =  0, 

Dii-ichlet,   Zahlenthcorie.  ji 
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m=l  ist).  Es  sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten 
dieser  Wurzeln,  und  n^ -{- l  =  ml^  so  bilde  man  die  quadratische 
Form  (m,  ^,  l)  von  der  Determinante  —  1 ;  da  nur  eine  einzige 
Formenclasse  existirt,  so  ist  diese  Form  der  reducirten  Form  (1, 0, 1) 
nothwendig  äquivalent,  und  man  wird  durch  die  in  §.  66  angege- 
bene Methode  eine,  und  hieraus  nach  §§.  61,  62  alle  Transforma- 
tionen finden,  durch  welche  (1,  0,  1)  in  (m,  >^,  l)  übergeht.  Die 
Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Transformationen  Q^  ^) 
ist  (nach  §§.  61,  62)  stets  ==  4;  ebenso  viele  Darstellungen  (x^  y) 
der  Zahl  m  existiren  daher,  welche  zu  derjenigen  Wurzel  gehören, 
deren  Repräsentant  n  ist.  Und  da  dasselbe  Raisonnement  auf 
jede  der  2."  Wurzeln  der  obigen  Congruenz  passt,  so  existiren  im 
Ganzen 

4.2;"=:   2i"+2 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m. 

Stellt  man  aber  die  Frage ,  auf  wie  viele  verschiedene  Arten 
eine  solche  Zahl  m  in  zwei  Quadrate  zerlegt  werden  kann,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Ordnung  der  beiden  Quadrate  und  auf  die  Vor- 
zeichen ihrer  Wurzeln,  so  liefern  je  acht  verschiedene  Darstellungen 
von  der  Form 

(±  ^5  ±  y)    ^nd    (±  y,  +  x) 

nur  eine  einzige  Zerlegung  m  z=  x^  -\-  y^  (von  diesen  acht  Dar- 
stellungen gehören  vier,  nämlich 

(^,  y%  (—  ^,  —  y%  (—  y^  ^\  (y^  —  ^) 

zu  einer,  und  die  anderen  vier 

(^,  —y)^  (— ^,  y)^  {—y->  —  ^)^  {y^  ^) 

zu  der  ihr  entgegengesetzten  Wurzel) ;  folglich  ist  die  Anzahl  dieser 
verschiedenen  Zerlegungen 

mit  einziger  Ausnahme  des  Falles  m  =  1,  weil  dann  nicht  acht, 
sondern  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 

(±  1,  0)    und    (0,  ±  1) 

existiren,   die   sich   zu  der  einzigen  Zerlegung  1  =  P -f  0^  ver- 
einigen. 

In   diesem   allgemeinen  Resultat   ist   als  specieller  Fall  der 
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berühmte  von  i^erimaf  aufgestellte,  zuerst  von  ^Är*)  bewiesene 
Satz  enthalten: 

Jede  (positive)  Frimzahl  von  der  Form  4  /?.  -f  1  lässt  sich  stets, 
und  zwar  mir  auf  eine  einzige  Weise  in  zwei  Quadrate  zerfallen. 

Die  Bedingung,  dass  die  Quadrate  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  fällt  hier  fort,  da  sie  sich  von  selbst  versteht. 

Beispiel  1:  Die  Zahl  37  ist  eine  Primzahl  von  der  Form 
4Ä-1-  1;  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  z'^  ^ —\  (mod.  37) 
findet  man  (z.  B.  mit  Hülfe  des  Wilson'schen  Satzes)  ^  4:  6; 
nimmt  man  n  =  6,  so  hat  man  die  Form  (37,  6,  1)  zu  betrachten, 
welche  durch  die  Substitution  (^^{^  IJ)  in  die  reducirte  Form  (1,0, 1) 
übergeht;  umgekehrt  geht  also  (1,  0,  1)  durch  die  inverse  Substi- 
tution (~J'^  ~~^)  in  (37,  6,  1)  über.  Also  ist  die  gesuchte  Zerlegung 
folgende:  37  =  G^-f  P;  es  ist  nicht  nöthig,  die  vier  zu  dieser 
Wurzel  -|-  6,  und  die  anderen  vier  zu  der  entgegengesetzten  Wurzel 
—  6  gehörenden  Darstellungen  hier  einzeln  aufzuschreiben. 

Beispiel  2:  Die  Zahl  w  =  65  =  5  .  13  ist  das  Product  aus 
den  beiden  Primzahlen  5  und  13,  welche  beide  die  Form  4/^  -j-  1 
haben.  Mithin  giebt  es  2*  =  16  verschiedene  Darstellungen,  also 
nur  zwei  verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  65.  Die  vier  Wurzeln 
der  Congruenz  ^2  ^ — 1  (mod.  65)  sind  +  8  und  rb  18;  wir  bilden 
daher  die  beiden  Formen  (65,  8,  1)  und  (65,  18,  5),  welche  durch 
die  Substitutionen  (_^i|  lg)  und  ("4'  "7)  in  die  reducirte  Form 
(1,  0,  1)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind  ("jj  ~^)  und 
(il;  1?),  und  folglich  sind  die  beiden  gesuchten  Zerlegungen  fol- 
gende: 

65  =  82 -f  12  z=  724-42. 


§.69. 


Alle   Formen   der    Determinante  D  =  —  2    bilden   ebenfalls 
nur  eine  einzige  Classe,  da  nur  eine  einzige  reducirte  Form 

(1,  0,  2)r=^2_f_2  2/2 

vorhanden  ist.     Wir  fragen  auch  hier   wieder  nach  allen  durch 


*)  Demonstratio  theorematis  Fermatiani^  omnem  numerum  primum 
formae  4n-|-l  ^sse  summam  duorum  quadratorum,  Nov.  Comm.  Petrop. 
V.  p.  3. 

11* 
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diese  Form  darstellbaren  ungeraden  Zahlen  m\  die  erste  Bedin- 
gung ist  die,  dass  — 2  quadratischer  Rest  von  m  sein  muss;  dazu 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jede  in  m  aufgehende 
(also  ungerade)  Primzahl  p 


(v)= 


+  1, 


also  p  von  einer  der  beiden  Formen  Sh  -\-\  oder  8/^-1-3  sei.  Um- 
gekehrt: sind  die  sämmtlichen  ^  in  m  aufgehenden  Primzahlen  p 
alle  von  der  Form  8  /i  -f  1  oder  8/^  +  3,  so  hat  die  Congruenz 

^2^  —  2  (mod.  m) 
stets  2t"  incongruente  Wurzeln.  Ist  n  ein  bestimmter  Repräsen- 
tant einer  solchen  Wurzel,  und  n^  -\-2=:ml^  so  ist  die  Form  (m,  w,  l) 
nothwendig  der  Form  (1,  0,  2)  äquivalent;  man  findet  daher  (nacli 
§.  Qi(j)  eine  Substitution  (J'!),  durch  welche  die  letztere  in  die  er- 
stere  übergeht;  ausser  dieser  existirt  (nach  §.  62)  nur  noch  die  andere 
{~yl  z|),  welche  dieselbe  Eigenschaft  hat;  es  giebt  daher  zwei  ver- 
schiedene Darstellungen  {x^  y)  und  ( —  x^  —  y)  der  Zahl  m,  die  zu 
dieser  Wurzel  gehören.     Im  Ganzen  giebt  es  daher 

2.2."  =  2.«+i 
verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m  durch  die  Form  (1,  0,  2). 
Man  erkennt  ferner  leicht,  dass,  wenn  die  beiden  Darstellungen 
4:(x,  y)  zu  der  Wurzel  n  gehören,  entsprechend  die  beiden  Dar- 
stellungen di(rr, — y)  zu  der  entgegengesetzten -Wurzel  — ^gehören. 
Je  vier  solche  Darstellungen  geben  eine  und  dieselbe  Zerlegung 
der  Zahl  m  in  ein  Quadrat  und  ein  doppeltes  Quadrat;  mithin  ist 
die  Anzahl  aller  verschiedenen  Zerlegungen 

die  einzige  Ausnahme  bildet  wieder  der  Fall,  in  welchem  ^  =  0, 
also  m  =  1  ist;  denn  dann  vereinigen  sich  die  zwei  verschiedenen 
Darstellungen  (-{-  n  ist^  —  n  (mod.  1))  zu  der  einzigen  Zerlegung 
1  =  P-f  2.02.  Der  interessanteste  specielle  Fall  ist  wieder  der, 
in  welchem  ji  =  1  ist: 

Jede  Primzahl  p  von  einer  der  beiden  Formen  8  A  -{-  1  oder 
Sh  -{-  3  lässt  sich  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  ein  Qua- 
drat und  ein  doppeltes  Quadrat  verlegen. 

Beispiel  1 :  Ist  w^  =  41 ,  so  ist  die  Bedingung  erfüllt;  it  ist 
=  1;  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  <^2  ^  —  2  (mod.  41)  sind 
+  11;  die  Form  (41,  11,  ?>)  geht  durch  die  Substitution  (^\\^l)  in 
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die  Form  (1,  0,  2)  über,  diese  also  rückwärts  in  jene  durch  die 
Substitution  (l^;  IJ);  also  ist  x  =  3^  ij  = — 4,  und  folgUch 
41  r=  32-1-2.42. 

Beispiel  2 :  Ist  m  =  33  =  3  .  1 1 ,  so  ist  die  Bedingung  er- 
füllt; ^  ist  =  2,  und  folglich  muss  es  zwei  verschiedene  Zerlegun- 
gen geben.  Die  Wurzeln  der  Congruenz  ^2  ^  —  2  (niod.  33)  sind 
±  8  und  ±14:  wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (33,  8,  2)  und 
(33,  14,  6),  welche  resp.  durch  die  Substitutionen 

(;!:_»,).- (+5;  iS) 

in  die  Form  (1,  0,  2)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind 

ti:_»,)  u-  (z=:=?) 

und  folglich  ist 

33  =  12-1-2  .  42  =  52 -f- 2.22. 


§.  70.       . 

Alle  Formen  der  Determinante  D  =  —  3  bilden  0ivei  Classen, 
als  deren  Repräsentanten  man  die  reducirten  Formen 

(1,  0,3)  =  x'2-F  3  2/2 
und 

(2,  1,  2)  =  2x^-j-2xy  +  2y^ 

annehmen  kann;  sie  sind  resp.  von  der  ersten  und  zweiten  Art. 
Ungerade  Zahlen  können  offenbar  nur  durch  die  erstere  dargestellt 
werden;  es  sei  daher  m  eine  ungerade  und  der  Einfachheit  wegen 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl;  damit  sie  durch  die  Form  (1,  0,  3) 
darstellbar  sei,  ist  erforderlich,  dass,  wenn  j)  irgend  eine  in  ihr 
aufgehende  Primzahl  ist, 


(x) = (t) 


+  1, 


folglich  ])  von  der  Form  3  /i  -f  1  sei.  Umgekehrt ,  sobald  diese 
Bedingung  für  alle  ft  in  m  aufgehenden  Primzahlen  p  erfüllt  ist, 
so  hat  die  Congurenz 

^2^  —  3  (mod.m) 
stets  2."  incongruente  AVurzeln;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant 
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einer  solchen,  und  n^^  -\-  3  =  ml^  so  ist  die  Form  (m,  n,  l)  von  der 
ersten  Art  (da  m  ungerade  ist)  und  folglich  der  Form  (1,  0,  3) 
äquivalent.     Es  giebt  also  (nach  §.  62)  zwei  Substitutionen 


C^'^)    und    (-^^-'A 


durch  welche  die  Form  (1,  0,  3)  in  die  Form  (m,  w,  l)  übergeht, 
und  folglich  auch  zwei  Darstellungen  {x^  y)  und  ( — ^,  — y)  der 
Zahl  m,  welche  zu  dieser  Wurzel  gehören.  Im  Ganzen  giebt  es 
daher 

2.2-"  =  2."+i 

verschiedene  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  m  durch  die  Form 
(1,  0,  3),  die  sich  aber  wieder  auf  nur 

1  .  2*^+1  =  2."-i 

4 

verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  m  in  ein  einfaches  und  ein 
dreifaches  Quadrat  reduciren  (nur  auf  den  Fall  ^  =  0,  also  m=l 
passtdie  letztere  Formel  wieder  nicht).  Besonders  bemerkenswerth 
ist  der  specielle  Fall: 

Jede  Primzahl  von  der  Form  3  h  -]-l  ist  stets  und  nur  auf 
eine  einzige  Weise  in  ein  einfaches  und  ein  dreifaches  Quadrat 
zerlegbar. 

Gehen  wir  nun  zu  den  durch  die  zweite  Form  (2,  1,  2)  dar- 
stellbaren, nothwendig  geraden  Zahlen  über;  wir  beschränken  uns 
auf  diejenigen  von  der  Form  2w,  wo  m  wieder  eine  ungerade  und 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl  bedeutet.  Dann  erkennen  wir  leicht, 
dass  der  Complex  dieser  Zahlen  m  mit  dem  eben  behandelten  voll- 
ständig identisch  ist.  Denn  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz 
^2  ^  —  3  (mod.  m)  folgt  auch  die  der  Congruenz  ^^  ^  —  3  (mod.  2  m), 
und  umgekehrt  (§.  37),  und  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln 
wieder  =  2i".  Ist  ferner  n'  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
solchen,  und  n'^  -f  3  =  2  m?,  so  ist  die  Form  (2  m,  t^',  Q  nothwendig 
von  der  zweiten  Art  (denn  der  mittlere  Coefficient  n'  ist  ungerade, 
folglich  Z  gerade)  und  also  gewiss  der  Form  (2,  1,  2)  äquivalent; 
man  kann  daher  (nach  §.  62)  sechs  verschiedene  Transformationen 
der  letztern  Form  in  die  erstere  finden,  aus  welchen  folgende  sechs 
Darstellungen 

±  {x,  y\  ±{y,—x  —y\  ±{x-\-y,  —x) 
entspringen,  die  alle  zu   derselben  Wurzel  n'  gehören  (die  sechs 
zu  der  entgegengesetzten  Wurzel  — n'  gehörenden  Darstellungen 
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entstehen  aus  diesen  durch  Vertauschung  der  ersten  darstellenden 
Zahl  mit  der  zweiten) '''').    Im  Ganzen  existiren  daher 

6  .  2<"  —  3  .  2,"+^ 
verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  2  m  durch  die  Form  (2,  1,  2), 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Zahl  m  durch  die  Form  x'''-  -\-  xy  -\-y'^. 
Sieht  man  je  vier  zusammengehörige  Darstellungen  von  der  Form 

(x,tj),    {—x,—y\    {y,x\    (—y,—x) 
als  nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  ist  die  Anzahl  der  wesent- 
lich verschiedenen  Darstellungen  nur  noch 

=  3  .  2,"-i. 
Für  eine  Primzahl  p  von  der  Form  3  7^  +  1   giebt  es  daher  immer 
drei    w^esentlich    verschiedene    Darstellungen    durch     die    Form 
x^-^xy^  if. 

Beispiel'.  Ist  m  =  13,  so  sind  n  =  ^1  die  Wurzeln  der 
Congruenz  z^  ^ — 3  (mod.  26)  und  also  auch  der  Congruenz 
z"'  ^—^  (mod.  13).  Wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (13,  7,4) 
und  (26,  7,  2).     Sie  gehen  resp.  durch  die  Substitutionen 


tä;T:)-(-;:±i) 


in  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2,  1,  2)  über.    Die  beiden  inversen 
Substitutionen  sind 

(iJ:±|)".,(^t:-o') 

und  folglich  ist 

13  =  P-f  3  (—2)2  ==(—4)2  4- (—4)  .1  +  12; 
hieraus  findet  man  leicht  die  beiden  anderen  Darstellungen 

13  =  42-1-4  .  (—3) +  (—3)2 
=  32  +  3  .  1  +  12 


*)  Da  von  den  Zahlen  x,  y,  x-\-  y  stets  eine  und  nur  eine  gerade  ist, 
so  giebt  es  unter  den  sechs  zu  der  Wurzel  n'  gehörenden  Darstellungen  der 
Zahl  2  m  immer  zwei  +  {x'^  y') ,  in  welchen  y'  gerade  ist  =  2u]  setzt 
man  ferner  x'  -\- ii  =  t,  so  geht  die  Gleichung  x' x'  ~\-  x' y'  -\-  y' y'  =  m 
über  in  i*  +  3w^«  =  in,  d.  h.  man  erhält  eine  Darstellung  {t,  u)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (1,  0,  3),  und  zwar  gehört  diese  Darstellung  zu  derselben 
Wurzel  n'.  Hierin  besteht  der  Zusammenhang  zwischen  den  Darstellungen 
der  Zahlen  m  und  2  m  resp.  durch  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2,  1,  2). 
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§.71, 


Als  letztes  Beispiel  wählen  wir  die  Determinante  D  =  —  5 ; 
es  giebt  zwei  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

(1,  0,  5)  und  (2,  1,  3), 
beide  sind  ursprünglich  und  von  der  ersten  Art.  Wir  suchen 
wieder  das  System  aller  ungeraden  und  durch  5  nicht  theilbaren 
Zahlen  m  zu  bestimmen,  welche  durch  diese  Formen  darstellbar 
sind.  Die  dazu  erforderliche  Bedingung  besteht  darin,  dass  für 
jede  in  m  aufgehende  Primzahl  p  die  Gleichung 


(f)=(-')"'-"(i) 


==+1 


Statt  finden  muss;  hieraus  folgt  (§.  52,  II),  dass  jede  solche  Prim- 
zahl von  einer  der  vier  Formen 

20^ -fl,    20/^-1-9,    20/i-f3,    20A  +  7 
sein  muss.     Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  und  |u  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Primzahlen  j?,  so  hat  die  Congruenz 

^2  ^  —  5  (mod.  m) 
wieder  2i"  incongruente  Wurzeln;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsen- 
tant einer  solchen,  und  n'^  -}-  5  =  m?,  so  ist  die  Form  (m,n^l)  noth- 
wendig  einer  und  nur  einer  der  beiden  obigen  reducirten  Formen 
äquivalent;  es  giebt  dann  jedesmal  (nach  §.62)  zwei  Substitutionen, 
durch  welche  diese  reducirte  Form  in  (m,  n^  l)  übergeht,  also  auch 
zwei  zu  der  Wurzel  n  gehörige  Darstellungen  der  Zahl  m  durch 
diese  reducirte  Form.    Im  Ganzen  giebt  es  also 

2.2."  =  2."+i 
Darstellungen  einer  solchen  Zahl  durch  die  obigen  reducirten 
Formen.  Allein  es  bleibt  noch  zweifelhaft,  durch  welche  der  beiden 
reducirten  Formen  die  zu  einer  bestimmten  Wurzel  n  gehörigen 
beiden  Darstellungen  erfolgen;  und  eine  ähnliche  Frage  wird  jedes- 
mal da  auftreten,  wo  es  mehrere  nicht  äquivalente  Formen  der- 
selben Art  giebt.  In  unserm  Fall  ist  es  nicht  schwierig,  diesen 
Zweifel  zu  heben. 

Ist  nämlich  die  Zahl  m  darstellbar  durch  die  Form  (1,  0,  5), 
also  z.  B.  m  =  x^  -\-  by'^^  so  folgt  hieraus  m  ^  x^^  (mod.  5),  d.  h. 
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m  ist  quadratischer  Rest  von  5 ;  ist  dagegen  die  Zahl  m  darstellbar 
durch  die  zweite  Form  (2,  1,  3),  also  z.  B.  m  -.=  2x'^  -\-  2xy  -f-  3^^^ 
so  ist  2  m  =r-  {2x  -\-  yy  -]-  by^  ^  (2x  -\-  y)'-  (mod.  5),  und,  da  2 
quadratischer  Nichtrest  von  5  ist,  so  ist  m  ebenfalls  quadratischer 
Nichtrest  von  5.  Es  tritt  also  hier  die  besonders  einfache  Erschei- 
nung auf,  dass  alle  Darstellungen  einer  Zahl  entweder  nur  durch 
die  Form  (1,  0,  5)  oder  nur  durch  die  Form  (2,  1,  3)  geschehen,  je 
nachdem  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  5,  d.h.  je  nach- 
dem m  ^  i  1,  oder  ^  +  2  (mod.  5)  ist.  Hieraus  folgen  die  spe- 
ciellen  Sätze: 

Jede  Primzahl  von  einer  der  beiden  Formen  20  h  -{-  1,  20  h  -\-  0 
ist  auf  vier  Arten  durch  die  Form  (1,  0,  5)  darstellbar  (welche  ive- 
sentlich  nur  eine  einzige  Zerlegung  in  ein  einfaches  und  ein  fünf - 
faches  Quadrat  bilden) ;  jede  Primzahl  von  einer  der  beiden  Formen 
20h-\-3,  20  h-\-l  ist  auf  vier  Arten  durch  die  Form  (2,  1,  3) 
darstellbar. 

Beispiel  1:  Ist  m  =  29,  so  sind  n  =  4: 13  die  beiden  Wurzeln 
der  Congruenz  z^  ^ — 5  (mod.  29);  die  hieraus  gebildete  Form 
(29,  13,  6)  geht  durch  die  Substitution 


V+2, -3; 


in  die  reducirte  Form  (1,  0,  5)  über;  durch  Umkehrung  dieser  Sub- 
stitution erhält  man  die  Zerlegung 

29  =  32  ^-  5  .  22. 

Beispiel  2:  Für  m  =  27  findet  man  n  =  ±  1]  die  beiden 
entsprechenden  Formen  (27, 7, 2)  und  (27,  —  7,  2)  gehen  bezüglich 
durch  die  Substitutionen 


(_»,:±i) ««.(_»,:  Ö 


in  die  reducirte  Form  (2,  1,  3)  über;  durch  Umkehrung  derselben 
erhält  man  daher  die  vier  Darstellungen 

27  =  2  (+4)2  +  2(^:4)  (±  1)  +  3  (±1)2 
27  ^r:  2  (±3)2  +  2(±3)  (±l)-}-3  (±1)2 

von  denen  die  beiden  ersteren  zu  der  Wurzel  ±  7,  die  beiden  letz- 
teren zu  der  Wurzel  —  7  gehören. 
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§•  72. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Formen  mit  positiver  Determi- 
nante D,  um  auch  für  sie  die  Hauptprobleme  der  Theorie  der 
Aequivalenz  zu  lösen.  Das  zweite  Problem  (§.  59),  aus  einer  Trans- 
formation einer  Form  in  eine^  zweite  alle  Transformationen  der 
erstem  in  die  letztere  zu  finden,  ist  durch  unsere  frühere  Unter- 
suchung (§.  62)  auf  die  Aufgabe  zurückgeführt,  alle  ganzzahligen 
Auflösungen  der  Gleichung 

P  —  Du''  =  ö2 
zu  linden.  Dieselbe  ist  für  positive  Determinanten  bei  weitem 
schwieriger  zu  lösen,  als  für  negative.  Dasselbe  gilt  von  dem 
ersten  Hauptproblem:  zu  erkennen,  ob  zwei  Formen  von  gleicher 
Determinante  äquivalent  sind  oder  nicht.  Wir  schlagen  zur  Lö- 
sung desselben  einen  ganz  andern  Weg  ein,  wie  früher  bei  nega- 
tiven Determinanten,  einen  Weg,  der  aber  zugleich  die  Mittel 
an.  die  Hand  geben  wird,  auch  die  obige  Gleichung  vollständig 
aufzulösen.  '^') 

Das  Charakteristische  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
wir  auch  irrationale  Grössen  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen 
ziehen.    Ist  nämlich  (a,  &,  c)  oder 

ax'^  -f  2  5:^?/  +  cy'^ 
eine  Form,  deren  Determinante  h^  —  ac  =  D  positiv  ist,  so  hat 
die  entsprechende  quadratische  Gleichung 
a-|-2  6fa-f  ca32  =  0 
zwei  reelle  Wurzeln 

_  -6  +  1/1)  _  a 

"^  ~  c  ——h±VD' 

die  wir,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen 
wird,  als  die  erste  oder  zweite  Wurzel  der  Form  (a,  h^  e)  bezeiclnien 
und  von  einander  unterscheiden  wollen,  indem  wir  ein  für  alle 
Mal  festsetzen,  dass  das  Zeichen  VZ)  stets  die  positive  Quadrat- 
wurzel aus  der  Determinante  bedeuten  soll.  Durch  die  Coefti- 
cienten  der  Form  (et,  h,  c)  ist  also  jede  ihrer  beiden  W^urzeln  voll- 
ständig, ohne  Zweideutigkeit  bestimmt.  Aber  umgekehrt  ist  auch 
jede  Form  {a,  h,  c)  der  Determinante  D  durch  Angabe  einer  ihrer 


*)  Lejeune  Dirichlet:     Vereinfacliumj    der  IJteorie   der    binären   qua- 
dratischen Formen  von  positiver  Determinante  (Berliner  Akad.  1854). 
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Wurzeln  vollständig  charakterisirt,  in  der  Weise,  dass  zwei  Formen 
(a,  h,  c)  und  {a\  h\  c')  derselben  Determinante  D  notliwendig  iden- 
tisch sind,  sobald  sie  gleiche  erste,  oder  gleiche  zweite  Wurzeln 
haben;  denn  aus  der  Gleichung 

—  h'j^VB  __—h_^_VD 
c'  "  c  ' 

worin  entweder  die  beiden  oberen,  oder  die  beiden  unteren  Zeichen 
zu  nehmen  sind,  ergiebt  sich  in  Folge  der  Irrationalität  von  VZ) 
zunächst  c'  =  c,  und  dann  h'  =  &,  also  auch  a'  =  a. 

Im  Folgenden  nennen  wir  zwei  Wurzeln  «,  co'  zweier  Formen 
resp.  (a,  &,  c),  (a',  6',  c')  gleichnamig^  wenn  beide  erste,  oder  beide 
zweite  Wurzeln  sind,  ungleichnamig  dagegen,  wenn  die  eine  die 
erste,  die  andere  die  zweite  Wurzel  ist.  Wir  können  dann  das 
eben  erhaltene  Resultat  auch  so  aussprechen:  Wenn  zwei  Formen 
dieselbe  {positive)  Determinante  hesitsen^  und  wenn  eine  Wurzel 
der  einen  Form  mit  der  gleichnamigen  Wurzel  der  andern  Form 
übereinstimmt^  so  sind  beide  Formen  identisch. 

/ 

§.  73. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  seien  («,  &,  c)  und  («',  b\  c') 
zwei  äquivalente  Formen,  und  zwar  wollen  wdr  für  einen  Augen- 
blick die  uneigentliche  Aequivalenz  nicht  ausschliessen ,  weil  da- 
durch der  Nerv  der  Betrachtung  deutlicher  hervortritt.  Es  sei 
(y;§>)  eine  Substitution,  durch  welche  {a^  &,  c)  in  {a\  6',  c')  über- 
geht, also 

a8  —  ßy  :=  £  =  4:  1. 
Da  durch  diese  Substitution 

x=zax' ^ßy\y  =  yx' -\-dy' 
identisch 

ax''-\-  2bxtj^ciß  ~  a'rr'2-|-2&'^''2/'-|-c'/2 
wird,  so  leuchtet  ein,  dass  vermöge  der  Formeln 

y^ÖGi'        , — r-j-wö 

^  —  a^ßo^"    "^  —     d'—ß(D 
aus  einer  Wurzel  a>'  der  Form  (a\  b\  c')  eine  Wurzel  a  der  Form 
(a,  ^,  c)  gefunden  werden  kann,  und  umgekehrt;  denn  die  Wurzeln 
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dieser  Formen  sind  ja  die  Werthe  der  Verhältnisse  ij\x  und  y'\x\ 
für  welche  die  Formen  verschwinden.  Aber  es  fragt  sich  vor  allen 
Dingen,  ob  zwei  so  verbundene  Wurzeln  cd  und  «'  gleichnamig 
sind,  oder  nicht.     Da  nun 

—  ö  +  VD 

C 

ist,  so  folgt 

"^  ~  —Öc-{-ß{—hJ^\D)  ~  —hß  —  cd-fßVD' 

machen  wir  den  Nenner  rational,  indem  wir  den  Bruch  durch 
—  hß  — cdi:ßyD  erweitern  und  berücksichtigen,  dass 

aaß  -f  b  (ccd  +  ßy)  -f  cyd  =  h' 

aß-^  +  2bßd-\-cd^'  =z  d 

ist,  so  ergiebt  sich 

—  V^EyD 
co= -^ 

Wir  haben  daher  folgendes  Resultat  erhalten:    Wenn  eine  Form 
(a,  ö,  c)  durch  eine  Substitution  (1;;  ^)    in    eine    äquivalente    Form 
(a',  b',  c')  übergeht^  so  ist  je  eine  Wurzel  o  der  erstem  mit  je  einer 
Wurzel  co'  der  letztern  Form  durch  die  llelation 
_  y^ÖG)'  _  —y-\-a(o 

""'  —  a-^ßco"  d-  ßo) 

verbunden;  und  zivar  bilden  co^  o'  ein  Paar  gleichnamiger  oder  un- 
gleichnamiger Wurzeln  der  beiden  Formen^  je  nachdem  die  Substi- 
tution eine  eigentliche  oder  uneigentliche  ist. 

Wir  schliessen  von  jetzt  an  uneigentliche  Aequivalenz  und 
uneigentliche  Substitutionen  gänzlich  aus;  es  sind  dann  also  stets 
zwei  gleichnamige  Wurzeln  der  beiden  äquivalenten  Formen  in  der 
angegebenen  Weise  mit  einander  verbunden.  Dieser  Satz  lässt 
sich  in  folgender  Weise  umkehren: 

Wenn  zwei  Formen  (a,  &,  c),  (a\  b\  c')  dieselbe  Determinante 
haben  ^  und  wenn  zwei  gleichnamige  Wurzeln  co  und  a'  derselben 
durch  die  Gleichung 

y  -f-  8g)' 

verbunden  sind,  in  welcher  die  vier  ganzen  Zahlen  «,  /3,  y,  8  der 
Gleichung 
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ad  —  ßy  T=:  i 

genügen,  so  sind  die  beiden  Formen  äquivalent,  und  zwar  geht  die 
erstere  durch  die  Substitution  (5^;  ^)  in  die  letztere  über. 

Denn  durch  diese  Substitution  geht  (a,  b,  c)  in  eine  äquiva- 
lente Form  (a",  b",  c")  über,  und  bezeichnet  man  mit  a/'  ihre  mit 
ö  gleichnamige  Wurzel,  so  ist  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 

03  =       ,    ^    ,, ,  und  folglich  ca'  =  09"; 
a-hpö"  ^  ' 

da  ferner  der  Voraussetzung  nach  co'  mit  oj,  folglich  auch  mit  to" 
gleichnamig  ist,  und  da  endlich  (a',  b',  c')  dieselbe  Determinante 
wie  (a,  b,  c),  und  folglich  auch  wie  (a",  b'\  c")  hat,  so  ist  zufolge 
der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  (a',  b',  e')  identisch 
mit  (a",  V\  c"),  d.  h.  (a,  b,  c)  geht  durch  die  obige  Substitution  in 
(a',  b\  c')  über. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  das  Folgende  ist  die  Betrach- 
tung zweier  benachbarten  Formen  (a,  b,  a')  und  (a\  b\  a"),  in  welchen 
der  Definition  zufolge  (§.  G3)  die  Summe  b  -^b'  durch  a'  theilbar, 
also  b  -\-b'  =  —  a'  8  ist,  und  von  welchen  die  erstere  in  die  letztere 
durch  die  Substitution  (_J'  j>)  übergeht.  Die  gleichnamigen  Wur- 
zeln cö  und  o'  dieser  beiden  Formen  hängen  durch  die  Gleichungen 

.        1        ,  1 


G3  6 W 

zusammen. 


5.  74. 


Auch  bei  positiven  Determinanten  vergleicht  man  zwei  For- 
men, deren  Aequivalenz  beurtheilt  werden  soll,  nicht  unmittelbar 
mit  einander,  sondern  man  transformirt  jede  von  ihnen  in  eine 
sogenannte  redueirte^)  Form;  der  Begriff  einer  solchen  ist  aber 
hier  wesentlich  verschieden  von  demjenigen,  welcher  früher  (§.  64) 
für  negative  Determinanten  aufgestellt  ist. 

FAne  Form  (a,  b,  c)  von  positiver  Determinante  I)  heisst  eine 
reducirte  Form,  wenn,  abgesehen  vom  Zeichen,  ihre  erste  Wurzel 


*)   Gausf^:  D.  A.  art.  1  3. 
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~h  —VI) 


Uwe  siveite  Wursel 


>  1. 


Z±±1R^, 


ist^  und  tvenn  ausserdem  beide  Wurzeln  entgegengesetzte  Zeichen 
hohen. 

Ziehen  wir  zunächst  einige  Folgerungen  aus  dieser  Erklärung. 
Da  die  erste  Wurzel  numerisch  grösser  als  die  zweite,  also  auch 
die  Summe  der  beiden  Grössen  h  und  \D  numerisch  grösser  als 
ihre  Differenz  sein  soll,  so  muss,  da  VD  positiv  ist,  auch  h  positiv 
sein  (nicht  =  0);  da  ferner  die  beiden  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  beiden  Grössen 

—  (5  +  VD)    und    — 6  +  Vi); 

und  da  die  erstere  gewiss  negativ  ist,  so  muss  die  letztere  positiv 
sein;  es  ist  daher 

0  <  &  <  VD. 
Bezeichnen   wir  ferner  mit  (c)  wieder  den  absoluten  Werth 
des  Coefficienten  c,  so  muss  also  im  algebraischen  Sinne  (d.  h.  mit 
Rücksicht  auf  die  Vorzeichen) 

— '--!- —  >  1    und    0  <  -^^ <  1, 

d.  h.  es  muss 

0  <  yi)  —  h<{c)  <  VD  +  Ö 

sein;  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Form  (a,  ö,  c),  deren 
Coefficienten  diesen  letzteren  Ungleichungen  genügen,  sicher  eine 
reducirte  Form  ist,  weil  aus  ihnen  rückwärts  die  ursprünglichen 
Bedingungen  sich  ableiten  lassen. 

Aus  der  Definition  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen. 
Da  Z)  =  &2  —  (jiQ  und  h'^  <  D  ist,  so  müssen  a  und  c  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben;  da  ferner  die  erste  Wurzel  und  c  eben- 
falls entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  hat  die  erste  Wurzel 
dasselbe  Vorzeichen  wie  der  erste  Coefficient  a  der  Form.  Nun 
hat  ferner  die  zweite  Wurzel  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
ersten  Wurzel,  also  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  dritte  Coefficient 
c  der  Form,  was  sich  unmittelbar  auch  daraus  ergiebt,  dass  VZ)  —  h 
positiv  ist. 
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Für  den  absoluten  Werth  des  ersten  Coefficienten  a  gelten 
dieselben  Bedingungen,  wie  für  den  von  c;  denn  da 

7)    ^    ?;2  4.  (,,)  (c), 

also 

_  (VD  +  DiVB-h) 

W--  (c) 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  Bedingungen 

dass 

{a)  >  yn  —  k    und    (a)  <  VD  +  /> 

ist*). 

Für  das  Folgende  ist  noch  der  specielle  Fall  bemerkenswerth, 
in  welchem 

VD  —  (a)  <b  <yi)  und  (c)  ^  (a) 
ist;  aus   diesen  Bedingungen  kann  man  nämlich  stets  schliessen, 
dass  die  Form  (a,  ft,  c)  reducirt  ist,  obwohl  die  Umkehrung  nicht 
gestattet  ist.     In  der  That,  giebt  man   diesen  Bedingungen  die 
Form 

0  <  VD  — &  <  (a)  ^  (c), 
so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  zweite  Wurzel 

-h^yp 

c 
numerisch  <  1,  ferner  dass  die  erste  Wurzel 
.   —b  —  yP  _  a__ 

c       ~  yp—h 

numerisch  >  1  ist.  Hieraus  folgt  weiter,  wie  oben,  dass  h  positiv 
ist,  weil  yP~\-l)  numerisch  grösser  als  VI)  —  h  ist;  und  folglich 
haben,  da  ausserdem  h  <  yP  ist ,  beide  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen.     Also  ist  die  Form  gewiss  eine  reducirte. 


*)  Dasselbe  ergiebt  sich  unmittelbar  daraus,  dass  die  erste  Wurzel  einer 
Form  (rt,  ?>,  c)  der  reciproke  Werth  der  zweiten  Wurzel  ihres  Gefährten 
(c,  h,  a)  ist;  mithin  sind  entweder  beide  F^ormen  reducirt,  oder  beide  nicht 
reducirt. 
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§•  75. 


Aus  der  Erklärung  einer  reducirten  Form  ergiebt  sich  ferner 
der  folgende  wichtige  Satz"^')  (vergl.  §.  67): 

Für  jede  positive  Determinante  gieht  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl reducirter  Formen. 

Denn,  bezeichnen  wir  mit  A  die  grösste  ganze  in  VD  enthal- 
tene Zahl,  so  dass  A  <  Vi)  <  A  -f  1  und  alst)  A  mindestens  —  1 
ist,  so  kann  der  mittlere  Coefficient  b  einer  reducirten  Form  (a,  6,  c) 
nur  die  A  verschiedenen  Werthe  1,  2...A  haben;  für  jeden  dieser 
Werthe  von  h  ist  D  —  h-  =  (ö^)  (c)  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei 
Factor en  zu  zerlegen,  welche  zwischen  k  —  h  und  A  -|-  1  -j-  ^>  exclu- 
sive  (oder  zwischen  A  -j-  1  — h  und  A  -f  ^  inclusive)  liegen;  je  zwei 
solchen  Factoren  a  und  c  hat  man  entgegengesetzte  Zeichen  zu 
geben,  undmanmuss  sie  i^ermutiren,  wenn  sie  ungleich  sind.  Dann 
sind  aber  wirklich  alle  reducirten  Formen  gefunden,  und  es  giebt 
deren  offenbar  nur  eine  endliche  Anzahl. 

Beispiel  1:  Ist  D  =  13,  so  ist  A  =  3;  wir  haben  daher  fol- 
gende Fälle  und  Zerlegungen: 

6=1;    12  =  3  .  4 
&  =  2 ;      9  =  3.3 
&  =  3;      4=1.4  =  2.2 
und  diese  liefern  die  folgenden  12  reducirten  Formen: 
(±  3,  1,  +  4),  (±  1,  3,  4:  4),  (±  3,  2,  4:  3), 
{±  4,  1,  qi  3),  (±  4,  3,  :f  1),  (±  2,  3,  4:  2). 

Beispiel  2:  Für  D  =  19  ist  Ar=4;  wir  bilden  daher  folgende 

Tabelle: 

i  r=r  1;     18  giebt  keine  Zerlegung; 

6  =  2;     15  =  3.5; 

?;  =  3;     10  =  2.5; 

?>  =  4;       3  =  1.3; 
hieraus  ergeben  sich  folgende  12  reducirte  Formen: 

(±  3,  2,  J^  5),  (±  2,  3,  +  5),  (±  1,  4,  qü  3), 
(±  5,  2,  q:  3),  (±  5,  3,  qi  2),  (±  3,  4,  ip  !)• 


*)   GaufiS:   1).  A    art. 
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Beispiel  3:    Für  Z>  =  35  ist  A  -=r  5;  also  bilden  wir  die  Ta- 
belle 

b  =  1;    34  giebt  keine  Zerlegung ; 

o  =  2;    61      „  „  „ 

&  =  3;    26      „         „  „ 

^  =  4;    19      „ 

h  =r  6-    10  =  1  .  10  ^  2  .  5; 
wir  erhalten  daher  8  reducirte  Formen: 

(±  1,5,  HF  10),  (±2,  5,4=5); 
(±  10,  5,  q=  1),  (±  5,  5,  +  2). 

Beispiel  4:  Für  2)  =  79  ist  A  =  8;  wir  bilden  daher  folgende 
Tabelle: 

h  =  1;  78  giebt  keine  Zerlegung; 

&  =  2;  75      „ 

?>  =  3;  70  =  7  .  10; 

6  =  4;  63  =  7  .  9; 

6  =  5;  54  r=  6  .  9; 

^  ==  6;  43  giebt  keine  Zerlegung; 

^  =:  7;  30  =  2  .  15  =  3  .  10  =  5  .  6; 

&  ==  8;  15  =  1  .  15  =  3  .  5; 
wir  erhalten  daher  32  reducirte  Formen: 

(±  7,  3,  q=  10),  (±  7,  4,  41  9),  (±'6,  5,  ip  9),  (+  2,  7,  q=  15), 
(±  3,  7,  +  10),  (±  5,  7,  HF  6),  (±  1,  8,  4=  15),  (±  3,  8,  qi  5), 
und 

(±  10,  3,  +  7),  (±  9,  4,  4:  7),  (±  9,  5,  ip  6),  (±  15,  7,  +  2), 
(±  10,  7,  +  3),  (±  6,  7,  IF  5),  (±  15,  8,  +  1),  (±  5,  8,  +  3). 


§•  76. 

Aehnlich  wie  bei  negativen  Determinanten  (§.  64)  beweisen 
wir  auch  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes*): 

Jede  Form  von  positiver  Determinante  ist  einer  reducirten 
Form  äquivalent. 

Bezeichnen  wir  die  gegebene  Form  von  positiver  Determinante 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  183. 
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D  mit  (a,  &,  a'),  so  suchen  wir  eine  ihr  nach  rechts  benachbarte 
Form  (a',  6',  a")  so  zu  bestimmen,  dass 

VD  -  (a')  <b'  <yD 
wird.  Da  zufolge  der  Erklärung  einer  benachbarten  Form  der 
mittlere  Coefficient  h'  jeden  Werth  erhalten  kann,  welcher  ^  —  h 
(mod.  a')  ist ,  und  feeinen  andern ,  so  fragt  sich  nur ,  ob  zwischen 
den  Grenzen  VD  —  (a')  und  VD  stets  ein  solcher  Werth  existirt; 
dies  ist  oöenbar  der  Fall,  da  die  sämmtlichen  zwischen  diesen  bei- 
den Grenzen  enthaltenen  ganzen  Zahlen 

A-f-l  — (a'),  A  +  2  — (a')  .  .  .  A~l,  A 
ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modulus  a'  bilden; 
aus  demselben  Grunde  ergiebt  sich,  dass  nur  eine  einzige  solche 
Zahl  h'  existirt.  Nachdem  h'  =  —  b  —  a'  d  bestimmt  ist ,  geht  die 
Form  (a,  h^  a')  durch  die  Substitution  (_J'  j>)  in  die  benachbarte 
Form  (a',  b\  a")  über,  deren  Coefiicienten  a\  b'  der  obigen  Be- 
dingung Genüge  leisten.  Findet  sich  nun,  dass  zu  gleicher  Zeit 
{a")  ^  {a')  wird,  so  ist  nach  dem  am  Schlüsse  des  §.74  besonders 
hervorgehobenen  speciellen  Fall  die  gefundene  Form  {a\  ?/,  a") 
eine  reducirte.     Ist  dagegen 

(«')  >  (»")> 

so  verfahre  man  mit  der  gefundenen  Form  (a',  b\  a")  genau  so  wie 
mit  der  gegebenen  Form,  d.  h.  man  bilde  die  ihr  nach  rechts  be- 
nachbarte Form  {a'\  b'\  a'"),  in  welcher 

VD  —  {a!')  <cb"  <  VI) 
ist,  und  welche  gewiss  eine  reducirte  ist,   w^enn   (a'")  ^  (a")  ist. 
Sollte  aber  wieder 

(a")  >  (a'") 
sein,  so  setze  man  denselben  Process  in  derselben  Weise  fort;  da 
unter  einer  gegebenen  positiven  Zahl  (a')  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  ganzen  positiven  Zahlen  liegt,  so  muss  man  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Transformationen  durchaus  zu  einer  Form 
(«("),  ¥'"\  a("+^^),  in  welcher  sowohl 

VD  — («(">)  <  />(">  <  VD 
als  auch 

ist,  also  zu  einer  reducirten  Form  gelangen,  was  zu  beweisen  war. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  bei  diesem  Process  nicht 

gerade  erst  die  letzte  Form  eine  reducirte  zu  sein  braucht,  denn 
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es  giebt  reducirte  Formen,  in  welchen  die  Bedingungen  des  be- 
sondern hier  benutzten  speciellen  Falles  nicht  erfüllt  sind.  Von 
grösserer  Wichtigkeit  ist  es  aber,  besonders  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  dass  durch  den  angegebenen  Process  auch  jedes  Mal  eine 
Substitution  gefunden  wird,  durch  welche  die  gegebene  Form  in 
die  reducirte  Form  übergeht,  und  zwar  erhält  man  diese  Substi- 
tution durch  Composition  der  successiven  Substitutionen,  welche 
in  dem  Processe  auftreten.  Der  Algorithmus  selbst  ist  durchaus 
nicht  beschwerlich  (vergl.  §.  64),  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

Beispiel  1 :  Die  Form  (4,  6,  7)  hat  die  Determinante  Z)  ::=  8 ; 
es  ist  also  A  =  2.     Unter  den  Zahlen 

-4,  -3,  -2,-1,  0,  1,  2 
ist  h'  =  1  ^  —  6  (mod.  7);  dies  giebt  die  benachbarte  Form 
(7,  1,  —  1),  welche  noch  nicht  reducirt  ist.  Da  (a")  =  1  ist,  so 
ist  6"  =  A  =  2 ,  und  folglich  erhält  man  die  benachbarte  Form 
( —  1,  2,  4),  welche  wirklich  reducirt  ist.  Durch  die  Substitution 
(_?'  1'})  (_?;  l)  =  (+};  ^4)  geht  die  gegebene  Form  in  die  gefundene 
über. 

Beispiel  2:  Die  Form  (713,  60,  5)  hat  die  Determinante 
D  =:  35;  man  findet  nach  der  angegebenen  Methode  die  nach 
rechts  benachbarte  Form  (5,  5,  —  2),  und  zu  dieser  wieder  die  Form 
( —  2,  5,  5),  in  welcher  der  letzte  Coefficient  in  der  That  grösser  ist 
als  der  erste.  In  diesem  Beispiel  ist  aber  auch  schon  die  vorher- 
gehende Form  (.5,  .5,  —  2)  reducirt.  Die  gegebene  Form  geht  durch 
die  Substitution  (_J'  +^3)  in  (5,  .5,  —  2)  und  durch  die  Substitution 
(_?;  1.5)  (J;  .0  =  (i:  ic0  in  (-  2,  ry,  5)  über. 

Beispiel  3:  Die  Form  (62,  95,  145),  deren  Determinante 
D  =  35,  geht  durch  die  folgenden  successiven  Substitutionen 

/    0,  n    /    0,  i\    /.  ü,  i\    /    0,  \\ 
V-i,  0^'  V-i,  2^'  V-i,  2^'  V-i- V 

successive  in  die  Formen 

(145,-95,62),     (62,-29,13),     (13,3,-2),     (-2,5,5) 
über,  von  denen  erst  die  letzte  reducirt  ist;  die  Zusammensetzung 
dieser  Substitutionen  giebt  die  Substitution  {l^l]!^^^^  durch  welche 
(62,  95,  145)  in  (—  2,  5,  5)  übergeht. 


12  = 
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§.77. 


Nachdem  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  dar- 
gethan  ist,  dass  jede  Form  von  positiver  Determinante  einer  re- 
ducirten  Form  äquivalent  ist,  und  dass  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  reducirten  Formen  für  jede  gegebene  Determinante  existirt, 
so  folgt  hieraus  unmittelbar: 

Die  Ansahl  der  Classen  nicht  äquivalenter  Formen  von  posi- 
tiver Determinante  ist  stets  endlich. 

Allein  es  bleibt  noch  die  Hauptfrage  zu  beantworten,  ob  zwei 
nicht  identische  reducirte  Formen  derselben  Determinante  einander 
äquivalent  sein  können;  denn  erst  dann  haben  wir  (wiein§§.  65,  66 
für  negative  Determinanten)  die  Mittel  gewonnen,  um  über  die 
Aequivalenz  von  zwei  gegebenen  Formen  derselben  positiven  De- 
terminante entscheiden  zu  können.  Diese  Untersuchung  stösst  bei 
positiven  Determinanten  auf  bedeutende  Schwierigkeiten,  da  in 
der  That  immer  mehrere  nicht  identische  und  doch  äquivalente 
reducirte  Formen  existiren. 

Um  einen  sichern  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  gewinnen, 
stellen  wir  zunächst  die  bestimmte  Frage  *) : 

Kann  eine  reducirte  Form  (a,  &,  a')  eine  ihr  nach  rechts  be- 
nachbarte Form  (a\  6',  a")  haben^  ivelche  ebenfalls  reducirt  ist? 

Nehmen  wir  einmal  an,  dies  sei  möglich,  und  es  sei  (_?' Jp) 
die  Substitution,  durch  welche  die  reducirte  Form  (a,  ?>,  a')  in  die 
ebenfalls  reducirte  Form  (a\  b\  a")  übergeht.  Sind  dann  «  und 
ca'  zwei  gleichnamige  Wurzeln  der  ersten  und  der  zweiten  Form, 
so  hängen  diese  (nach  §.  73)  durch  die  Gleichungen 


CO  =  d  — 


1 


cd"  d 


CO 


mit  einander  zusammen.  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  fest- 
setzen, dass  cj  und  cj'  die  beiden  ersten  Wurzeln  der  beiden  Formen 
bedeuten  (obgleich  dieselbe  Relation  auch  zwischen  den  beiden 
zweiten  Wurzeln  Statt  findet).  Da  in  einer  reducirten  Form  die 
beiden  äusseren  Coefficienten  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und 
die  erste  Wurzel  stets  das  Zeiclien  des  ersten  Coefficienten  besitzt, 
so  haben  die  beiden  unechten  Brüche  w  und  co'  bezüglich  die  Vor- 
zeichen von  a  und  a\  also  entgegengesetzte  Vorzeichen,  da  der  erste 

*)  Gauss:  D.  A.  art.  184. 
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Coefficient  a!  der  zweiten  Form  zugleich  der  letzte  Coefficient  der 
ersten  Form  ist.  Zufolge  der  ohigen  Kelationen  muss  daher  «d  —  Ö 
ein  echter  Bruch  sein  von  gleichem  Vorzeichen  wie  w;  es  muss  da- 
her d  diejenige  vollständig  bestimmte  ganze  Zahl  sein,  welche  dem 
absoluten  Werth  nach  nächst  kleiner  als  cj  ist  und  dem  Vorzeichen 
nach  mit «  übereinstimmt.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  eine  redu- 
cirte  Form  {a,  &,  a')  höchstens  eine  einzige  nach  rechts  benachbarte 
Form  {a\  h\  a")  hat,  welche  ebenfalls  reducirt  ist. 

Aber  es  existirt  auch  wirklich  immer  eine  solche  der  reducir- 
ten  Form  {a^  h,  a')  nach  rechts  benachbarte  und  reducirte  Form 
(a',  6',  a").  Denn  es  sei  o  die  erste  Wurzel  der  reducirten  Form 
(a,  5,  a'),  also  ein  unechter  Bruch,  dessen  Vorzeichen  mit  dem 
von  a  übereinstimmt;  so  wähle  man  die  ganze  Zahl  ö  so,  dass  ihr 
absoluter  Werth  (d)  die  grösste  ganze  in  (w)  enthaltene  ganze  Zahl 
(also  nie  =  0)  wird,  und  gebe  d  das  Vorzeichen  von  «;  dann  geht 
die  gegebene  Form  (a,  &,  a')  durch  die  so  bestimmte  Substitution 
(_?'  ^)  in  eine  benachbarte  Form  (a\  h\  a")  über,  deren  erste  Wurzel 

0 03 

ein  unechter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  «  und  a  ent- 
gegengesetzt ist  und  also  mit  dem  von  a'  übereinstimmt.  Bezeich- 
nen wir  nun  mit  Wi  und  (x)\  die  beiden  zweiten  Wurzeln,  so  besteht 
zwischen  ihnen  dieselbe  Relation 


W'i  = 


da  nun  co^  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  cd, 
und  also  auch  dem  von  8  entgegengesetzt,  und  da  8  eine  von  Null 
verschiedene  ganze  Zahl  ist,  so  folgt,  dass  8  —  coi  ein  unechter 
Bruch,  und  also  ö'i  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  mit 
dem  von  ö,  o  und  a  übereinstimmt,  also  dem  von  co'  und  a'  ent- 
gegengesetzt ist.  Es  ist  also  bewiesen,  dass  die  beiden  Wurzeln 
a'  und  co'i  der  neuen  Form  (»',  &',  a")  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  ferner  dass  die  erste  o'  ein  unechter,  die  zweite  co\  ein 
echter  Bruch  ist;  folglich  ist  diese  Form  in  derThat  eine  reducirte, 
was  zu  beweisen  war. 

Jede  reducirte  Form  hat  daher  eine  und  nur  eine  nach  rechts 
benachbarte  Form,  welche  ebenfalls  reducirt  ist^  und  diese  kann  auf 
die  angegebene  Weise  immer  leicht  gefunden  werden. 

Genau  ebenso  Hesse  sich  nun  auch  beweisen,  dass  jede  redu- 
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cirte  Form  eine  und  nur  eine  nach  links  benachbarte  reducirte 
Form  besitzt.  Doch  ist  es  bequemer,  diesen  Fall  auf  den  eben  be- 
handelten durch  die  einleuchtende  Bemerkung  (§.  74  Amn.)  zurück- 
zuführen, dass  die  beiden  Formen  (a,  &,  a')  und  (a',  &,  a)  gleichzeitig 
reducirte,  oder  gleichzeitig  nicht  reducirte  Formen  sind.  Wenn 
nun  die  reducirte  Form  (a,  h^  a')  eine  nach  links  benachbarte  und 
ebenfalls  reducirte  Form  ('a,  '&,  a)  besitzt,  so  hat  die  reducirte 
Form  {a\  &,  a)  die  nach  rechts  benachbarte  Form  {a.  'h,  'a), 
welche  ebenfalls  reducirt  ist;  und  umgekehrt,  sobald  die  Form 
(a,  '6,  'a)  der  reducirten  Form  («',  &,  a)  nach  rechts  benachbart 
und  zugleich  reducirt  ist,  so  ist  die  Form  ('a,  '^,  a)  ebenfalls  redu- 
cirt und  der  Form  {a^  5,  a')  nach  links  benachbart.  Da  wir  nun 
gesehen  haben,  dass  eine  reducirte  Form  (a',  &,  a)  immer  eine  und 
nur  eine  nach  rechts  benachbarte  reducirte  Form  (a,  '^,  'a)  hat, 
so  folgt: 

Jede  reducirte  Form  («,  ?>,  a')  besitzt  stets  eine  und  nur  eine 
nach  linJcs  benachbarte  reducirte  Form  ('«,  '^,  a). 


§.78. 


Aus  den  soeben  bewiesenen  Sätzen  über  die  nach  rechts  und 
links  benachbarten  reducirten  Formen  ergiebt  sich,  dass  man 
sämmtliche  reducirte  Formen  einer  positiven  Determinante  D  in 
Perioden  *)  eintheilen  kann,  die  auf  folgende  Weise  zu  bilden  sind. 
Man  wähle  irgend  eine  reducirte  Form  9^  und  bilde  die  nach  rechts 
und  links  fortgesetzte  Reihe 

....  9_2,  qp-i,  (fo,  (pi,  (p2  .  .  .  • 
der  successiven  nach  rechts  und  nach  links  benachbarten  redu- 
cirten Formen,  welche  durch  das  eine  Glied  90  vollständig  be- 
stimmt sind.  Da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  reducirten 
Formen  der  Determinante  D  giebt,  und  die  ersten  Coefficienten 
zweier  auf  einander  folgenden  Formen  stets  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  muss  einmal  auf  eine  Form  g)„  dieser  Reihe  nach 
einer  geraden  Anzahl  2n  von  Gliedern  eine  mit  (pu  identische 
Form  9^<+2n  folgen;  und  da  eine  Form  cp^  oder  (p^j^^n  nur  eine 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  \i 
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einzige  nach  rechts,  und  nur  eine  einzige  nach  hnks  benachbarte 
reducirte  Form  besitzt,  so  müssen  auch  die  beiden  Formen  9^+1 
und  (p^u^i+2n,  ebenso  die  beiden  Formen  cpu-i  und  cpa-i+2n',  und 
also  auch  allgemein  je  zwei  Formen  dieser  Reihe  identisch  sein, 
deren  Indices  dieselbe  Differenz  2n  haben.  In  der  ganzen  Reihe 
sind  daher  höchstens  2n  verschiedene  Formen 

und  diese  werden  in  der  That  alle  von  einander  verschieden  sein, 
wenn  keine  der  Formen  92 ^  9^4  •  •  •  9^2^—2  mit  cpo  identisch  ist; 
denn  wären  cpy  und  9^+2«'  zwei  identische  Formen,  so  müsste 
auch  (p2nf  niit  q)Q  identisch  sein.  Nehmen  wir  also  an,  dass  2n 
die  Anzahl  der  wirklich  verschiedenen  Formen  dieser  Reihe  ist, 
so  besteht  dieselbe  aus  einer  nach  beiden  Seiten  sich  unendlich  oft 
periodisch  wiederholenden  Folge  dieser  2>^  Formen;  je  zwei  Formen 
(p^i  und  qp^,  deren  Indices  eine  durch  2n  theilbare  Differenz  ^  —  v 
haben,  sind  identisch;  und  umgekehrt,  sind  die  Formen  cp^  und 
cp^,  identisch,  so  ist  fi  ^  v  (mod.  2n). 

Es  kann  nun  sein,  dass  diese  2n  Formen  alle  reducirten  For- 
men der  Determinante  D  erschöpfen;  aber  es  ist  auch  möglich, 
dass  ausser  ihnen  noch  andere  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante existiren.  Im  letztern  Fall  sei  ipQ  eine  solche,  in  der  obi- 
gen Periode  nicht  enthaltene  reducirte  Form,  so  entspricht  ihr 
ebenso  eine  Periode  von  2  in  unter  einander  verschiedenen  Formen 

•l/^O,    J/>1,    l/'2    •   .   •   ^2m-2,    ^2m-i; 

alle  diese  Formen  der  zwöiten  Periode  werden  auch  von  denen  der 
ersten  verschieden  sein;  denn  besässen  beide  Perioden  eine  ge- 
meinschaftliche Form,  so  wären  beide  Reihen  vollständig  identisch, 
da  von  dieser  gemeinschaftlichen  Form  aus  die  Reihe  nur  auf  eine 
einzige  Weise  nach  rechts  und  links  fortgesetzt  werden  kann. 

In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  endlich  alle  re- 
ducirten Formen  in  verschiedene  Perioden  eingetheilt  sind ;  die  An- 
zahl der  Perioden  ist  nothwendig  eine  endliche ;  die  Anzahl  der 
Glieder  kann  in  verschiedenen  Perioden  verschieden  sein,  jeden- 
falls ist  sie  stets  gerade*). 


*)  Von  besonderem  Interesse  sind  noch  folgende  Bemerkungen  (Gauss: 
D.  A.  artt.  187,  194).  Wenn  (a,  b,  c)  eine  reducirte  Form  ist,  so  gilt  Das- 
selbe von  ihrem  Gefährten  (c,  b,  a)  (§.  74);  sind  die  Perioden  dieser  beiden 
Formen  entwickelt,  und  die  beiden  Formen  selbst  nach  den  Plätzen,  welche 
sie  in  diesen  Perioden  einnehmen,  mit   ^^  und  ipy  bezeichnet,    so    leuchtet 
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Beispiel  1 :  Wir  haben  (§.  75)  das  System  der  reducirten 
Formen  für  die  Determinante  Z)  =  13  aufgestellt;  nehmen  wir 
z.  B.  für  (pQ  die  Form  (3,  1,  — 4),  so  erhalten  wir  folgende  Periode 
von  zehn  Formen 

cp,  z=:(3,  1,-4);  cp,  =  (—4,  3,  1); 

<)P2=-(1,  3,  -4);  qP3  =  (-4,  1,3); 

9)4  =  (3,  2,  -3);  cp,  =  (—3,  1,4); 

9)e  =  (4,  3,  -1);  qp^  =  (- 1,  3,  4); 

g)8  =  (4,  1,-3);  qp,  =  (— 3,  2,  3). 


ein,  dass  auch  (p^-\-i  und  xpi/—i,  allgemeiner  je  zwei  Formen  (pf,i-\-h  und  i/v— ä 
Gefährten  sind,  wo  h  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus  geht  her- 
vor, dass  beide  Perioden  aus  gleich  vielen  Gliedern  bestehen  werden. 

Es  ist  nun  möglich,  dass  beide  Perioden  identisch  sind,  dass  also  xpi; 
selbst  ein  Glied  in  der  Periode  der  Form  (fu  ist;  und  dann  wird  offenbar 
der  Gefährte  einer  jeden  Form  dieser  Periode  ein  Glied  derselben  Periode 
sein.  Ist  nun  gjr  der  Gefährte  von  cp^,  so  ist,  weil  die  äusseren  Coefficienten 
einer  reducirten  Form  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  ausserdem  die  ersten 
Coefficienten  der  auf  einander  folgenden  Formen  abwechselnde  Vorzeichen 
haben,  nothwendig  r  ungerade  =:  2  m  —  1 ;  da  nun  cp^  und  g)2m—i  Gefährten 
sind,  so  gilt  Dasselbe  von  (ph  und  <p2m—i—h,  also  auch  von  g)m  und  g)m—i,  und 
ebenso,  wenn  2n  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  bedeutet,  von  g)m-\-n 
und  (pm—i—n  =  9Pm+n— 1;  bezeichnet  man  daher  irgend  eine  der  beiden  For- 
men (pm  oder  ^m+n  mit  {A,  B,  C),  so  ist  die  ihr  nach  links  benachbarte 
Form  identisch  mit  (C,  B,  A),  und  folglich  ist  25  =  0  (mod.  -4),  d.  h. 
(pm  und  (pm+n  sind  ambige  Formen;  und  sie  sind  verschieden,  weil  m  nicht 
=  m-\-  n  (mod.  2  n)  ist. 

Umgekehrt,  ist  in  einer  Periode  eine  ambige  Form  {A,  B,  C)  enthalten, 
so  ist  ihr  linker  Nachbar  ihr  Gefährte  (C,  B,  A),  und  folglich  findet  sich  in 
derselben  Periode  noch  eine  zweite  ambige  Form.  Ausser  diesen  beiden 
ambigen  Formen  (pm  und  g)m+n  giebt  es  aber  keine  andere  ambige  Form  in 
derselben  Periode;  denn,  wenn  <ps  eine  ambige  Form  ist,  so  sind  q^s—i  und 
(ps,  und  folglich  auch  (p2s—i  und  g)Q  Gefährten;  mithin  ist  ^25—1  identisch 
mit  (p2m—i,  folglich  2s  =  2w  (mod.  2w),  also  s  =.  m,  oder  s  =  m-{~  n 
(mod.  2n). 

Dieser  Fall  kann  offenbar  nur  bei  der  Periode  einer  solchen  Form  ein- 
treten (§§.  56,  58),  welche  ihrem  Gefährten  eigentlich  und  folglich  sich 
selbst  uneigentlich  äquivalent  ist,  d.  h.  wenn  die  Form  einer  sogenannten 
ambigen  Classe  angehört.  Dass  umgekehrt  jedes  Mal,  wenn  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  die  Periode  der  Form  auch  ihren  Gefährten  und  folglich  zwei 
ambige  Formen  enthalten  muss,  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  weiter  unten 
(§.  82)  bewiesenen  Hauptsatzes  dieser  ganzen  Theorie.  —  Man  vergleiche  die 
Beispiele  im  Text. 
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Diese  Rechnung  geschieht  am  einfachsten  auf  folgende  Art; 
um  aus  der  reducirten  Form  (a,  i,  a')  die  ihr  nach  rechts  benach- 
barte reducirte  Form  («',  h\  a")  zu  finden,  braucht  man  nur  ihren 
mittlem  Coefficienten  ?>'  zu  suchen,  welcher  durch  die  Bedingung 
h'  =  —  h  —  a'  ö  ^  —  h  (mod.  a')  und  die  Nebenbedingungen 

stets  vollständig  bestimmt  ist  und  durch  den  blossen  Anblick  der 
Form  sogleich  erkannt  wird.  In  unserm  Fall  ist  A  =  3;  man 
findet  daher  den  mittlem  Coefficienten  h'  der  Form  cpi  durch  die 
Bedingungen 

U  =  —l  (mod.  4),     0  ^  &'  ^  3, 
nämlich  h'  ==  3.     Und  nachdem  so  h'  und  8  =z  1   gefunden  sind, 
ergiebt  sich 

also  in  unserm  Fall  a"  =  1.  In  derselben  Weise  ist  fortzufahren, 
bis  die  erste  Form  (pQ  sich  reproducirt;  in  unserm  Beispiel  wird 
der  mittlere  Coefficient  von  ^^o  dadurch  bestimmt,  dass  er  ^  —  2 
(mod.  3)  sein,  und  ausserdem  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  1  und 
3  liegen  muss,  woraus  folgt,  dass  er  =  1  ist;  also  wird  g)io  iden- 
tisch mit  cpQ. 

Die  so  gefundenen  zehn  ursprünglichen  Formen  der  ersten 
Art  erschöpfen  aber  noch  nicht  alle  reducirten  Formen  der  De- 
terminante 13;  es  bleiben  noch  zwei  ursprüngliche  Formen  der 
zweiten  Art  übrig 

t^o  -=  (2,  3,  -  2),     ^i  =  (— 2,  3,  2), 
welche  offenbar  noch  eine  zweite  Periode  bilden. 

Beispiel  2:  Für  D  ==  19  erhalten  wir  folgende  zwei  Perioden, 
jede  von  sechs  Gliedern: 

g)o  ==(3,  2, -5);  9i  =  (— 5,  3,  2) 
(p,  =(2,  3,  -5);  g^,  =  (~5,  2,  3) 
9>4=-(3,  4,  -1);     9^5  ==  (- 1,  4,  3) 


und 


^o  =  (-3,  2,  5);  1/^1  =(5,3,-2) 
t/;^  =  (— 2,  3,  5);  i^^  =  (5,  2,  -  3) 
^,  =  (—3,4,  1);     1^,  =  (1,  4,  —  3). 
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Beispiel  3:  Für  D  =:  35  erhält  man  folgende  vier  Perioden, 
jede  von  zwei  Gliedern: 

qPo  =  (  1,  5,  —10),  cp,  =  (—10,  5,  1)        • 

T/^o  =  (10,  5,  —  1),  ^,  =  (—  1,  5,  10) 

;to   =  (  2,  5,  -  5),  X,  =  (—  5,  5,  2) 

Oo  =  (  5,  5,  -  2),  Ol  ==  (-  2,  5,  5). 

Beispiel  4:  Die  32  reducirten  Formen  der  Determinante 
2)  =  79  zerfallen  in  vier  Perioden  von  je  sechs  Gliedern  und  zwei 
Perioden  von  je  vier  Gliedern;  eine  der  sechsgliedrigen  Perioden 
ist  folgende: 

(fo  =  (7,  3,  —10);  (jPi  =  (-10,  7,  3) 
(p-2  =  (3,  8,  -  5);  cps  =  (-  5,  7,  6) 
9)4rr.(6,  5,  —  9);     cp,  =  (-  9,4,  7); 

ans  ihr  entstehen  die  drei  anderen  durch  Vertauschung  der  äusseren 
Coefficienten  (womit  die  Vertauschung  von  rechts  nach  links  in  der 
Folge  der  Glieder  verbunden  ist),  ferner  durch  Verwandlung  der 
Vorzeichen  der  äusseren  Coefficienten  in  die  entgegengesetzten. 
Eine  der  beiden  viergliedrigen  Perioden  ist 

t^o  =  (l,  8,  —  15);     T/;i  =  (- 15,  7,  2) 
1/^,  =  (2,  7, -15);     ^,  =  (-15,8,  1); 
aus  ihr  entsteht  die  andere  durch  die  Zeichenänderung  der  äus- 
seren Coefficienten. 


§.  79. 


Die  vorhergehenden  Untersuchungen  über  die  Perioden  der 
reducirten  Formen  von  positiver  Determinante  stehen  in  der  eng- 
sten Beziehung  zu  der  Entwicklung  der  Wurzeln  dieser  Formen  in 
Kettenbrüche.  Nehmen  wir  für  die  Anfangsform  ^o  einer  Periode 
immer  eine  solche,  deren  erster  Coefficient  positiv  ist ,  so  ist  auch 
ihre  erste  Wurzel  coq  positiv.  Wir  bezeichnen  mit  cj^  die  erste 
Wurzel  der  Form  g?^,  mit  d^  den  vierten  Coefficienten  der  Sub- 
stitution 


(  *^'  +  i'i 
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durch  welche  cp^  in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  cp^^i  über- 
geht, und  endlich  mit  hu  den  absoluten  Werth  von  da-  Da  (nach 
§.  77)  der  Coeflicient  du  seinem  Zeichen  nach  mit  cou  übereinstimmt, 
und  dem  absoluten  Werth  nach  die  grösste  in  dem  absoluten  Werth 
von  cja  enthaltene  ganze  Zahl  ist,  und  da  die  Wurzeln  cjq^  Wj,  «2  •  •  • 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  ist  ( — ly^cju  stets  positiv, 
und  folglich 

^a  =  (-i>"^^; 

zwischen  den  successiven  Wurzeln  cou^  «m+i  •  •  •  bestehen  aber  fol- 
gende Relationen  (§.  77) : 

1  .  1 


^Li  —  ^(1  —  - — ;    ^u+i  —  ^u+i  —  - —  •  •  • 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  +1,^1 
u.  s.w.  der  Art,  dass  die  linke  Seite  stets  positiv  wird,  so  er- 
hält man 

±  »a  =  ^^^u  4-  ^p— — ;    T  ^,"+1  ==  ^7^+1  -1-  jtt; —  •  •  * 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  den  positiven  irrationalen  unechten 
Bruch  ( —  1)."  cou  der  folgende  unendliche  Kettenbruch  (§.  23): 

(—  1)."  «,,  =  {lu,  ^fz+i-,  ^,w+2  .  .  .)• 

Offenbar  ist  dieser  Kettenbruch  periodisch;  denn  besteht  die  Pe- 
riode der  reducirten  Formen  (p  aus  2n  Gliedern,  so  ist  d^^2n  =  ^iu 
und  also  auch  hu+2n  =  ha]  es  wiederholt  sich  daher  die  Reihe  der 
Zahlen  Je  immer  nach  höchstens  2  n  Gliedern  von  Neuem. 

Beispiel  1:  Nehmen  wir  D  =  13,  so  haben  wir,  um  die  erste 
Wurzel  G>o  der  Form  9?o  =  (3,  1,  — 4)  in  einen  Kettenbruch  zu  ent- 
wickeln, ihre  Periode  aufzustellen  (§.  78) : 


^0    = 

:  (3,   1,  - 

-4); 

(pi  ^ 

-4, 

3,  1) 

^■2    = 

:   (1,   3,   - 

-4); 

(P^  = 

-4, 

1,  3) 

(p,    r= 

^(3,2,- 

-3); 

(P6   = 

-3, 

1,4) 

(Pß    = 

■  (4,  3,  - 

-1); 

(Pl    = 

-1, 

3,4) 

fPs  = 

^  (4,  1,  - 

-3); 

(Po  = 

:   (— 

■3, 

2,3); 

n  Werthe  der 

Substitutionscoefficienten  Ö 

sind   ] 

,     ^1 

=  —  6, 

d,  = 

=  +1, 

d-3 

— 

—  1, 

d,= 

=  +  1, 

,  ^■■ 

=  +  6, 

s,= 

=  -1, 

Ss 

= 

+  1, 

do  = 

=-1; 

fol- 
gende : 

ä«  =  +  1, 
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daraus  ergeben  sich  die  absoluten  Werthe 

^0  ==1,     hl  =  6,     7^2  =  1,     ^3  =  1,     l^  =  1, 
JC'^  =  1,     h  =z  6,     ]{:^  :==  1,     ^8  =  1,     h  =  1- 

Hier  zeigt  sich  die  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  die  Period 
des  Kettenbruchs  nur  aus  fünf  Gliedern  besteht ,  während  die  Pe- 
riode der  Formen  doppelt  so   viele  Glieder  enthält;   wir  werden 
später  (§.  83)  darauf  zurückkommen.     Die  gesuchte  Kettenbruch- 
Entwicklung  ergiebt  sich  hieraus  als  die  folgende: 

—/^-(l,  6,1,  1,1;  1,6,1,1,1;...) 

Ebenso  liefern   die  beiden  anderen  reducirten  Formen    derselben 
Determinante  1>  =  13,  nämlich 

cpo  =  (2,  3,  -  2),     cpi  =  (-  2,  3,  2) 
lolgende  Werthe 

^0  =  +  3 ,  ^1  =  —  .3, 


also 

/Po  — 

=  3, 

fc,  = 

=  3 

und  folglich 

3  + 

Vis 

i 

=  (3; 

3;.. 

•); 

auch  hier  ist  die  Periode  des  Kettenbruchs  nur 

halb  so 

gross  wie 

die  der  reducirten  Formei] 

[. 

Beispiel 
periode 

2 :    Für  J9  = 

=  19 

giebt 

die 

sechsglieclrige  Formen- 

(Po  =  (3,  2, 

-5); 

9i 

=  (- 

-5,3, 

2) 

92  =  (2,  3, 

-5); 

93 

=  (- 

-5,2, 

3) 

cpi  =  (3,  4, 

-1); 

9: 

=  (- 

-1,4, 

3) 

die  Zahlen 

^0  -  +  1, 

^1  =  —  3,  ^2 

=  + 

1,  s. 

=  — 

2,  8, 

=  +  8, 

05  =-2; 

h  =  1, 

/ii  =3,       h2 

=1, 

h 

=  2, 

h 

=  8, 

7%  =  2; 

also 

2~1-Vl9 
5 

(1,3, 

1,2, 

8,  2; 

•••) 
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Beispiel  3:     Für  D  -:=--  79  giebt  die  sechsgliedrige  Periode 
cpo  =  (7,  3,  -10);     9Pi  =  (-10,  7,  3) 
(p,  =  (3,  8,  -  5);     (ps  =  (-  5,  7,  6) 
<p,  =  (6,  5,  -  9);     cp,  =  (-  9,  4,  7) 

die  Zahlen 

^0  =-f  1,  d,  =-5,  d,  =.-^n,  8,  r=r  — 2,  Ö4  -=-f  1,  S,  =-1; 

also  entsteht  die  Entwicklung 

i±^  =  (l,5,3,2,  1,1;...). 

Ebenso  liefert  die  viergliedrige  Periode 

90  ==  (1,  8,  -  15);     g)i  =  (-15,  7,  2) 
g)2==(2,  7,  -15);     qp,  ==  (- 15,  8,  1) 
die  Zahlen 

^0  ==  +  1,  dl  =  —  7,  d,  =4-1,  ^3  =--16 
ho  =  1,  /bi  =r  7,  /t;2  =  1,  k^  -—  16; 
also  den  Kettenbruch 

8-fV79 


15 


(1,  7,  1,  16;  .  .  .)• 


Zu  gleicher  Zeit  findet  man  natürlich  auch  die  Entwicklung  der 
Wurzeln  der  drei  anderen  Formen 

_  7-f  ]/79 
2 

7+V79 
15 

_  8+V79 
1 
durch  einfache  Verschiebung  der  Periode*). 


=  —  (7,  1,  16,  1;  . 

••) 

=      (1,  16,  1,  7;  . 

•■) 

=  -(16,1,7,1;. 

••) 

*)  Die  Form  (1,  0,  —  D)  ist  der  reducirten  Form  ffQ  =  (1,  X,  >ß  —  D) 
äquivalent;  die  letzte  P^orm  der  entsprechenden  Periode  ist  offenbar  (p2n—i 
=  {)ß — D,  X,  1),  und  hieraus  folgt  eine  Entwicklung  von  der  Form 

^jj  _^   =   (^*0    •   •    •   kn~2,   kn—1,   ltn—2    .    .    .   ÄTq,   2  A;    .    .    .) 

und 

yD  —  {X]  l'Q   ,   .   .  k„-.2,  hn-h  l^n-2  ,    .   .   ÄTq,  2A;  .    .   .). 

Eine  ähnliche  Entwicklung  tritt  jedes  Mal  auf,  wenn  in  der  Periode 
zwei  ambige  Formen  vorkommen  (§,  78). 
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§.80. 


Es  bleibt  nun  noch  die  schwierigste  Frage  zu  beantworten 
übrig,  nämlich  die,  ob  zwei  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante, welche  verschiedenen  Perioden  angehören,  äquivalent 
sein  können  oder  nicht.  Dazu  müssen  wir  eine  Digression  über 
die  Theorie  der  Kettenbrüche  machen,  in  welcher  wir  einige  weni- 
ger bekannte  Sätze  über  dieselben  beweisen  wollen. 

Ein  Kettenbruch  (a,  &,  c,  ^  .  .  .),  dessen  sämmtliche  Elemente 
a^h^  c^  d  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind  (mit  Ausnahme  des  ersten 
a,  für  welches  auch  der  Werth  Null  gestattet  ist) ,  soll  im  Folgen- 
den ein  regelmässiger  heissen ;  der  Werth  eines  solchen  endlichen 
oder  unendlichen  Kettenbruchs  ist  bekanntlich  stets  positiv,  und 
umgekehrt  ist  bekannt,  dass  jeder  positive  Werth  stets  und  nur 
auf  eine  einzige  Weise  in  einen  regelmässigen  Kettenbruch 
verwandelt  werden  kann.  Sehr  wichtig  für  unsere  Zwecke  ist 
nun  die  Umwandlung  eines  unregehnässigen  unendlichen  Ketten- 
bruchs 

(cc,  ß,  y  .  .  .  ii,  V,  p,  q,  r  .  .  .  u,  V  .  .  .), 

dessen  Elemente  ganze  Zahlen  und  zwar  von  einem  bestimmten  p 
ab  sä,mmt\ich  positive  ganze  Zahlen  sind,  in  einen  regelmässigen. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  hei  dieser  Umwandhmg  alle  Elemente 
u^  V  .  .  .  von  einem,  bestimmten^  in  endlicher  Entfernung  liegenden^ 
Element  u  ab  unverändert  bleiben^  und  dass  die  Differenz  zwischen 
der  Anzahl  der  geänderten  und  der  Anzahl  der  sie  ersetzenden 
Elemente  eine  gerade  oder  imger  ade  Zahl  ist^  je  nachdem  der  Werth, 
des  ganzen  KeUenhruchs  positiv  oder  negativ  ist. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei  v  das  letzte  nicht 
positive  Element  des  Kettenbruchs,  und  wir  setzen  ausserdem  zu- 
nächst voraus,  dass  v  nicht  das  erste  Element  des  ganzen  Ketten- 
bruchs ist.  Wir  suchen  nun  die  Unregelmässigkeit  des  Kettenbruchs 
von  dieser  äussersten  Stelle  v  zu  entfernen  und  um  mindestens 
eine  Stelle  weiter  nach  links  zu  drängen. 

Hierzu  brauchen  wir  offenbar  nur  den  unendlichen  Ketten- 
bruch (fi,  V,  ^,  g  .  .  .)  zu  betrachten ,  den  wir  auch  in  endlicher 
Form  (/*,  v^  p')  oder  (ft,  v,  j),  g')  oder  (ft,  i/,  p^  g,  r')  u.  s.  w.  schreiben 
können,  wenn  wir  die  unendlichen  regelmässigen  Kettenbrüche 
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(j9,  g,  r,  s  .  .  .) ,     (q^r,  s  .  .  .),    (r,  s  .  .  .)  u.  s.  w. 
zur  Abkürzung  mit  p\  q',  r'  u.  s.  w.  bezeichnen.     Wir  haben  nun 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Ist  !>  =  0,  so  ist 

(fi,  0,  p')  =  ii-\-p'  =  l'^-{-p  +  -} 
oder  also 

es  ist  also  die  Unregelmässigkeit  von  der  Stelle  v  =  0  um  min- 
destens eine  Stelle  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  an  Stelle 
der  abgeänderten  drei  Elemente  ft,  0,^  das  einzige  Element  ^i-j-p 
getreten. 

2.  Ist  1»  negativ  =  — ^,  und  n  >  1 ,  so  erhält  man  mit  Be- 
nutzung der  Identität 

folgende  successive  Umformung: 

(fi,  -n,p')  r=  (^fi,  -n  -f  -^  .^  (^^-  1,  1,  >^-  1  -  -^ 

==  (^— 1,  1,  n  — 1,  —p') 
und  hieraus  durch  nochmalige  Anwendung  derselben  Identität 
(fi,  —  n,  jö,  q')  =  (^  —  1,  1,  i^  —  2,  1,  p'  —  1) 

==  (/i  —  1,  1,  n  —  2,  1,  p  —  1,  q'). 
An  Stelle  der  drei  abgeänderten  Elemente  ft,  —n^p  sind  die  fünf 
Elemente  ^  —  1,  1,^  —  2,  l,j)  —  1  getreten,  und  von  diesen  ist 
höchstens  das  erste  negativ.  Sollte  ferner  n  —  2  oder  p  —  1,  oder 
sollten  beide  Zahlen  r=  0  sein,  so  wird  man  durch  einmalige  oder 
zweimalige  Anwendung  der  unter  1.  aufgestellten  Regel  alle  Ele- 
mente, mit  Ausnahme  des  ersten,  in  positive  verwandeln;  auch 
dann  wird  der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten 
und  der  Anzahl  der  dieselben  ersetzenden  Elemente  eine  gerade 
Zahl  bleiben,  und  die  Unregelmässigkeit  ist  mindestens  um  eine 
Stelle  nach  links  verschoben. 

8.  Ist  V  =  —  1 ,  so  ist  die  eben  angegebene  Regel  nicht  an- 
wendbar; wenn  gleichzeitig  p  >  1,  so  findet  man 

(^,  —l,p,  q')  =  (ft  — 2,  1,19  —  2,  q'); 
sollte  j9  =  2  sein,  so  hat  man  wieder  nach  der  unter  1.  aufge- 
stellten Regel  zu  verfahren.    Ist  aber  jp  =  1,  so  hilft  diese  Formel 
Nichts;  dann  ist  aber 
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(^,     -   1,    1,   q')    rrr    ^—l—q' 

und  folglich 

(ft,  —1,  1,  q,  r,  s')  =  (^  — 2  — g,  1,  r  —  1,  s'); 
und  sollte  r  ==  1  sein,  so  würde  man  wie  in  1.  verfahren. 

Auf  diese  Weise  ist  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  die  Un- 
regelmässigkeit des  Kettenbruchs  von  der  Stelle  v  um  mindestens 
eine  Stelle  weiter  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  der  Unter- 
schied zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  und  der  Anzahl  der 
sie  ersetzenden  Elemente  jedes  Mal  eine  gerade  Zahl.  Durch 
successive  Anwendung  desselben  Verfahrens  wird  man  daher  den 
ursprünglich  gegebenen  Kettenbrucli 

(«,  /3,  y  .  .  .  ^,  V,  p,q,r...  t,  u,v..  .) 
in  einen  andern 

(a\  h^  c  .  .  .  h,  l,  u,  V  .  .  .) 
umformen  können ,  in  welchem  alle  auf  das  erste  folgenden  Ele- 
mente h,  c  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind,  welche  von  einer  in 
endlicher  Entfernung  liegenden  Stelle  u  an  mit  den  Elementen  des 
gegebenen  Kettenbruchs  übereinstimmen;  und  zwar  wird  der  Unter- 
schied zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 

a,  ß,  y  .  .  .  ^,v,p,  q,r  .  .  .t 
und  der  Anzahl  der  sie  ersetzenden  Elemente 

a',  6,  c  .  .  .  Ä;,  ? 
eine  gerade  Zahl  sein,  weil  dasselbe  bei  jedem  einzelnen  Act  der 
gesammten  Umformung  Statt  findet. 

Ist  nun  «'  positiv  oder  =  0,  so  ist  die  Umformung  vollendet, 
und  derWerth  des  Kettenbruchs  ist  positiv;  ist  dagegen  a'  negativ 
=  —  a,  so  ist  der  Kettenbruch  negativ,  und  zwar 

=  —  (ö^  —  1,  1,  &  —  1,  c  .  .  .) 
oder,  wenn  h  =^  1  sein  sollte, 

=  —  (a  —  1,  c  -f  1,  (?  .  .  .). 
Bei  diesem  letzten  Act  ist  die  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 
um  eine  Einheit  kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  sie  er- 
setzenden Elemente;  und  hiermit  ist  der  letzte  Punct  unserer  obigen 
Behauptung  nachgewiesen. 
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§.81. 

Wir  bedürfen  zweitens  für  die  Untersuchung  der  Aequivalenz 
zweier  Formen  noch  des  folgenden  Satzes: 

Sind  a,  j3,  y^  d  vier  ganze  Zahlen^  ivelche  der  Bedingung 
ad  —  ßy  ==  1 
genügen^  und  deren  erste  a  von  Null  verschieden  ist;  findet  ferner 
zwischen  zwei  Grössen  co  und  Sl  die  Relation 

"  ~  oc-\-ßSl 

Statt;  so  Jcann  man  stets 

C3  =  (y\  m,  n  .  .  .  r,  /3',  Sl) 
setzen,  wo  die  Anzahl  der  positiven  ganzen  Zahlen  m,  n  .  .  .  r  eine 
gerade  ist,  y'  und  ß'  aber  auch  Null  oder  negative  ganze  Zahlen  sein 
Mnnen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beeinträchtigen,  annehmen,  dass  die  von  Null  verschiedene 
ganze  Zahl  a  positiv  ist;  denn  sollte  a  negativ  sein,  so  verwandele 
man  die  Zeichen  aller  vier  Zahlen  oc,  /3,  y,  6  in  die  entgegenge- 
setzten, so  bleibt  die  zwischen  ihnen,  und  ebenso  die  zwischen  « 
und  Sl  bestehende  Relation  ungeändert.  Ist  nun  zunächst  a  ==  1, 
also  d  =  /3}^  -1-  1,  so  ist  unmittelbar 

also  ist  in  diesem  Fall  unser  Satz  richtig.  Ist  aber  a  >  1,  so  ent- 
wickle man  den  Bruch  y:a  in  den  Kettenbruch  (y\  m,  n  .  .  .  r), 
dessen  Elemente  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  sind,  mit  Aus- 
nahme des  ersten  y',  welches  positiv ,  Null  oder  negativ  sein  wird, 
je  nachdem  y  positiv  und  grösser  als  «,  oder  positiv  und  kleiner 
als  a,  oder  endlich  negativ  ist. 

Wir  können  ferner  voraussetzen,  dass  die  Anzahl  der  positiven 
Elemente  m,  n  .  .  .  r  gerade  ist;  denn  da  bei  der  gewöhnlichen 
Methode,  einen  Bruch  y.am  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln, 
das  letzte  Element  r  mindestens  =  2  ist,  so  könnte  man,  wenn 
die  Anzahl  der  Elemente  m,  n  . . .  r  ungerade  sein  sollte,  das  letzte 
Element  r  in  den  Kettenbruch  r  —  1  -4-  j  verwandeln  und  also  statt 

Dir  ich!  et,    ZahlentUeorie.  1,'] 
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des  obigen  Kettenbruchs  den  folgenden  (y\  m,  n  .  .  .  r — 1,  1)  neh- 
men, in  welchem  die  Anzahl  der  positiven  Elemente  m,  n...r  —  1,  1 
nun  gerade  ist.  Bildet  man  nun  nach  der  früher  (§.  23)  angege- 
benen Methode  die  sogenannten  Näherungsbrüche, 

[/]      [/,m]      [r^  m,  n]  [y',  m,n  .  ,  .  q,  r] 

1  '  [m]  '  [m,  n]  '  '  '  [m,  n  .  .  .  g,  r]  ' 
so  erkennt  man  leicht,  dass  ihre  Nenner  sämmtlich  positiv  sind. 
Damals  haben  wir  auch  bewiesen,  dass  diese  Brüche  irreductibel 
sind ,  und  da  der  letzte  der  obigen  Brüche  dem  in  Folge  der  Re- 
lation ccd  —  ßy  =  l  ebenfalls  irreductibeln Bruche  y:a  gleich,  und 
a  positiv  ist,  so  muss 

a  =  [m,  n  .  .  .  g',  r] ,  y  =  [y\  m,  n  .  .  .  q^  r] 
sein,  weil  ein  Bruch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  irreductibele 
Form  mit  positivem  Nenner  gebracht  werden  kann.  Da  ferner  die 
Anzahl  der  Elemente  y\  m^  n  .  .  .  q^  r  ungerade  ist,  so  folgt  aus 
der  damals  aufgestellten  Formel  [§.  23,  (9)],  dass 
[m,  l^ . . .  g]  [y',  m,  n  ...  q^  r]  —  [m^  n  . ,.  g,  r]  \y\  m,  n  ...  q]  =-■  —  1 
oder  also 

04  [y',  m^  n  .  .  .  q]  —  [m^n  .  .  .  q]y  =  l 
ist;  vergleicht  man  dies  mit  der  Relation  ccd  —  ßy  =  1,  so  ergiebt 
sich  (ähnlich  wie  im  §.  60),  dass  man 

d  =  [/,  m^  n  .  .  .  q\-\-yß' 

ß  =  [m,  n  .  .  .  q]  -^  aß' 
d.  h. 

ö  =  [y\  m,n...q,r,  ß'] 

ß  =  [m,n  .  .  .  q,  r,  ß''] 
also 

-  r=r  {y\  m,  n  .  .  .  q,r,  ß') 

setzen  kann,  wo  ß'  eine  ganze  Zahl  bedeutet''').     Nach  demselben 
Bildungsgesetz  ist  nun 

y  J^8Sl  =  \y\  m,  n  .  .  .  r,  /3',  i2] 
a  -f /3ii  =  [m,  n  .  .  .r,  ß\  .Q] 
und  folglich,  wie  zu  beweisen  war, 

09  =  (y',  m,  n  .  .  .  r^  ß\  Sl). 

*)  Da  die  Brüche  y:«,  ß:c(  resp.  den  Kettenbrüchen  (y',  m  .  .  .  r), 
iß',  r,..m)  gleich  sind,  so  sind  y',  ß'  die  grössten  in  denselben  enthaltenen 
ganzen  Zahlen  (im  Sinne  des  §.  43). 
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§•  82. 

Nachdem  auch  dieser  zweite  Punct  aus  der  Theorie  der  Ketten- 
brüche behandelt  ist,  schreiten  wir  zur  definitiven  Entscheidung 
der  Frage,  ob  zwei  verschiedene  Perioden  von  reducirten  Formen 
einer  positiven  Determinante  äquivalente  Formen  enthalten  können. 
Es  seien  daher  (a,  &,  c)  und  (J.,  B^  C)  zwei  reducirte  (eigentlich) 
äquivalente  Formen;  da  alle  Formen  einer  und  derselben  Periode 
einander  stets  äquivalent  sind,  so  können  wir  annehmen,  dass  die 
ersten  Coefficienten  a,  Ä^  und  folglich  auch  die  ersten  Wurzeln 
dieser  beiden  Formen  positiv  sind,  weil  im  entgegengesetzten  Fall 
die  unmittelbar  benachbarten  Formen  diese  Eigenschaft  besitzen 
würden.  Bezeichnen  wir  (a,  ?>,  c)  mit  (pQ  und  (Ä^  J5,  C)  mit  0o: 
und  bilden  wir  für  jede  dieser  beiden  Formen  (nach  §.  78)  die  sie 
enthaltende  Periode,  so  erhalten  wir  dadurch  für  die  ersten  Wur- 
zeln ojo,  SIq  dieser  beiden  Formen  die  regelmässigen  Kettenbrüche 

Ist  nun  ("i  ^)  eine  Substitution ,  durch  welche   (pQ  in  ^o  übergeht, 
so  besteht  zwischen  den  ersten  Wurzeln  cj^,  SIq  die  Kelation 

r  +  ^'^0 

und  ausserdem  ist 

ad  —  ßy  =  1. 

Da  ferner  a  nicht  =  0  sein  kann,  weil  sonst  yl  =  c,  also  A  negativ 
wäre,  so  kann  man  nach  dem  so  eben  bewiesenen  Satze 

und  also  auch 

«0  =  (?',  m,  n  .  .  .  r,  ß\  Kq,  K^  K=i  .  .  .) 
setzen,  und  in  diesem  unendlichen  Kettenbruch,  welcher  wenigstens 
von  der  Stelle  Äo  ab  keine  Unregelmässigkeit  enthält,  ist  die  An- 
zahl der  Elemente  y\  m^n...r^  ß'  eine  gerade  =:  2  g.  Ist  ß'  positiv, 
so  ist,  da  g5q  >  1  ist,  auch  y'  positiv,  also  der  Bruch  regelmässig. 
Ist  aber  /3'=  0  oder  negativ,  so  forme  man  den  Kettenbruch  nach 
den  obigen  Regeln  (§.  80)  in  einen  regelmässigen  um;  nimmt  man 
u  hinreichend  gross,    so  werden  die  Elemente  /f^,  Ku-\.\  ...  bei 

13* 
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dieser  Umformung  ungeändert  bleiben,  und  die  Anzahl  v  der  Ele- 
mente, welche  an  die  Stelle  der  vorhergehenden  (2  g  --{-  ft)  Elemente 

y',  m,  n  .  .  .  r,  /3',  K^  .  .  .  K^-^ 
treten ,  wird  ^  ^  (mod.  2)  sein  (nach  §.  80) ,  da  der  Werth  des 
ganzen  Kettenbruchs  positiv  ist.     Da  nun  cdq  nur  auf  eine  einzige 
Weise  als  ein  regelmässiger  Kettenbruch  dargestellt  werden  kann, 
so  müssen  die  Zahlen 

V'    i"+i'  -^1^+^ 

resp.  mit  den  Zahlen 

identisch  sein.  Ist  daher  fi  -f  /^  ein  Multiplum  von  der  Anzahl  der 
Formen,  welche  die  Periode  der  Form  ^o  bilden,  und  also  eine 
gerade  Zahl,  so  ist  auch  v  -\-h  eine  gerade  Zahl  ^  2m^  und  die 
Zahlen 

stimmen  mit  den  Zahlen 

und  diese  folglich  mit  den  Zahlen 

'hm^   f^2m-\-li  f^2m+2  •   •   • 

Überein.     Hieraus  folgt  unmittelbar 

'^'^0    =    {r^2m')  f^2m-\-l   •   •   •)   =   fj^2m'-) 

und  da  durch  ihre  erste  Wurzel  auch  stets  die  Form  vollständig 
charakterisirt  ist  (§.  72),  so  schliessen  wir  hieraus,  dass  die  Form 
Oq  mit  der  Form  9)2.»  identisch  sein  muss,  dass  also  ^o  sich  in  der 
aus  (po  entwickelten  Periode  befinden  muss.  Wir  haben  so  folgen- 
den Hauptsatz^)  gewonnen: 

Zwei  äquivalente  reducirte  Formen  von  positiver  Determinante 
gehören  einer  und  derselben  Periode  an;  zwei  reducirte  Formen 
Icönnen  nicht  äquivalent  sein,  tvenn  sie  verschiedenen  Perioden  an- 
gehören. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nun  eine  Methode,  um 
zu  prüfen,  ob  zwei  gegebene  Formen  von  gleicher  positiver  De- 
terminante äquivalent  sind  oder  nicht.  Man  suche  (nach  §.  76) 
zu  jeder  der  beiden  Formen  eine  ihr  äquivalente  reducirte  Form; 
je  nachdem  die  so  gefundenen  reducirten  Formen  derselben  oder 
verschiedenen  Perioden  angehören,    sind   die   gegebenen  Formen 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  193. 


Quadratische  Formen.  197 

äquivalent,  oder  nicht  äquivalent.  Im  erstem  Fall  ergiebt  sich 
offenbar  zugleich  eine  Substitution,  durch  welche  die  eine  Form 
in  die  andere  übergeht  (vergl.  §.  66). 

Beispiel:  Die  beiden  gegebenen  Formen  seien  (713,  60,  5) 
und  (62,  95,  145),  welche  dieselbe  Determinante  D  =  35  haben. 
Die  erste  geht  durch  die  Substitution  (_J|  +^3)  in  die  reducirte Form 
(5,  5,  —  2),  die  zweite  durch  die  Substitution  (^2!  ^T)  i^  die  redu- 
cirte Form  (—  2,  5, 5)  über  (§.  76).  Diese  beiden  reducirten  Formen 
gehören  aber  derselben  zweigliedrigen  Periode  (5,  5,  —  2),  ( —  2,  5, 5) 
an,  und  zwar  geht  die  erstere  durch  die  Substitution  (_J'  5)  in  die 
letztere  über.  Mithin  sind  die  beiden  gegebenen  Formen  (713,60,5) 
und  (62,  95,  145)  äquivalent,  und  da  (Z2',  Z^s)  die  inverse  Substi- 
tution von  (^jTg'  j:^5)  ist,  so  geht  die  erstere  dieser  beiden  Formen 
durch  die  Substitution  (_J;  t^X)  (_?;  5)  {Z^  Z'3)  =  (^J;  :j:68)  in  die 
letztere  über. 


§.  83. 

Durch  unsere  letzten  Untersuchungen  ist  das  erste  der  beiden 
in  §.  59  aufgestellten  Hauptprobleme  auch  für  Formen  von  positiver 
Determinante  gelöst;  das  zweite  haben  wir  in  i<.  62  auf  die  Auf- 
lösung der  unbestimmten  Gleichung 

P  —  Du^  =  ö'^ 
zurückgeführt,  und  es  bleibt  daher,  um  in  der  Theorie  der  Formen 
von  positiver  Determinante  zu  demselben  Abschluss  zu  kommen, 
wie  früher  für  negative  Determinanten,  nur  noch  übrig,  diese 
Gleichung  für  jeden  positiven  (nicht  quadratischen)  Werth  der 
Determinante  D  vollständig  aufzulösen.  Fermat  hat  diese  Glei- 
chung den  Mathematikern  zuerst  vorgelegt,  worauf  ihre  Lösung 
von  dem  Engländer  Pell  angegeben  wurde;  allein  obwold  seine 
Methode  die  Lösung  in  jedem  Fall  wirklich  giebt,  so  lag  doch  in 
ihr  nicht  der  Nachweis,  dass  sie  immer  zum  Ziele  führen  muss, 
und  dass  die  Gleichung  ausser  der  evidenten  Auflösung  f  =  +  0, 
u  =  0  noch  andere  Auflösungen  besitzt.  Diese  Lücke  ist  erst  von 
Lagrange"^)  ausgefüllt,  und  hierin  besteht  wohl  eine  der  bedeutend- 


*)  Solution    d'un    Probleme    d'Arithmetique ,    Miscellanea   Taurinensia, 
Tom.  IV.     (Oeuvres   de  Lagrange,   publ.    par  Serret,   T.  I.    1867.  p.  669.)  — 
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steil  Leistungen  des  grossen  Mathematikers  auf  dem  Gebiete  der 
Zahlentheorie,  da  die  von  ihm  zu  diesem  Zweck  eingeführten  Prin- 
cipien  in  hohem  Grade  der  Verallgemeinerung  fähig  und  deshalb 
auch  auf  ähnliche  höhere  Probleme  anwendbar  sind  *). 

Wir  schlagen  hier  einen  ganz  andern  Weg  ein,  der  sich  den 
zunächst  vorangehenden  Untersuchungen  unmittelbar  anschliesst. 
Der  Zusammenhang  zwischen  der  obigen  unbestimmten  Gleichung 
und  dem  zweiten  Hauptproblem  in  der  Theorie  der  Aequivalenz 
war  folgender.  Ist  («,  &,  c)  eine  Form  von  der  Determinante  D 
und  vom  Theiler  ö,  und  ist  ("'  ''J)  irgend  eine  eigentliche  Substitu- 
tion, durch  welche  (a,  ^,  c)  in  sich  selbst  übergeht  so  ist  stets 

__  t  —  hu      ^ cu  au       ^ t-\-bu 


wo  ^,  u  zwei  der  Gleichung 

r-  —  Du^  =  ö2 
genügende  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  umgekehrt,  jeder  Auflö- 
sung ^,  u  der  unbestimmten  Gleichung  entspricht  durch  die  vor- 
stehenden Formeln  eine  Substitution  (y'  ^) ,  durch  welche  die  Form 
(a,  &,  c)  in  sich  selbst  übergeht.  Wir  haben  nun  durch  die  letzten 
Untersuchungen,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  ein  Mittel  gewonnen, 
alle  Transformationen  (5^'^  ^)  einer  reducirten  Form  von  positiver 
Determinante!)  in  sich  selbst  direct  zu  finden,  und  folglich  können 
wir  hieraus  auch  alle  Auflösungen  #,  u  der  unbestimmten  Gleichung 
ableiten.  Wir  schicken  der  Ausführung  dieser  Untersuchung  noch 
eine  Bemerkung  über  die  Perioden  der  reducirten  Formen  voraus. 
Wir  wissen,  dass  die  Reihe  der  positiven  Zahlen  Iz,  welche  die 
Elemente  des  Kettenbruchs  bilden,   in  den  d;e  erste  Wurzel  Wq 


Sur  la  Solution  des  protUmes  indetermines  du  second  degre,  Mem.  dcrAc. 
de  BerHn  T.  XXIII.  ((Eiivrcs  de  L.  T.  IL  1868.  p.  375.)  —  Additions  aiix 
EUmens  d' Algehre  ^jar  L.  Euler  §§.  II ,  VIII.  —  Das  Verdienst ,  die  tiefe 
Bedeutung  der  Pell'schen  Gleichung  für  die  allgemeine  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  zweiten  Grades  zuerst  dargethan  zu  haben ,  g-ebührt 
Euler ;  man  vergl. :  De  solutione  prohlematum  Diophanteorum  per  numeros 
intcgros,  Comm.  Petrop.  VI.  p.  175.  De  resolutione  formularum  quadra- 
ticarum  indeterminatarum  pier  numeros  mtegros ,  Nov.  Comm.  Petrop.  IX. 
p.3.  De  usii  novl  algorülimi  in  2^'>'ohlemate  Pelliano  solvendo,  Nov.  Comm. 
Petrop.  XI.  p.  28.  Nova  suhsidia  pro  resolutione  formulac  axx-\-\-=yy., 
Opusc.  anal.  I.  p.  310.  —  Man  vergleiche  ferner  (rrtwss;  i>.  ^.  artt.  107  —  202. 
*)  Siehe  Supjjlement  VIII. 
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einer  reducirten  Form  cpo  entwickelt  wird,  eine  gerade  Anzahl  von 
Gliedern 

fCo,     kl    .   .   .  lC2n—l 

enthält,  nach  welchen  dieselben  Glieder  periodisch  wiederkehren; 
und  zwar  ist  diese  Anzahl  2  n  die  der  reducirten  Formen ,  welche 
mit  q)o  in  einer  Periode  enthalten  sind.  Wir  haben  aber  oben 
(§.  79)  an  einzelnen  Beispielen  gesehen,  dass  die  Zahlen  Je  aus 
kleineren  Perioden  bestehen  können;  wir  fanden  z.  B.  aus  der  zehn- 
gliedrigen  Formenperiode  der  Determinante  D  r=z  \3  folgende 
Zahlen : 

ö,  =  +  1,    d\  =  -  6,    02  =  -\~  1,     ^3  =  -  1,     Ö4  =  +  1; 
d,  =  —h    ^6  =  +6,    ^7=— 1,    ^8=+!,    ^.  =  —1; 
und  also 

IvQ   ^:::=z    1,       /vi    ::::=    O,       /?2    — —    1?       '^ti   ——■    1^       "^4   -—-    Ij 

und  hierauf  wiederholt  sich  schon  dieselbe  Reihe 

h  =  1,  Jce  =  6,  7i-7  =  1,  ks  =  1,  h  =  1. 
Es  ist  nun  wichtig  zu  untersuchen,  wann  dies  eintreten  kann. 
Es  sei  daher  2  n  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode  und  m  die 
Gliederanzahl  irgend  einer  Periode  in  der  Reihe  der  Zahlen  h. 
Dann  ist,  indem  wir  die  früheren  Bezeichnungen  für  die  P'ormen 
und  ihre  ersten  Wurzeln  beibehalten,  wenn  m  gerade  ist, 

«m  =  ßm,  Wl    •   •   •  )   =   ßo,  h    •   '   ■) 

und  folglich  ca,,^  =  a?o,  und  also  auch  q)^  identisch  mit  qpo  und 
daher  nothwendig  m  ein  Multiplum  von  2n]  es  existirt  also  jeden- 
falls keine  kleinere  Periode  von  gerader  Gliederanzahl  als  die  der 
ganzen  Formenperiode  entsprechende.  Ist  dagegen  m  ungerade, 
so  ist  2  m  ebenfalls  die  Gliederanzahl  einer  Periode  in  der  Reihe 
der  Zahlen  /v,  und  folglich  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  2  m  ein 
Multiplum  von  2n^  also  m  mindestens  =:  ri]  der  Fall,  dass  die 
Periode  der  Zahlen  h  kürzer  ist  als  die  aus  2  n  Gliedern  beste- 
hende Periode  der  Formen,  kann  also  nur  dann  eintreten,  wenn 
n  eine  ungerade  Zahl  ist,  indem  dann,  wie  wir  ja  auch  an  dem 
obigen  Beispiel  sehen,  die  Periode  der  Zahlen  Je  aus  n  Gliedern 
bestehen  kann;  es  ist  dann  ««  =  —  «o,  und  also  c„  =  —  Co,  bn  =  ^oi 
ein  =  —  ciq.  Doch  muss  man  sich  hüten  zu  glauben,  dass  diese 
Erscheinung  jedesmal  wirklich  eintreten  muss^  wenn  n  ungerade 
ist;  denn  wir  haben  nur  gezeigt,  dass  sie  in  diesem  Fall  allein 
eintreten  Icann.    Für  D=ld  z.B.  sind  die  beiden  Formenperioden 
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sechsgliedrig  (§.  79);  also  ist  w,  =  3;  aber  die  Perioden  der  Zahlen 
Je  sind  nicht  dreigliedrig,  sondern  sechsgliedrig*). 


*)  Die  Erscheinung,  dass  die  Kettenbruch-Entwicklung  nur  halb  so  lang 
ist,  als  die  Periode  der  Form,  wird,  wie  oben  gezeigt  ist,  nur  dann  eintreten, 
wenn  die  Formen  (a,  b,  c)  und  ( — a,  h,  — c)  äquivalent  sind,  und  man  er- 
kennt leicht  (aus  §.  82),  dass  sie  dann  auch  stets  eintreten  muss.  Führt  man 
nun  die  Untersuchung  über  die  Aequivalenz  dieser  beiden  Formen  genau 
ebenso  durch  wie  in  §.  G2 ,  so  erhält  man  das  Resultat:  Die  Coefficienten 
einer  jeden  Substitution  (j;'  fi^ ,  durch  welche  eine  Form  («,  b,  c)  von  der 
Determinante  D  und  vom  Theiler    a   in    die   Form  (—  a,  b,  —  c)  übergeht, 


sind  in  den  Formeln 

t  —  bu 

cu 

au 

fl 


t+J^       (I) 


enthalten,  wo  t,  u  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  unbestimmten 
Gleichung 

t2-JDu'^  =:  —  a'  (II) 

Genüge  leisten;  und  umgekehrt,  giebt  es  zwei  solche  ganze  Zahlen  t,  u,  so 
liefern  jene  Formeln  (I)  stets  eine  Substitution  von  der  angegebenen  Be- 
schaifenheit.  Die  erwähnte  Erscheinung  wird  daher  stets  und  nur  dann  auf- 
treten, wenn  die  Gleichung  (II)  möglich  ist;  tritt  sie  daher  in  der  Periode 
irgend  einer  Form  auf,  so  wird  sie  auch  in  allen  Perioden  derjenigen  For- 
men auftreten,  welche  zu  derselben  Ordnung  gehören  (§.  61);  ist  ferner  die 
Gleichung  i^  —  J)u^  :^  —  \  möglich",  so  wird  sie  bei  allen  Perioden  dieser 
Determinante  B  auftreten.  Dies  ist  z.  B.  stets  der  Fall,  wenn  D  z=  2j2s-fi 
und  p  eine  positive  Primzahl  =  1  (mod.  4)  ist ;  denn  sind  1\  U  die  klein- 
sten positiven  Zahlen ,  welche  der  Gleichung  T^  —  DU^  =^  +  1  genügen 
(§.  84),  so  ist  T  ungerade,  U  gerade,  und 

____   .   ___  _  Jjy^J    ; 

da  die  beiden  Factoren  linker  Hand  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  einer 
und  nur  einer  von  ihnen  durch  D  theilbar;  wäre  nun  T — 1=2  Df^, 
T-j-l  —  2g'^,  U  =  2fg,  so  wäre  g^  —  Bp  ^-fl,  und  f  <  U,  gegen 
die  Voraussetzung;  es  muss  daher  T— 1=2/2,  T-^l=2Bg^,  U=2fg, 
und  also  / 2  —  Bg^  = — 1  sein,  w.  z.  b.  w.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass 
T-\-  UyB  =  {f  -\-  gyi^Y  ist,  was  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemei- 
neren Satzes  ist. 

Besonders  interessante  Resultate  erhält  man,  wenn  man,  falls  die  Glei- 
chung (II)  möglich  ist,  die  Perioden  von  ambigen  Formen  betrachtet  (§.  78). 
Um  uns  auf  den  einfachsten  Fall  zu  beschränken,  nehmen  wir  an,  die  Glei- 
chung ^2  —  2)i*2_— — i  gej  möglich;  ist  nun  A  die  grösste  in  yj>  enthaltene 
ganze  Zahl,  also  (f^  =  (1,  A,  A2  —  B)  eine  reducirte  und  zugleich  ambige 
Form,  deren  Periode  2  n  Glieder  enthält  (§.  79),  so  muss  n  ungerade  =  2tn-\-l, 
und  g)n  =  ( — 1,  A,  B  —  A2),  also  (p2iu  =  (D  —  A2,  A,  —  1)  sein,  und  hieraus 
folgt  leicht,  dass  q,n  =■  {a,  b,  —  a),  g)3m+i  =  ( — a,  b,  a),  also  B  =  a^-\-b'^ 
ist,  wo  a  ungerade  und  relative  Primzahl  zu  b  ist,  weil  (pQ  eine  ursprüng- 
liche Form  der  ersten  Art  ist.    Da   wir  vorhin  gesehen  haben ,   dass   dieser 
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Um  nun  die  unbestimmte  Gleichung  f^  —  I)u^  =  ö^  zu  lösen, 
in  welcher  D  eine  beliebige  nicht  quadratische  positive  Zahl,  und 
entweder  D  ^  0  (mod.  ö^),  oder  4  Z>  ^  ö^  (mod.  4  02)  ist,  nehmen 
wir  eine  beliebige  reducirte  Form  (a,  h^  c)  von  der  Determinante 
D  und  vom  Theiler  ö.  (Dass  eine  solche  stets  existirt,  leuchtet 
aus  §§.  61,  76  unmittelbar  ein.)  Wir  nehmen  ferner,  was  stets  ge- 
stattet ist,  a  positiv^  und  folglich  c  negativ  an;  dann  ist  die  erste 
Wurzel  CO  dieser  Form  positiv,  und  folglich 

WO  2n  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode,  und  h  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  nun 
y  ö 

—  =   (I^Oi     Ih   '   '   '  fem— 2)7      ~ß    =^   O^Q-)     Kl    .   .   .  Ihhn—l) 

d.  h.  (nach  g.  23) 

W   rr=    [A*!    ...   /v2M— 2],       ß    '■^=    P"l    •    •    •    ^hhii—2-,      fe«— l]i 
y   =    [ito5      /^l    •    •    .   fe«— 2]^        ^   =    \]^Ql      Ih    •    '    '   i^2hn—2i      K2hn—i\i 

so  ist  nach  den  schon  öfter  benutzten  Sätzen  ad  —  ßy  =  1  und 

a-]-  ßcj   =   \]C\    ...   Ji2/m-2,     hhn-l,      <^] 

y  ^  8(0   =--    [/vo,      hl    .   .   .   Ii2hn-~2i      fem-li      ^t)] 

und  folglich 

y  -\-  Ö(o  _  ,  ,  .  

woraus  unmittelbar  folgt  (§.  73),  dass  die  Form  (a,  &,  c)  durch  die 
Substitution  (y;  ^)  in  sich  selbst  übergeht. 

Setzt  man  daher  für  h  der  Reihe  nach  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  1,  2,  3  .  .  .,  so  erhält  man  duixh  die  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche  vom  Range  lim  —  1  und  2  Im  jedesmal  eine 
entsprechende  Transformation  (y'^  J)  der  Form  (a,  ^,  c)  in  sich  selbst 
(wenn  n  =  1  ist  und  Ä  rr=  1  genommen  wird,  hat  man  a  z=:  1, 
ß  =  ]ci^  y  =  IxQ^  d  :=  IcqIvi  -[-  1  zu  setzen);  die  vier  Coefficienten 
o(,  /3,  7,  8  sind  immer  positiv^  und  da  ausserdem  mit  wachsendem  h 
auch    nothwendig   die  Zähler   und  Nenner  der  Näherungsbrüche 


Fall  stets  eintritt,  wenn  D  eine  Primzahl  =  1  (mod.  4)  ist,  so  liegt  hierin 
ein  neuer  Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  (§.  68),  und  zugleich  eine  directe 
Methode,  die  Zerlegung  einer  solchen  Primzahl  D  in  zwei  Quadrate  aus  der 
Entwicklung  von  yj)  in  einen  Kettenbruch  abzuleiten  (vergl.  Gauss:  D.  A. 
art.  265;  Legendre:  Theorie  des  Nombres  3™«  ed.  Tom.  I.  §.VII.  (52)).  Dies 
Resultat  steht  in  der  engsten  Beziehung  zu  der  biquadratischen  Hülfs- 
gleichung,  welche  bei  der  Theilung  des  Kreises  in  D  gleiche  Theilc  auftritt. 
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beständig  wachsen,  so  entsprechen  zwei  verschiedenen  Werthen 
von  h  auch  zwei  verschiedene  Substitutionen  (IJJ'  ^^). 

Umgekehrt  wollen  wir  nun  zeigen ,  dass  man  auf  diese  Weise 
alle  die  Transformationen  (^'^  ^)  der  Form  (a,  h,  c)  in  sich  selbst 
erhält,  in  denen  die  vier  Coefficienten  a,  /5,  7,  ö  sämmtlich  positiv 
sind.    Denn  es  sei  (IJ;  ^)  eine  solche  Substitution,  so  ist  (§.  73) 

wO  —  iy  =  1  und  w  =  ^  , 

also  auch 

/3a92-|-(cc  — 0)09  — j;  =  0, 
und  zwar  müssen  dieser  quadratischen  Gleichung  beide  Wurzeln 
der  Gleichung  genügen.  Da  nun  die  eine  zwischen  1  und  -|-  00, 
die  andere  zwischen  —  1  und  0  liegt,  so  muss  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  für  w  =  1  negativ,  für  w  == —  1  positiv  ausfallen ;  hier- 
aus folgt,  dass 

ist,  wo  die  Ungleichheitszeichen  die  Gleichheit  ausschliessen.  Da 
wir  beweisen  wollen,  dass  y  :  a  und  d  :  ß  zwei  auf  einander  fol- 
gende Näherungsbrüche  eines  regelmässigen  Kettenbruchs  (ko^  hi . . .) 
sind,  so  haben  wir  vor  allem  zu  zeigen,  dass  y  '^  a  und  ^  >  y  ist; 
dies  ergiebt  sich  in  der  Tliat  aus  den  vorstehenden  Ungleichungen. 
Wäre  nämlich  ö  ^  y^  so  würde  aus  der  zweiten  Ungleichung  folgen, 
dass  a  <  ß  und  also  auch  ad  <  ßy  sein  müsste,  während  doch 
ad  =  ßy  -\-  1  ist;  also  ist  gewiss  d  >  y.  Wäre  ferner  y  <  a^  also 
cc  =  y  -\-  Q^  wo  Q  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  würde  aus 
der  ersten  Ungleichheit  folgen,  dass  8> ß  -f-  (>i  ^dso  auch 

ad-ßy>(ß-}ry)Q-}-Q' 
wäre;  dies  ist  aber  wieder  unmöglich,  da  die  linke  Seite  =  1,  die 
rechte  aber  mindestens  =  3  ist,  weil  /3,  7,  q  positive  ganze  Zahlen 
bedeuten;  also  ist  in  der  That  y  ^  oc. 
Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass  man 

^  =  (y\  m  .  .  .q,r) 

setzen  kann,  wo  die  Elemente  y\  m  .  .  .  q^  r  sämmtlich  positiv  sind, 
und  zwar  kann  man  es  so  einrichten,  dass  ihre  Anzahl  ungerade 
ist,  weil  man  eventuell  wieder  r  in  r  —  1  -\- \  auflösen  kann.  Neh- 
men wir  ferner  zunächst  an,  dass  a  >  1  ist,  so  ist  auch  y>a  und 
y  nicht  theilbar  durch  a,  und  folglich  enthält  der  Kettenbruch 
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mindestens  drei  Elemente.  Bilden  wir  dulicr  den  unmittelbar  vor- 
ausgehenden N  äherungshruch 

j  =  (?'.  ^^^  •  •  •  gX 

so  folgt  aus  ocq) — fy  =  1  und  ad  —  ßy  =  1,  dass  man  wieder 
ß  =  f  -\-  aß\  ö  =  (p  -\-  yß'  setzen  kann,  und  hierin  wird  ß'  eine 
positive  ganze  Zahl  sein.  Wäre  nämlicli  /^'  =  0,  so  wäre  Ö  =  ^, 
und  da  9  gewiss  <  y  ist,  so  wäre  d  <  7,  während  doch  8  >  y 
ist;  wäre  ferner  ß'  negativ,  so  wäre  auch  d  negativ,  gegen  unsere 
Voraussetzung,  dass  w,  /5,  y,  8  positive  ganze  Zahlen  sind.  Es 
ist  daher 

-  =  {y'^  m  .  .  .  q,r,  ß') 

und  folglich,  ähnlich  wie  früher, 

y  -{-  8(X)         ,  ,  of      ^ 

WO  nun  die  Anzahl  der  positiven  Elemente  y\  m  ...</,  r,  /3'  gerade 
ist*).  In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Fall  <x  =  1  erhält  man  ein 
ganz  ähnliches  Resultat,  denn  dann  ist 


'-^'äi^ = ".  >•  •'■ 


Wir  erhalten  daher  für  ca  stets  einen  regelmässigen  periodi- 
schen Kettenbruch 

cj  =  (y\  m  .  .  .  q^  r^  /3';  y',  m  .  .  .) 
in  welchem  die  Anzahl  der  Glieder  y\  m  .  .  .  q^  r,  ß'  eine  gerade  ist. 
Da  nun  ein  Werth  ca  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  einen  regel- 
mässigen Kettenbruch  entwickelt  werden  kann,  so  müssen  die 
Zahlen  y^^  m  .  .  .  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen  Z;«,  In  .  .  .  überein- 
stimmen; und  da  wir  uns  oben  überzeugt  haben,  dass  jede  Periode 
der  Zahlen  /?,  deren  Gliederzahl  gerade  ist,  entweder  mit  der  Reihe 
der  den  sämmtlichen  2  n  Formen  entsprechenden  Zahlen  h  identisch 
ist  oder  aus  einer  mehrmaligen  Wiederholung  dieser  kleinsten  Pe- 
riode von  gerader  Gliederanzahl  besteht,  so  ist  also  r  =  Jc2hn-2^ 
ß'  =  lc2hn—i^  wo  h  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  und 
folglich 


*)  Dasselbe  crgiebt  sich  auch  unmittelbar  daraus,  dass  die  grössten  in 
den  Brüchen  y:«,  ß :  cc  enthaltenen  ganzen  Zahlen  y',  ß'  zufolge  der  obigen 
Ungleichungen  positiv  sind  (vergl.  §.  81). 
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y  d 

was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  wir  alle  aus  vier  positiven 
Coefhcienten  bestehenden  Transformationen  der  reducirten  Form 
(a,  5,  c)  in  sich  selbst  finden  können,  deren  erster  Coefficient  a 
positiv  ist,  brauchen  wir  nur  noch  einen  Blick  auf  die  obigen 
Formeln 

au       ^        t  -\-  hu 

zu  werfen,  um  sogleich  zu  erkennen,  dass  die  hieraus  resultirenden 
Auflösungen  ^,  u  der  unbestimmten  Gleichung  stets  aus  zwei  po- 
sitiven Zahlen  ^,  u  bestehen.  Für  u  folgt  dies  aus  der  dritten  For- 
mel; da  ferner,  wie  wir  gesehen  haben,  d  >  y  und  y^a^  also 
d>  a  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  t  positiv  ist.  Das  Umgekehrte 
ist  ebenfalls  richtig;  sind  ^,  u  zwei  positive  der  unbestimmten  Glei- 
chung genügende  Zahlen,  so  besteht  die  aus  denselben  abgeleitete 
Substitution  (^'  ^)  aus  vier  positiven  Zahlen;  denn  da  die  Form 
(a,  &,  c)  reducirt,  also  b  positiv,  und  der  Annahme  nach  a  positiv, 
also  c  negativ  ist,  so  sind  zunächst  /3,  y^  d  positiv;  endlich  ist 
t^  —  b^u^  =  ö2  —  acu^  positiv,  folglich  hat  t  —  öm,  also  auch  «, 
dasselbe  Zeichen  wie  t  +  bu^  nämlich  das  positive. 


§.  84. 

Wir  können  daher  behaupten,  dass  alle  aus  zwei  positiven 
Zahlen  ^,  u  bestehenden  Auflösungen  —  und  auf  diese  kommt  es 
uns  zunächst  allein  an  —  durch  die  Kettenbruchentwicklung  der 
Wurzel  05  der  Form  (a,  ^,  c)  gefunden  werden,  und  zwar  jede  nur 
ein  einziges  Mal.  Aus  dem  Anblick  der  unbestimmten  Gleichung 
t^  —  Du'^  =  6^  geht  aber  hervor,  dass  die  zusammengehörigen 
positiven  Werthe  ^,  u  gleichzeitig  wachsen  und  gleichzeitig  abneh- 
men; dasselbe  folgt  auch  aus  der  Natur  der  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche;  w,  und  folglich  auch  ^,  wird  gleichzeitig  mit 
7,  also  auch  mit  der  von  uns  mit  h  bezeichneten  Zahl  wachsen; 
nehmen  wir  ä  ==  1,  so  wird  die  entsprechende  Auflösung,  die  wir 
mit  (jT,  U)  bezeichnen  wollen,  aus  den  kleinsten  Zahlen  bestehen, 
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d.  h.  T  wird  die  kleinste  aller  Zahlen  ^,  und  gleiclizeitig  wird  ü 
die  kleinste  aller  Zahlen  u  sein  (die  Aullösung  t  ^=  6^  n  r=:  0  ge- 
hört natürlich  nicht  zu  den  positiven  Auflösungen).  Diese  kleinste 
Auflösung  T,  TJ  findet  man  daher  sehr  leicht  durch  Entwicklung 
einer  Periode  von  reducirten  Formen. 

Beispiel  1:  Nimmt  man  für  die  Determinante  D  =  79  die 
reducirte  Form  (7,  3,  —  10),  welche  natürlich  von  der  ersten  Art 
ist,  so  erhält  man  (§.  79) 

die  successiven  Näherungsbrüche  sind  folgende: 
1_  6  19  44  63  107, 
1  '    5'    16'    37'    53'    "90' 

aus  den  beiden  letzten  ergiebt  sich  daher  die  Substitution  (^3'  ^^V 
will  man  nur  die  kleinste  Auflösung  der  Gleichung  t-  —  I)u'^  =  (5'^^ 
so  braucht  man  nur  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  bis  ß  =  90, 
oder  die  Zähler  derselben  bis  y  z=  ßS  zu  bilden,  so  findet  man 
durch  die  Formeln  ß6  =  —  cu  oder  yö  =  ait  die  kleinste  der  Zahlen 
^*,  nämlich  [7=9,  und  hieraus  das  zugehörige  T~  y{6'^  -f-  D  W) 
=  80.  Statt  dessen  findet  man  T  auch  durch  die  Formel  ao  -\-hlJ 
oder  dö  —  bü. 

Nimmt  man  die  reducirte  Form  (1,  8,  —  15),  so  findet  man 
folgende  Zahlen  (§.79) 

A"o  ^^^^  1?    Kl  =  7,    k2  =^  1,    /»/3  ==  16  5 
also  die  Näherungsbrüche 

1     ?.     ^      152. 
1'    7'    8'    135' 

die  beiden  letzten  liefern  die  Substitution  (g^  J^g),  und  hieraus  er- 
giebt sich  wieder  T/  ==  9,  T  =  80,  wie  vorher. 

Beispiel  2:     Es  sei  Z)  =  13  ^  1   (mod.  4);  um  die  kleinste 
^ufiösung  der  Gleichung  P  —  13u^=z4:  zu  finden,    nehmen  wir 
die  reducirte  Form  (2,  3,  —  2),  so  ist  (§.  79) 

ho  =  3,    kl  =-.  3; 
die  Näherungsbrüche  sind  also  f  und  ^;  dadurch  erhalten   wir  die 
Substitution  Q  ^l)  und  hieraus  U  =  3,  T  =^  11. 
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§.85. 


Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  die  kleinste  positive  Auflö- 
sung (T,  ü)  der  unbestimmten  Gleichung  immer  gefunden  werden 
kann,  gehen  wir  dazu  über,  alle  anderen  Autl()sungen  (^,  u)  auf 
diese  eine  zurückzuführen.  Der  Bequemlichkeit  lialber  wollen  wir, 
wenn  #,  u  irgend  zwei  (positive  oder  negative)  der  Gleichung 
t^  —  Z)w2  -_  ö2  genügende  Zahlen  sind,  und  VD  stets  positiv  ge- 
nommen wird,  die  Ausdrücke 

tj-jHVn     t  —  uVl) 

die  zu  dieser  Auflösung  (^,  u)  gehörigen  Factoren  nennen  und  als 
ersten  und  siveüen  Factor  von  einander  unterscheiden ;  das  Product 
beider  ist  stets  =  1;  sie  haben  daher  immer  gleiche  Zeichen,  und 
zwar  das  positive  oder  negative,  je  nachdem  t  positiv  oder  negativ 
ist;  haben  ferner  t  und  w  gleiclie  Zeichen,  so  ist  der  erste  Factor 
numerisch  grösser  als  der  zweite,  folglich  ist  dann  der  erste  nu- 
merisch >  1 ,  der  zweite  numerisch  <  1 ;  das  Gegentheil  findet 
Statt,  wenn  t  und  u  entgegengesetzte  Zeichen  haben;  und  wenn 
^*  •=:  0  ist,  sind  beide  Factoren  =  +  1.  Ist  also  z.  B.  (^,  n)  eine 
aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehende  Auflösung,  so  ist  ihr  erster 
Factor  ein  positiver  unechter  Bruch;  und  umgekehrt,  ist  der  erste 
Factor  ein  positiver  unechter  Bruch,  so  sind  beide  Zahlen  ^,  u 
positiv. 

Sind  {t\  u')  und  {t"^  u")  irgend  zwei  identische  oder  verschie- 
dene Auflösungen,  so  kann  man 

t'  4-  u' \D     t"  ^u"\D  _  t-\-uVD 

Ö  *  ö  ö 

setzen,  wo  (^,  u)  wieder  eine  Auflösung  bedeutet.  Denn  entwickelt 
man  das  Product  links  und  trennt  das  Rationale  vom  Irrationalen, 
so  findet  man 

t  =r '-— ,    u  =  ^ ; 

da  ferner  aus  der  obigen  Gleichung  unmittelbar  durch  Verwand- 
lung von  VD  in  —  VD  oder  auch  durch  den  blossen  Anblick  der 
Ausdrücke  für  t,  u  die  andere  Gleichung 
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t'  —  u' yp   t"  - u" yp  _t—uyp 

Ö  '  ö  ~  6 

folgt,  SO  ergiebt  sich  durch  MultipUcation  beider 

es  braucht  daher  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  u  eine  ganze 
Zahl  ist,  weil  dann  aus  der  vorstehenden  Gleichung  von  selbst  folgt, 
dass  P^  also  auch  t  eine  ganze  Zahl  ist.  Gleht  nun  ö^  in  D,  folglich 
auch  in  t'^^  t"^  auf,  so  sind  f,  t"  theilbar  durch  (?,  und  folglich  ist 
u  eine  ganze  Zahl;  ist  aber  4  P  ^  ö'^  (mod.  4ö-),  so  folgt  (2  t')' 
^  (öu'y  (mod.  4ö2),  hieraus  2  t'  ^  (5u\  und  ebenso  2  t"  -^  ou" 
(mod.  2ö),  folglich  2  (f  u"  -{- u' t")  =  2  6ti'u"  =  0  (mod.  2ö);  mithin 
ist  u  auch  jetzt  eine  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  beliebig  viele  Auflö- 
sungen (f,  u'),  (t",  %i"),  {t"\  u'")  .  .  .  ausdehnen:  setzt  man 

t'  +  ti' yp    t" -\-u"yp  ^  t"' ^u"'yp      _  t-^uyp 

Ö  ö  ö  '  '  '  ö' 

SO  wird  (f,  u)  stets  wieder  eine  ganzzahlige  Auflösung  sein.  Be- 
stehen ferner  alle  jene  Auflösungen  aus  zwei  positiven  Zahlen,  so 
sind  alle  Factoren  linker  Hand  positive  unechte  Brüche;  dasselbe 
gilt  also  auch  von  dem  ersten  Factor  der  Auflösung  (f,  ?^),  und 
folglich  sind  ^,  ^  zwei  positive  Zahlen. 

Setzen  wir  alle  die  einzelnen  Auflösungen  (t\  u')^  {t'\  u*')  .  .  . 
identisch  mit  der  kleinsten  positiven  Auflösung  (T,  U),  so  können  wir 

/Tj-uypy^  t,~\-unyp 

setzen,  wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  es 
wird  dann  (^„,  u^)  jedesmal  eine  positive  Auflösung  werden;  zu- 
gleich leuchtet  ein,  dass  mit  wachsendem  Exponenten  n  der  Werth 
der  linker  Hand  stehenden  Potenz  eines  unechten  Bruchs,  und 
folglich  auch  tn  -{-UnyP  beständig  wächst,  so  dass  verschiedene 
Werthe  von  n  auch  verschiedene  Auflösungen  (4,  Un)  liefern;  und 
da  die  beiden  Zahlen  ^„,  Un  entweder  beide  gleichzeitig  wachsen, 
oder  beide  gleichzeitig  abnehmen,  so  tritt  offenbar  das  erstere  oder 
letztere  ein,  je  nachdem  n  wächst  oder  abnimmt. 

Umgekehrt  können  wir  zeigen,  dass  durch  die  vorstehende 
Formel  in  der  That  jede  positive  Auflösung  (^,  u)  geliefert  wird. 
Denn  wäre  der  erste  Factor  einer  solchen  Auflösung  keine  genaue 
Potenz    des   ersten  Factors    der   kleinsten   Auflösung  (T,  U)^  so 
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müsste  er,  da  "beide  positive  unechte  Brüche  sind,  zwischen  zwei 
successiven  Potenzen 

des  letztern  liegen,  wo  n  mindestens  =  1  ist.     Dann  wäre  also 
tn  +  UnVl)       t  +  uVn       tn-^u^VD     T+  ÜVD 

6  Ö  6  '  ö  ' 

und  folglich,  wenn  man 

t-{-uyD  ^  tn  —  UnVD  __  t'  +  u'  yP 

setzt, 

t'-yu'VD     r+  UVB 

es  existirte  daher  eine  positive  Auflösung  {t\  u')^  welche  aus  klei- 
neren Zahlen  t\  u'  bestände,  als  die  kleinste  Auflösung  (T,  l])\  was 
unmöglich  ist. 

Man  flndet  daher  alle  aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehenden 
Auflösungen  durch  die  Formeln 

ö         ö^  l  1  . 2  ^        ] 

»«  ^  1 1«  r«-it/4.  ?l(!iziiI%ziSr»-3  jr.<i)  +  . . .  1 

ö         ö"  U  ^  1.2.3  ^  J 

wenn  man  der  Reihe  nach  für  n  alle  positiven  ganzen  Zahlen  setzt. 
Da  nun  ferner  ' 

tn  —  UnVD  ^  /T—UVD^^  /T+  UyD\-n 

ist,  so  ergiebt  sich,  dass  durch  die  Formel 


tn-hunVn  ^  /T+  üypv 


sämmtliche  Auflösungen  f„,  Un  gegeben  sind,  in  welchen  t^  positiv 
ist,  wenn  man  für  n  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen 
setzt,  indem  ?i_„  =  —  Un^  t-n  =  fn  ist.  Für  n  =  0  ergiebt  sich 
ferner  to  =  +  ö,  Uq  =  0.  Will  man  daher  alle  Auflösungen  ^,  u 
ohne  Ausnahme  in  eine  Formel  zusammendrängen,  so  braucht 
man  nur 
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zu  setzen,  und  hierin  jedes  der  beiden  Vorzeichen  mit  jedem  ganz- 
zahhgen  Exponenten  n  zu  comhiniren.  Dass  auf  diese  Weise  keine 
Auflösung  übergangen,  und  jede  nur  einmal  erzeugt  wird,  folgt  un- 
mittelbar daraus ,  dass  unter  den  vier  verschiedenen  Auflösungen 

(f,  u%  (f,  —  w),  (—  t,  u\  (—  t,  —u), 
wenn  u  nicht  =  0  ist,  immer  eine  und  nur  eine  aus  zwei  positiven 
Zahlen  besteht. 

Hiermit  ist  nun  das  zweite  Hauptproblem  der  Lehre  von  der 
Aequivalenz  auch  für  Formen  you  positiver  Determinante  vollständig 
gelöst.  Wir  sind  durch  die  vollständige  Auflösung  der  unbestimm- 
ten Grleichung  P  —  Du'^  =  ö^  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Transfor- 
mationen einer  solchen  Form  in  sich  selbst,  und  folglich  auch  alle 
Transformationen  einer  Form  in  eine  äquivalente  aus  einer  einzigen 
gegebenen  solchen  Transformation  zu  finden  (§§.  61,  62);  mithin 
ist  auch  die  Aufgabe,  alle  eigentlichen  Darstellungen  einer  gege- 
benen Zahl  durch  eine  gegebene  Form  von  positiver  Determinante 
zu  finden,  als  vollständig  gelöst  anzusehen  (§.  60). 


Dirichlet,   Zahlentheorio  .  14 
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Bestimmung   der   Anzahl    der  Classen,   in 

welche  die  binären  quadratischen  Formen 

von  gegebener  Determinante  zerfallen. 


§.86. 


Wir  schreiten  nun,  nachdem  die  elementaren  Theile  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  behandelt  sind,  zu  tieferen 
Untersuchungen,  und  namentlich  zur  Bestimmung  der  Classen- 
an^ahl  der  nicht  äquivalenten  Formen  von  einer  gegebenen  De- 
terminante  *).  Wir  beschränken  uns  dabei  auf  ursprüngliche  For- 
men der  ersten  oder  zweiten  Art  (§.  61),  ferner,  wenn  die  Deter- 
minante negativ  ist,  auf  die  Formen  mit  positiven  äusseren  Coeffi- 
cienten^  da  die  Classenanzahl  der  anderen  Formen  offenbar  genau 
ebenso  gross  ist  (§.  64).  Unter  diesen  Beschränkungen  denken 
wir  uns  ein  vollständiges  Formensystem  S  der  öten  Art  für  die 
Determinante  B  gebildet  (§.  59).  Zur  Bestimmung  der  Anzahl  der 
in  diesem  System  S  enthaltenen  Formen  führt   die  Betrachtung 


*)  G.  Lejeune  Dirichlet:  Becherches  sur  diverses  applications  de 
Vanälyse  infinitesimale  ä  la  theorie  des  nombres,  Crelle's  Journal  XIX,  XXI. 
—  Vergl.  Gauss:  D.  A.  Additam.  ad  art.  306.  X,  und  die  nachgelassenen 
Abhandlungen:  De  nexu  inter  muUitudinem  classium  in  quas  formae  hi- 
nariae  secundi  gradus  disfrihnuntur  eorunifpie  determinanfem,  Gauss' Werke 
Bd.  II.  18G3. 
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und  genaue  Definition  aller  durch  sie  darstellbaren  Zahlen.  Da 
durch  eine  Form  der  zweiten  Art  nur  gerade  Zahlen  dargestellt 
werden  können,  so  bezeichnen  wir,  um  beide  Fälle  zusammenzu- 
fassen, die  darstellbaren  Zahlen  allgemein  mit  öm,  und  ausserdem 
beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  derjenigen,  in  welchen 
m  positiv^  ungerade  und  relative  Frimzahl  gegen  die  Determinante 
D  ist.  Endlich  beschränken  wir  uns  vorläufig  noch  auf  eigentliche 
Darstellungen,  d.  h.  auf  die  Annahme ,  dass  die  beiden  darstellen- 
den Zahlen  x,  y  relative  Primzahlen  sind  (§.  60). 

Um  den  Charakter  dieser  Zahlen  m  genau  festzustellen,  er- 
innern wir  uns,  dass  die  Determinante  I)  quadratischer  Rest  von 
jeder  darstellbaren  Zahl  öm,  d.  h.  dass  die  Congruenz 

z'^  ^  JD  (mod.  6m) 

möglich  ist  (§.  60).  Es  können  daher  in  der  ungeraden  Zahl  m 
nur  solche  Primzahlen  /  aufgehen,  für  welche 

ist.  Umgekehrt:  enthält  m  nur  solche  Primzahlen/,  und  ist  die 
Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  =  ^t  (wo  der  Fall  fi  =  0 
nicht  ausgeschlossen  bleibt),  so  ist  D  quadratischer  Rest  von  m, 
also  auch  von  öm,  und  die  obige  Congruenz  hat  genau  2."  incon- 
gruente  Wurzeln  (§.  37).  Ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
bestimmten  dieser  Wurzeln,  so  können  wir  n'^  —  Z)  =  G'^ml  setzen, 
wo  l  eine  ganze  Zahl  bedeutet  (denn  wenn  (5  =  2,  also  D  ^  1 
(mod.  4)  ist,  so  ist  n  ungerade,  also  n'^  —  D  durch  02  =  4  theil- 
bar).  Dann  ist  (öm,  w,  ö?),  weil  m  relative  Primzahl  zu  2D,  eine 
ursprüngliche  Form  der  öten  Art  von  der  Determinante  J)  und 
folglich  einer  und  nur  einer  in  dem  System  B  enthaltenen  Form 
äquivalent*).  Ist  (a,  1)^  c)  diese  Form  des  Systems,  so  liefert  nur 
sie  solche  Darstellungen  (x,  y)  der  Zahl  öm,  welche  zu  der  durch 
n  repräsentirten  Wurzel  der  obigen  Congruenz  gehören,  und  zwar 
ebenso  viele  verschiedene  solche  Darstellungen  (^,  i/),  als  es  Trans- 
formationen (^' |)  der  Form  (a,  &,  c)  in  die  Form  (öm,  n,  (5Q,  d.  h. 
ebenso  viele,  als  es  Auflösungen  {t^u)  der  unbestimmten  Gleichung 
^2_X)^2  —  02  giebt  (§§.  60,  61,  62).     Den  Complex  aller  dieser 


(f) 


*)  Da  der  Coefficient  am  positiv  ist,  so  gilt  dies  auch  für  den  Fall,  in 
welchem  D  negativ  ist,  und  also  S  nur  Formen  mit  positiven  äusseren  Coeffi- 
cienten  enthält. 

14* 


212  Fünfter  Abschnitt. 

Darstellungen  der  Zahl  ö  m ,  welche  zu  einer  und  derselben  durch 
n  repräsentirten  Wurzel  der  obigen  Congruenz  gehören,  wollen  wir 
eine  Gruppe  von  Darstellungen  nennen.  Den  2i"  incongruenten 
Wurzeln  dieser  Congruenz  entsprechen  daher  2-"  solche  Gruppen 
von  Darstellungen  derselben  Zahl  6  m  durch  Formen  des  Systemes 
5,  und  in  jeder  Gruppe  sind  ebenso  viel  Darstellungen  enthalten, 
als  es  Auflösungen  der  Gleichung  t^  —  Du^  =  6^  giebt. 

Das  System  der  Zahlen  m  ist  nun  also  vollständig  definirt 
durch  die  Bedingungen: 

1.  m  ist  positiv  ; 

2.  m  ist  relative  Primzahl  gegen  21); 

3.  D  ist  quadratischer  Rest  von  m. 


§.  87. 


Jetzt  haben  wir  die  Darstellungen  von  öm,  welche  einer  und 
derselben  Gruppe  angehören  genauer  zu  betrachten. 

Für  den  Fall  einer  negativen  Determinante  D  ist  die  Anzahl 
X  der  Auflösungen  (#,  u)  der  unbestimmten  Gleichung  t^  —  Du^ 
z=  Ö-2  endlich;  dieselbe  ist  zugleich  die  Anzahl  aller  zu  einer 
Gruppe  gehörenden  Darstellungen  einer  jeden  Zahl  öm;  bedeutet 
also  fi  wieder  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  in  aufgehenden 
Primzahlen/,  so  ist  2."  die  Anzahl  der  Gruppen,  deren  jede  ;c Dar- 
stellungen enthält,  und  folglich  ist 

^  .  2." 
die  Gesammtanzahl  aller  Darstellungen  der  Zahl  6m;  und  hierin 
ist  (§.  62) 

X  =  2  im  Allgemeinen; 
X  =  4,  wenn  D  =  —  1, 

X  =  6,  wenn  I)  =  —3  und  6  =  2 
ist. 

Für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  D  dagegen  ist 
die  Anzahl  der  Auflösungen  (^,  ti)  der  unbestimmten  Gleichung 
t'^  —  i)«^2  __  (j2^  lind  folglich  auch  die  Anzahl  der  in  jeder  der  2f^ 
Gruppen  enthaltenen  Darstellungen  der  Zahl  6m  unendlich  gross. 
Wir  gehen  daher  zunächst  darauf  aus,  durch  neue  Bedingungen, 
welche  den  darstellenden  Zahlen  ^,  y  aufzuerlegen  sind,  aus  den 
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unendlich  vielen  in  einer  Gruppe  enthaltenen  Darstellungen  stets 
eine  einzige  zu  isoliren.  Dazu  betrachten  wir  die  allgemeine  Form 
aller  derselben  Gruppe  angehörenden  Darstellungen  {x^  y)  der 
Zahl  (3  m,  Ist  wieder  (a,  J,  c)  die  Form  des  Systems  S^  mit  welcher 
die  Form  (ö  w,  w,  ö  T)  äquivalent  ist ,  und  ist  ("'  ^)  eine  bestimmte 
Transformation  der  erstem  Form  in  die  letztere,  so  erhält  man 
(nach  §.  61)  aus  dieser  einen  alle  anderen  durch  die  Zusammen- 
setzung 

A  ^\  /«,  /3\  _  /A  w  +  iiy,  Iß  -\-^d\ 
\v,  qJ  \y,  dj         \va  -I-  Qy,  vß-\-Q8j 

aller  Substitutionen  (J'^  <^) ,  durch  welche  (a,  &,  c)  in  sich  selbst 
übergeht,  mit  dieser  bestimmten  Substitution  (;J^'  ^.).  Da  nun  (nach 
§.  60)  jedesmal  der  erste  und  dritte  Coefiicient  einer  solchen  Sub- 
stitution eine  zu  der  Wurzel  n  gehörende  Darstellung  liefern,  und 
da  auch  umgekehrt  jede  solche  Darstellung  (x,  y)  auf  diese  Weise, 
und  zwar  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird,  so  ist  die  allgemeine 
Form  aller  dieser  Darstellungen  folgende : 

X  =  la^^y,     y  z=  va-\-  gy; 
da  (a,  y)  selbst  eine  solche  Darstellung  ist,  so  kann  man  sagen, 
dass  diese  beiden  Gleichungen  aus   einer  bestimmten  Darstellung 
(«,  y)  alle  derselben   Gruppe   angehörenden   Darstellungen  (x^  y) 
finden  lehren.     Nun  war  aber  (§.  62) 

t — hu  cu 

au  t-]-bu 

wo  (t^  u)  jede  beliebige  Auflösung  der  Gleichung  f^  —  Du'^  =  ö^ 
bedeutete;  folglich  erhalten  wir 

x  =  a-  —{ha-\-cy)  -,      y  =  y  -  +  (acc-^hy)  -• 

Für  alle  diese  Werthe  ist  daher 

ax^  +  2  hxy  -{- ey^  =  öm ; 
durch  Multiphcation  mit  dem  ersten  Coefficienten  ergiebt  sich  wie 
früher 

6am  =  (ax  +  (6  +  V-D) y)  (ax  -f  (6  -  VD)«/) , 

und  es  tritt  nun  die  höchst  merkwürdige  Erscheinung  auf,  dass 
jeder  der  beiden  irrationalen  Factoren  rechter  Hand  eine  geome- 
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trisclie  Reihe    constituirt;    setzt    man   nämUch    die   vorstehenden 
Werthe  von  ^,  y  ein,  so  ergiebt  sich  leicht 


ax-^{h^  VD)y  =  (aa  -f  (&  +  VD)r) 
ax  4-  (&  -  yTy)y  =  (aoc  -{-(h  —  yD)r) 


6 

t  —  uVD 


6 

wenn  man  also  mit  T,  U  wie  früher  die  kleinsten  positiven  Werthe 
von  ^,  u  bezeichnet  und  zur  Abkürzung  den  positiven  unechten 
Bruch 

ö 
setzt,  so  ist  (nach  §.  85) 

ax  +  (h-{-  VD)y  =  ±  {aa  ^  {h  ^  VD)y)6^ 
ax^(b  —  VD)y  =  ±  (aa -f  (&  — Vi))^)^-" 
wo  n  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  Null 
sein  kann.  Wir  betrachten  nur  die  erste  dieser  beiden  Glei- 
chungen, da  aus  ihr  die  zweite  schon  von  selbst  folgt.  Ist  nun  h 
irgend  ein  von  Null  verschiedener  reeller  Zahlwerth ,  so  leuchtet 
ein,  dass  man  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  und  den  Ex- 
ponenten n  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmen 
kann,  dass  der  algebraische  Werth  von  ax  -]-  {h  ■{-  VD)  y  zwischen 
den  Grenzen  k  und  hO  liegt;  denn  nachdem  das  Zeichen  +  so  ge- 
wählt ist,  dass  ±  (aa  -\-  (b  ■}-yi))y)  gleichstimmig  mit  h  wird, 
giebt  es  nur  noch  ein  einziges  Glied  der  geometrischen  Reihe 
zwischen  den  beiden  vorgeschriebenen  Grenzen,  wenn  man,  um 
für  jeden  Fall  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  die  eine  derselben, 
z.  B.  Jtö,  von  dem  Intervall  ausschliesst.  Durch  diese  Forderung 
für  den  Werth  von  ax  -\-  (b  ~\-  VD) y  ist  dann  aus  der  unend- 
lichen Anzahl  von  Darstellungen  (^,  y)  eine  einzige  vollständig 
isolirt.  Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  k  zweckmässig  zu 
wählen. 

Dazu  können  wir  immer  voraussetzen,  dass  die,  eine  ganze 
Classe  repräsentirende ,  Form  (a,  &,  c)  des  Systems  S  einen  posi- 
tiven ersten  Coefficienten  a  hat;  denn  es  giebt  ja  in  jeder  Classe 
sogar  reducirte  Formen,  welche  diese  Eigenschaft  haben.  Wir 
machen  daher  von  jetzt  ab  diese  Voraussetzung  über  die  Wahl 
der  in  S  enthaltenen  Formen  (für  negative  Determinanten  haben 
wir  schon  früher  dieselbe  Forderung  gemacht,  um  dort  die  eine 
Hälfte  aller  Classen  ganz  von   der  Betrachtung  auszuschliessen) 
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und  müssen  sie  dann  natürlich  für  alles  Folgende  festhalten. 
Dann  wählen  wir  für  h  die  positive  Quadratwurzel  aus  öam,  was 
gestattet  ist,  da  wir  nur  die  positiven  darstellbaren  Zahlen  öm 
betrachten.     Wir  stellen  also  die  Bedingungen 

l/öam  ^  ax  +  (h  -f  VD)  y  <  6]/öam 
auf,  um  aus  allen  derselben  Gruppe  angehörigen  Darstellungen 
von  6  m  durch  (a,  &,  c)  eine  einzige  (^,  y)  zu  isoliren.  Sie  lassen 
sich,  da  ihre  drei  Glieder  positiv  sind,  so  umformen:  quadrirtman, 
und  bedenkt,  dass  6 am  das  Product  aus  zwei  positiven  irrationalen 
Factoren  ist,  so  erhält  man  leicht  durch  Division 

axi-(b-  yD)y  ^ax-^ih-^  yi))y  <  d-'{ax  +  (7>  — VD)?/); 
durch  Vergleichung  der  beiden  ersten  Glieder  ergiebt  sich,  da  VD 
stets  positiv  genommen  wird,  die  Bedingung 

die  beiden  letzten  Glieder  geben  durch  Umstellung  und  Resti- 
tution des  Werthes  von  Q  die  Bedingung 

T 

ax-\-hy  >  -^ij. 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  aus  diesen  beiden  Be- 
dingungen 

T 

y^O,    ax  +  hy  >  jjy 

rückwärts  die  obigen  ursprünglichen  Isolirungsbedingungen  folgen. 
Ausserdem  zeigt  sich,  was  besonders  zu  bemerken  ist,  dass  in 
Folge  dieser  beiden  Bedingungen  auch  der  Werth  der  Form 
ax^  -f  2hxy  -\-  cy^  von  selbst  positiv  ausfällt;  denn  da  T>  UVJD 
ist,  so  ergiebt  sich  durch  Addition  von  ^yVI)  auf  beiden  Seiten 
der  zweiten  Bedingung,  dass  die  beiden  Factoren 

ax  +  (5  +  yi))y,     ax  -f  (h~-yi))y 
positiv  sind,  woraus  dasselbe  für  ihr  Product  und  also,  da  a  po- 
sitiv ist,  auch  für  ax^ -\- 2hxy -\- cy^  folgt  (für  Formen  von  ne- 
gativer Determinante  versteht  sich  dies  von  selbst,  da  wir  nur  solche 
betrachten,  deren  äussere  Coefficienten  positiv  sind). 
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§.  88. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  letzte  Bemerkung  können  wir  nun 
das  Vorhergehende  in  folgender  Weise  noch  einmal  zusammen- 
fassen : 

Es  sei  S  ein  vollständiges  System  ursprünglicher  Formen 

(a,  h,  c),     (a',  h\  c')  .  .  . 

der  6ten  Art  für  eine  gegebene  Determinante  D,  mit  positiven  ersten 

Coefficienten  et,  a'  .  .  .  Dann  setze  man  in  jede  dieser  Formen^  z.  B. 

(a,  &,  e) ,  für  die   Variahein  alle  ganzzahligen    Werthenpaare  x,  y 

ein^  welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

-r   ax'^  -^-'Ihxy  -^  cy'^  .  ^      ,  ^.      ^  .       ,,        ^^ 
1. —  ist  relative  Fnmzahl  zu  2D; 

IL  im  Fall  einer  positiven  Determinante  D  ist 

T 

2/^0,     ax-\-hy  ->  jjy 

wo  T,  U  die  kleinsten  positiven  der  Gleichung 

T^  —  DU'  =  62 
genügenden  ganzen  Zahlen  bedeuten; 

III.  X  und  y  sind  relative  Primzahlen  zu  einander. 

Auf  diese  Weise  iverden  durch  die  Formen  S  alle  ganzen 
Zahlen  (5m  und  nur  solche  dargestellt^  welche  folgenden  Bedingun- 
gen genügen: 

1.  m  ist  positiv^ 

2.  m  ist  relative  Primzahl  zu  2  D, 

3.  D  ist  quadratischer  liest  von  m, 

und  die   Gesammtanzahl  dieser  Darstellungen  einer  jeden  solchen 
Zahl  6  m  ist  gleich 

X.2", 
wo  ii  die  Anzahl  der  in  m  aufgehenden  verschiedenen  Primzahlen 
bedeutet^  während  %  von  m  unabhängig  ist^  nämlich 
5c  =  1  für  positive  Determinanten  D, 
=  4/wrD  =  —  1, 
=  6  für  D  =  —  3  und  6  =  2, 
:=  2  in  den  übrigen  Fällen, 
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Dasselbe  System  der  unendlich  vielen  Zahlen  m  kann  daher 
auf  doppelte  Art  erzeugt  Averden,  erstens  durch  Zusammensetzung 
aus  den  Primzahlen  /,  von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist,  und 
zweitens  durch  die  Substitution  aller  erlaubten  Zahlenpaare  ^,  y 
in  die  Formen  des  Systems  S.  Dieses  Resultat  der  früheren  Unter- 
suchungen über  die  Aequivalenz  der  I  ormen  und  die  Darstellbar- 
keit der  Zahlen  bildet  das  Grundprincip  der  folgenden  Unter- 
suchung. Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Identität  der  auf  die 
beiden  verschiedenen  Arten  erzeugten  Zahlensysteme  nicht  auf 
hören  wird,  wenn  wir  von  jeder  der  erzeugten  Zahlen  eine  be- 
stimmte Function  ijj  nehmen,  d.h.  es  wird  wieder  Identität  bestehen 
zwischen  dem  Complex  der  Zahlen 


t 


r^";""'^'  »c^^^ü^^tt^'O 


und  dem  System  der  Zahlen  i^(m),  vorausgesetzt,  dass  der  einem 
bestimmten  Individuum  m  entsprechende  Functionswerth  -ip  (m) 
genau  %  .  2 "mal  in  den  letztern.  Complex  aufgenommen  wird.  Ist 
daher  die  sonst  ganz  beliebige  Function  -4)  so, gewählt,  dass  die 
Summe  aller  dieser  Werthe  eine  von  der  Anordnung  derselben 
unabhängige  convergente  Reihe  bildet,  so  folgt  aus  der  angegebenen 
Identität  die  Fimdamentdlgleichung 


ax'^-\-2hxy -^cif\    .    „      /a'^r^^- 2&'ä:2/ +  cN/ 


^^ax^^2bxy^cy^X^^^A 


+ 


—  %  S  2>"  T/;  (m). 


Die  linke  Seite  derselben  besteht  aus  ebensoviel  Hauptsummen, 
als  das  System  S  Formen  (a,  b,  c),  (a\  h\  c')  .  .  .  enthält,  d.  h.  als 
es  Formenclassen  für  diese  Determinante  giebt.  Jede  Hauptsumme, 
wie  z.  B. 


2t^( 


aot,'^  -\-  2hxy  -]-  cy"' 


o  / 

ist  eine  doppelt  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  den  sämmtlichen 
durch  die  Bedingungen  L,  IL,  III.  definirten  Zahlenpaaren  x^  y 
entsprechen  (die  Bedingungen  I.  und  IL  sind  natürlich  für  die 
fojgende  Hauptsumme  so  zu  modificiren,  dass  (a',  h\  c')  an  die 
Stelle  von  (a,  &,  c)  tritt).  Endlich  bezieht  sich  die  rechts  angedeutete 
Summation  auf  alle  aus  den  Primzahlen  /  zusammengesetzten  Zahlen 
m,  und  ebenso  behalten  fi  und  %  ihre  frühere  Bedeutung.  Wir 
specialisiren  nun  die  Function  ^  so,  dass  wir 
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setzen,  wo  s  ein  beliebiger  positiver  Wertli,  aber  >  1  ist;  diese 
letztere  Bedingung  ist,  wie  wir  später  nachträglich  zeigen  werden, 
nothwendig,  damit  die  vorstehenden  unendlichen  Reihen  convergiren. 
Hierdurch  geht  unsere  obige  Gleichung  in  die  folgende  über: 

wo  der  Bequemlichkeit  halber  links  nur  eine  einzige  der  den  ver- 
schiedenen Formen  entsprechenden  Hauptsummen  aufgeschrie- 
ben ist. 


§.  89. 

Wir  beschäftigen  uns  nun  zunächst  mit  einer  Umformung ''') 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung;  zu  dem  Zweck  betrachten  Avir 
das  System 

der  sämmtlichen  Primzahlen  /,  welche  nicht  in  2  D  aufgehen ,  und 
von  welclien  D  quadratischer  Best  ist.  Jede  der  oben  definirten 
Zahlen  m  ist  dann  von  der  Form 

wo  die  Exponenten  ni^  %i  'ih  •  •  •  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind,  und  jedes  m  kann  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  diese 
Form  gebracht  werden.  Bilden  wir  nun  die  diesen  Primzahlen 
entsprechenden  unendlichen  Reihen 


2         2          2 

-z^- 

2         2         2 

■■^f> 

2          2           2 

■■+flA 

u.  s.  w.. 


*)  Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  diese  Umformung  auch  auf  die 
allgemeinere  Reihe  2  2y  t/'  M  anwendbar  ist,  wenn  nur  die  Function  ^  für 
ganze  Argumente  der  Bedingung  xp{z)xl'{z')  —  x^j{zz')  genügt  (vergl.  §.  124). 
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so  erkennt  man  leicht  mit  Berücksichtigung  der  eben  gemachten 
Bemerkung,  dass  das  Product  aller  dieser  Reihen  nichts  Anderes 
als  die  Summe 

ist.  Denn  das  Product  aus  beliebigen  Gliedern  der  ersten,  zweiten, 
dritten  Reihe  u.  s.  f.  hat  die  Form 

2f^ _  2^  ' 

wo  ^  die  Anzahl  der  wirklich  in  m  aufgehenden  Primzahlen  /  be- 
deutet, d.  h.  derjenigen,  deren  Exponent  n  von  Null  verschieden 
ist;  es  entsteht  daher  auf  diese  Weise  wirklich  jedes  Glied  der 
genannten  Reihe,  und  jedes  auch  nur  ein  einziges  Mal.  Da  nun 
andererseits 


-? 

+^  + 

.--■ 

+ 

= 

--? 

1 

1   + 
1  — 

1 

1 

;n  wir  folgende  Gleichung 

1  + 
=  0 
1  — 

1 

/ 
1    ' 

in  welcher  das  Productzeichen  77  sich  auf  die  sämmtliclien  oben 
definirten  Primzahlen  /  bezieht. 

Bezeichnen  wir  mit  q  allgemein  jede  positive  nicht  in  2  D  auf- 
gehende Prim^ahl^  so  leuchtet  ein,  dass  man  die  vorstehende  Glei- 
chung auch  in  folgender  Form  schreiben  kann: 

2— =n        ^     • 


denn  so  oft  q  nicht  zu  den  Primzahlen  /  gehört,  reducirt  sich  der 
entsprechende  Factor  des  Productes  auf  -f  1-    Inder  so  erhaltenen 
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Gleichung  multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  des   allgemeinen 
Factors  zur  Rechten  mit  1  —  q-%  wodurch  derselhe  gleich 


(-F)(-(f)^) 


/        1 


wird,  und  indem  wir  das  unendliche  Product  in  drei  unendliche 
Producte  zerlegen,  erhalten  wir 

n-i-..n       ' 


^  2." q^  \qj  r 


1 


m"  ,-,       1 


^2. 


Jetzt  können  wir  endlich  jedes  der  drei  rechts  befindlichen 
Producte  wieder  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln.    Da  nämlich 


Kq.)  (l' 

Kq.)  (l'      Kq.)  (l^'  \q)  g!' 

ist,  so  wird,  wenn  man  für  q  alle,  nicht  in  2  I>  aufgehenden,  Prim- 
zahlen 

CLu  qh  qs  '  '  ' 
setzt,  das  Product  aller  dieser  Factoren  gleich  der  Summe  aller 
Glieder  von  der  Form 

/By  /^Y"  f^X"  1 

\qi)    Kqi)    \qJ    '  '  *  (^i'"^  q^'^  q/'  •••)'' 
wo    die   Exponenten    ri,  rg,  ^3  .  .  .    alle  positiven  ganzen  Zahlen 
und  Null    zu  durchlaufen  haben.     Das  System  aller  der  in  den 
Nennern  unter  dem  Exponenten  s  vorkommenden  Zahlen 

qx'''  q2'-'  q/^ .  .  .  =  n 
besteht  offenbar  aus  sämmtlichen  positiven  ganzen  Zahlen  w,  welche 
relative  Primmhlen  gegen  2D  sind;  jede  solche  Zahl  n  Avird  ein- 
mal und  auch  nur  einmal  durch  ein  bestimmtes  System  von  Expo- 
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nenten  rj,  r2,  rg  .  .  .  erzeugt;  gleichzeitig  ist  dann  mit  Benutzung 
der  von  Jacohi  erweiterten  Bedeutung  des  Legendre'schen  Zeichens 

W    KYJ    \^J    "  '^  \Ö^)  \^/  VW 


-(:. 


"7^)  =  '-^ 


,gi'i  ^2^^  (lä''-"  •  •  •/         \  ^  / 
Hierdurch  gewinnen  wir  also  folgende  Verwandlung 
1  v.  /D\    1 


\_fD\l_  \nj  n' 


wo  das  Summenzeichen  rechts  sich  auf  alle  positiven  Zahlen  n  be- 
zieht, die  relative  Primzahlen  gegen  2  D  sind. 

Verfährt  man  ganz   ebenso,   indem  man  alle  die  Entwicke- 
lungen 


1 

i+^  +  ^  +  ---+^  + 

1-1 

a' 

mit  einander  multiplicirt,  so  erhält  man  offenbar 

1              n' 

und  folglich  auch 

FI      '      =  S   ^ 

\        1              n'^ 

^ 

1       ,. 

Hierdurch  haben  wir  die  wichtige  Umformung 

D\  J_ 


m*  y  1 


gewonnen. 


§.  90. 

Wir  multipliciren  nun  beide  Seiten  unserer  Hauptgleichung 
(§.  88)  mit  der  unendlichen  Reihe 
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wodurch  sie  dem  eben  gewonnenen  Resultat  gemäss  in  die  fol- 
gende übergeht: 

Führen  wir  in  dem  ersten  Gliede  links  die  Multiplication  der 
beiden  Summen  aus,  so  kann  das  Resultat  als  die  dreifach  unend- 
liche Reihe 


^(-"'f +"'T 


geschrieben  werden,  in  welcher  für  x^  y  alle  den  früheren  Bedin- 
gungen I.,  IL,  III.  genügenden  Werthe  (§.  88),  und  für  n  alle 
positiven  relativen  Primzahlen  gegen  2i)  zu  setzen  sind.  Diese 
Reihe  kann  man  aber  auch  wieder  als  eine  doppelt  unendHche  an- 
sehen, wenn  man 

nx  =  x\    ny  =  y' 
setzt;  denn  dann  nimmt  sie  die  Gestalt 


^  /ax'^-^lhx'y'  -^cy'^y 


an,  und  es  fragt  sich  nur,  welche  Bedingungen  den  neuen  Summa- 
tionsbuchstaben  x\  y'  aufzuerlegen  sind.  Diese  ergeben  sich  aus 
den  Bedingungen  für  x^  y^  n  folgendermassen.  Erstens:  Da  x^  y 
zufolge  der  Bedingung  I.  so  gewählt  werden  müssen,  dass 

ax^  -\-  2hxy  -}-  cy^ 
- 

relative  Primzahl  gegen  2D  wird,  und  da  n  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  2D  ist,  so  gilt  dasselbe  von 

ax'^  -^2hx'y'  -^cy'^ ^,     ax^  -\-2hxy  +■  cy^ 

ö  ö 

Zweitens:  für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  waren  x,  y 
den  Isolirungsbedingungen  IL 

T 

2/^0,    ax-^by  >  -jjy 

zu  unterwerfen;  multiplicirt  man  dieselben  mit  ^,  so  ergeben  sich 
die  ganz  gleichlautenden  Bedingungen 

T 

y'  ^  0,    ax'  ^by'  >  -jjy'. 
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Drittens:  aus  der  Bedingung,  dass  x^  y  relative  Primzahlen  sein 
sollen,  würde  jetzt  nur  noch  folgen,  dass  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Divisor  n  von  x\  y'  relative  Primzahl  gegen  2  D  sein  muss; 
allein  diese  Bedingung  kann  man  gänzlich  fallen  lassen ,  da  sie 
schon  in  der  ersten  enthalten  ist;  denn  sobald  x\  y'  einen  gemein- 
schaftlichen Divisor  hätten,  der  nicht  relative  Primzahl  gegen  2  2) 
wäre,  so  könnte  auch 

ö 

nicht  relative  Primzahl  gegen  2  J)  sein. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  neuen  Variabein  x'^  y'  nur  den 
beiden  Bedingungen  L  und  IL  zu  unterwerfen  sind,  wenn  man  in 
denselben  die  Variabein  accentuirt,  dass  dagegen  die  Bedingung 
III.  ganz  fortgefallen  ist.  Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  ein  jedes  solches  Werthenpaar  x'^  y'  einmal  und  nur  einmal 
durch  ein  Werthenpaar  x^  y  und  eine  Zahl  n  erzeugt  wird. 

Wir  lassen  nun  der  Bequemlichkeit  halber  die  Accente  der 
Variabein  wieder  fort,  und  schreiben  daher  unsere  Hauptgleichung 
in  folgender  Form*) 

V  ö  /  n'  \n /  n' 

wo  nun  in  der  ersten  auf  die  Form  (a,  &,  c)  bezüglichen  Haupt- 
summe die  Summationsbuchstaben  nur  noch  den  beiden  folgenden 
Bedingungen  zu  unterwerfen  sind: 

I.     Der  Werth  — — soll  relative  Primzahl  gegen 

2  D  sein. 

H.     Im  Fall  einer  positiven  Determinante  soll 

T 

2/^0,    ax-i-hy  >  -jjy 

sein,  wo  T,  U  die  frühere  Bedeutung  haben. 


*)  Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  die  allgemeinere  Gleichung  abgeleitet 
werden ,  in  welcher  statt  der  Function  z—s  irgend  eine  Function  \p  (^)  auf- 
tritt, welche  der  Bedingung  \{j (z)  xl^ {z')  r=  xfj{z'z')  genügt,  so  oft  z  und  ß' 
ganze  Zahlen  sind. 
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§.91. 


Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  aus  unserer  letzten  Glei- 
chung einige  interessante  Folgerungen  ziehen:  die  erste  derselben 
ist  rein  zahlentheoretischer  Natur  und  vervollständigt  unsere  frü- 
here Theorie  der  Darstellung.  Wir  multipliciren  die  beiden  unend- 
lichen Reihen 


rechter  Hand,  nachdem  wir  die  Summationsbuchstaben,  um  sie  von 
einander  zu  unterscheiden,  accentuirt  haben;  dann  erhalten  wir 
als  Product^die  doppelt  unendliche  Reihe 


^  \n")  (n'n"y  ' 


{n'n"y 

in  welcher  sowohl  n'  als  auch  n"  das  Gebiet  aller  Zahlen  n^  d.  h. 
aller  derjenigen  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat,  welche 
relative  Primzahlen  gegen  2D  sind.  Offenbar  ist  jedes  Product 
von  der  Form  n' n"  wieder  in  demselben  Gebiet  enthalten;  fassen 
wir  daher  alle  Glieder  der  Doppelsumme,  in  welchen  das  Product 
n'n"  denselben  Werth  n  hat,  immer  in  ein  einziges  zusammen,  so 
können  wir  diese  Doppelsumme  wieder  in  die  Form  einer  einfach 
unendlichen  Reihe 

bringen;  bezeichnet  man  mit  8  die  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl 
w,  so  wird  offenbar 


'-  —  ^  {d}' 


Dividiren  wir  ferner  die  Gleichung  auf  beiden  Seiten  durch  ö%  so 
nimmt  sie  folgende  Form  an 

"^  (ax^  -f  2  hxy  -\-  cy'^y  ^  (ony 

Fassen  wir  nun  auch  links  alle  in  den  verschiedenen  Doppelsummen 
vorkommenden  Glieder,  welche  denselben  Werth  haben,  in  ein  ein- 
ziges zusammen,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung 
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1 


'V 


wo  mit  V  alle  die  durch  die  sämmtliclien  Formen  (a,  ö,  c)  .  .  .  des 
Systems  S  darstellbaren  Zahlen  bezeichnet  werden,  und  ly  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  v  bedeutet. 
Hierbei  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  jetzt  ebensowohl  un eigentliche 
wie  eigentliche  Darstellungen  zugelassen  werden,  indem  die  dar- 
stellenden Zahlen  x^  y  nur  noch  den  Bedingungen  I.  und  IL  des 
vorigen  Paragraphen  unterworfen  sind,  während  sie  früher  auch 
relative  Primzahlen  unter  einander  sein  mussten. 

Besteht  nun  für  jeden  über  einer  gewissen  Grenze  liegenden 
positiven  Werth  des  Exponenten  s  eine  Gleichung  von  der  Form 

^.  i-  5.  -t-  ^5  -t-  ~  f^'s  -^  ys  -t-  ^>s  -1- 

wo  a^  h,  c  .  .  .  sowohl  wie  a\  &',  c'  .  .  .  positive  und  in  ihrer  Auf- 
einanderfolge wachsende  Zahlwerthe  bedeuten,  und  sind  die  sämmt- 
lichen  Coefficienten  a,  j3,  7  ...«',  /3',  /..  .  von  Null  verschieden, 
so  folgt  hieraus  die  vollständige  Identität  beider  Beihen,  d.  h.  es  ist 

a  rr=  a',    &  =  &',    c  =^  c'  .  .  . 

a  =  a',    ß  =r  ß\   y  =  y'  .  .  . 
Um  dies  zu  beweisen,  können  wir  annehmen,  es  sei  a  ^  a'; 
multipliciren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a^ ,  so  erhalten  wir 

Da  nun  sowohl  die  Werthe 


als  auch  die  Werthe 

a      a 

fortwährend  abnehmende  echte  Brüche  sind,  und  beide  Beihen 
convergiren,  so  überzeugt  man  sich  leicht*),  dass  mit  unbegrenzt 
wachsendem  s  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  sich  dem 
Grenzwerth  a  nähert,  und  ebenso  die  rechte  dem  Grenzwerth  a' 
oder  0,  je  nachdem  a  =  a'  oder  <  a'  ist.     Da  nun  beide  Seiten 


*)  Vergl.  Supplement  IX.  §.  143. 

Dirichlet,    Zalilentheorie.  15 
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sich  nothwendig  demselben  Grenzwerth  nähern  müssen,  und  a  von 
Null  verschieden  ist,  so  muss  a  =:z  a' ,  und  folghch  auch  a  z=  a' 
sein.  Nachdem  so  die  Identität  der  ersten  Glieder  auf  beiden 
Seiten  bewiesen  ist,  kann  man  dieselben  fortlassen;  aus  der  so  ent- 
stehenden Gleicliung 

hs;^  c^^  —  })'s  ^  (,'s  -r 

folgt  dann  auf  dieselbe  Weise,  dass  h  =  h'  und  ß  =  ß'  sein  muss, 
und  so  kann  man  fortfahren. 

Wendet  man  dies  Princip  auf  unsere  obige  Gleichung  an ,  so 
ergiebt  sich,  dass  jedes  öw,  dem  ein  von  Null  verschiedenes  r„  ent- 
spricht, nothwendig  eine  Zahl  v^  d.  h.  eine  durch  die  Formen  S 
darstellbare  Zahl,  und  dass  die  Anzahl  A^  der  verschiedenen  Dar- 
stellungen eines  solchen  v  =  6n  gleich  5cr„  ist;  wenn  dagegen  r^  =  0 
ist,  so  kann  auch  6n  keine  durch  die  Formen  S  darstellbare  Zahl 
V  sein;  wir  können  daher  in  beiden  Fällen  sagen:  die  Anzahl 
aller  Darstellungen  einer  ZaJil  6n  durch  die  Formen  S  ist  immer 


'ÜXr 


'  ^  ©. 


ivo  8  alle  Divisoren  der  Zahlen  n  durchlaufen  muss^). 

Wir  wollen  dieses  Resultat  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

1.  Ist  D  = —  1  (und  folglich  (?  =  1),  so  ist  nur  eine  einzige 
Form  in  dem  System  S  enthalten,  für  welche  wir  die  Form  (1, 0, 1) 
wählen  können;  das  System  der  Zahlen  (3n  ist  das  der  positiven 
ungeraden  Zahlen,  und  da  ;« =  4  ist,  so  erhalten  wir  das  Resultat : 

Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  beliebigen  positiven  un- 
geraden Zahl  n  durch  die  Form  (1,  0,  1)  =  rr^  -|-  ^/^  ist  gleich 

4  S  (—  l)V.('^-i)  =.:  4  (31— N) 

d.  h.  gleich  dem  vierfachen  üeberschuss  der  Anzahl  M  ihrer  Divi- 
soren d  von  der  Form  Ah  -\-  1  über  die  Anzahl  N  der  Divisoren  d 
von  der  Form  4:h  -\-  3, 

Die  darstellenden  Zahlen  x^  y  sind  gar  keiner  Beschränkung 
unterworfen;  es  leuchtet  ferner  ein,  dass  jedesmal  acht  verschiedene 
Darstellungen  eine  einzige  Zerlegung  in  zwei  Quadrate  geben;  nur 
wenn  eine  der  beiden  darstellenden  Zahlen  =  0  ist,  findet  eine 


')  Vergl.  §.  124. 


> 
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Ausnahme  Statt,  weil  dann  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 
dieselbe  Zerlegung  liefern,  ein  Fall,  der  nur  dann  eintreten  kann, 
wenn  n  eine  Quadratzahl  ist.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Zer- 
legungen ist  daher  \{M — N  -\-  1)  oder  \{M — N)^  je  nachdem  n 
eine  Quadratzahl  ist  oder  nicht.     So  ist  z.  B. 

25  z=  02+  52  =r  32  +  42 

45  :=  32+62 

49  =  02  +  72 

65  =  12  +  82  =  42  +  72. 
Ist  endlich  n  eine  Primzahl,  so  ergiebt  sich  wieder,  dass  n 
auf  eine  einzige,  oder  auf  gar  keine  Weise  in  zwei  Quadrate  zerlegt 
werden  kann,  je  nachdem  n  von  der  Form  4/j  +  1 ,  oder  von  der 
Form  4/i  +  3  ist  (§.  68). 

>  2.  Für  die  positive  Determinante  D  =  2  existiren  nur  die 
beiden  einander  äquivalenten  reducirten  Formen  (1,  1,  —  1)  und 
( — 1,  1,  1),  also  nur  eine  einzige  Classe;  als  repräsentirende  Form 
kann  man  daher  auch  (1,  0,  — 2)  =  x'^  —  2y^  wählen.  Da  die 
kleinsten  der  Gleichung  P  —  2u'  =  1  genügenden  Zahlen  T=  3, 
ü  =  2  sind ,  so  werden  nur  solche  Darstellungen  betrachtet ,  in 
welchen  ^/^O,  2^>3^  ist.     Da  ferner 


'4W(- 


^.  .        ,      iy/n(^''-i)  z=r  +  1  oder  =—1 

ist,  je  nachdem  ^  =  8/i  +  1  oder  (^  ==  8/i  +  5  ist,  so  bekommen 
wir  folgendes  Resultat: 

Die  Anzahl  aller  den  obigen  Bedingungen  genügenden  Dar- 
stellungen (x,  y)  einer  beliebigen  positiven  ungeraden  Zahl  n  durch 
die  Form  x'^  —  2y'  ist  gleich  dem  üeberschuss  der  jLnzahl  der  Di- 
visoren von  >^,  tvelche  die  Form  8  /i  +  1  haben^  über  die  Anzahl  der 
anderen  Divisoren. 


§.92. 

Eine  zweite  interessante  Anwendung  der  vorstehenden  Unter- 
suchung machen  wir  auf  die  Analysis.  Wir  haben  gesehen,  dass 
durch  Einsetzen  aller  den  Bedingungen  I.  und  IL  genügenden  ganz-, 
zahligen  Werthenpaare  ^,  y  in  die  Formen  (a,  &,  c)  ...  des  Systems 
S  die  Zahlen  6n  erzeugt  werden,  und  zwar  ist 

15* 
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xr«  =  X  S 


© 


die  Anzahl  der  verschiedenen  Erzeugungen  einer  solchen  Zahl  ön, 
wenn  wieder  für  d  alle  Divisoren  von  n  gesetzt  werden.  Nehmen 
wir  daher  von  jeder  der  Zahlen  ax^  -\-  2bxy  -\-  cy^  eine  bestimmte 
Function  t^,  so  entsteht  auf  diese  Weise  jeder  Werth  11^(0 n)  so  oft 
als  xtn  angiebt.     Hieraus  folgt  wieder,  dass 

2  il^(ax'^-\-2bxy  -{-cy^)-{-  -  -  -  =  %  ^  r„i/;(öw) 

sein  wird,  sobald  die  Function  i>  so  gewählt  wird,  dass  diese  un- 
endlichen Eeihen  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  un- 
abhängige Summen  haben.     Dies  ist  der  Fall,  wenn  man 

setzt,  wo  q  ei»e  reelle  oder  complexe  Grösse  bedeutet,  deren.Mo- 
dulus  ein  echter  Bruch  ist.  Man  erhält  auf  diese  Weise  folgende 
sehr  allgemeine  Gleichung 

^  g^LxH2bx,j+cy^  -f  •  •  •  —  X  2  r„g<^«; 

da  auf  der  rechten  Seite  der  Coefficient  r^  selbst  wieder  eine  Summe 
ist,  in  welcher  d  die  sämmtlichen  Divisoren  von  n  zu  durchlaufen 
hat,  so  kann  man,  indem  man  n  in  n'd  verwandelt,  die  Gleichung 
auch  so  schreiben 

^  qax'^+2bxy+aß  _]_...  r=  X    S  (  —  )  3^"'^,   ' 

wo  nun  rechts  eine  Doppelsumme  steht,  in  welcher  jeder  der  beiden 
Summationsbuchstaben  n'  und  8  das  Gebiet  aller  Zahlen  n  zu 
durchlaufen  hat. 

Wir  wollen  die  vorstehende  Gleichung  auf  einige  specielle 
Fälle  anwenden.  Nehmen  wir  z.  B.  D  =  —  1 ,  also  (5=1,  so 
haben  wir  links  nur  eine  einzige  Doppelsumme;  nehmen  wir  wieder 
(1,  0,  1)  als  die  repräsentirende  Form,  so  ist  dieselbe  gleich 

worin  x^  y  alle  Werthenpaare  zu  durchlaufen  haben,  für  welche 
x"^  -\-  y^  ungerade  ausfällt;  es  muss  daher  eine  der  beiden  Zahlen 
x^  y  ungerade,  die  andere  gerade  sein;  da  man  nun  in  jeder  er- 
laubten Combination  x  mit  y  vertauschen  kann,  so  setzen  wir  fest, 
dass  x  nur  die  ungeraden,  y  nur  die  geraden  Werthe  durchlaufen 
soll,  müssen  dann  aber  die  so  beschränkte  Doppelreihe  mit  2  mul- 
tipliciren;  wir  erhalten  so 
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2   V,  (f^'ry^  :=  2  V  qx^  qy^  =  2  S  g^'  X  S  2^' 

wo  X  alle  positiven  und  negativen  ungeraden,  ij  alle  positiven  und 
negativen  geraden  Zahlen  und  Null  zu  durclilaufen  liat;  be- 
schränken wir  aber  x  auf  alle  positiven  ungeraden,  und  y  auf  alle 
positiven  geraden  Zahlen ,  so  können  wir  das  vorstehende  Product 
auch  so  schreiben 

4  2  r'  X  (1  +  2  S  2^^). 

Auf  der  rechten  Seite  haben  wir  (nach  §.  88)  die  Doppelsumme 


^(^) 


^n'^  _  4    ^  (^_  iy/2(cr-l)   (^ni^^ 


wo  w'  undd  alle  positiven  ungeraden  Zahlen  zu  durchlaufen  haben; 
die  Summation  in  Bezug  auf  n'  lässt  sich  ausführen,  indem 


ist;  dadurch  wird  die  rechte  Seite  gleich 

4  S  (—  IjV^r^^-i)  _ 


zrq_ 


2tf 


und  wir  erhalten  daher  folgende  merkwürdige  Gleichung 

{q.^g'^r-'^t'-^-  '  ••)  (l  +  2g4.-^2gi6^2g36-|-  .  ..) 

1  —  ^2  l_^6"t"l_gl0  l_gl4~r 

welche,  wie  die  anderen  Gleichungen,  welche  negativen  Determi- 
nanten entsprechen,  auch  aus  der  Theorie  der  Elliptischen  Func- 
tionen abgeleitet  werden  kann  *). 

Für  positive  Determinanten  fallen  die  entsprechenden  Glei- 
chungen weniger  einfach  aus ,  weil  auf  der  linken  Seite  die  Varia- 
bein x^y  immer  noch  der  Bedingung  IL  unterAVorfen  sind.  Nehmen 
wir  z.  B.  D  =  2,  also  ö  ==  1,  %  =  1,  so  erhalten  wir  in  ähnlicher 
Weise  die  Gleichung 


V  gx^-2y^ 


^Qy-' 


q\  ^"^      4-      ^^ 


1— g2       1—^6       i—qu   '    i_gii   ' 
wo  auf  der  linken  Seite  für  ^,  y  alle  Werthenpaare  zu  setzen  sind, 


*)  Man  vergleiche  Jacohi:    Fundamenta   nova    theoriae    functionum 
ellijdicarum  1829  pagg.  92,  103,  184. 
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die  den  Bedingungen  y  '^  0^  2x  >  3y  genügen,  und  für  welclie 
ausserdem  x^  —  2y'^  und  also  x  ungerade  ist. 


§.  93. 


Wir  kehren  nun  zu  unserem  eigentlichen  Gegenstande,  der 
weitern  Behandlung  der  Gleichung  (§.  90) 

\  6  /  n*  \  n  J  n^ 

zurück,  und  es  wird  gut  sein,  den  Gang  der  Untersuchung  hier 
mit  wenigen  Worten  im  Voraus  anzugeben.  Man  würde  auf  un- 
üb  er  steigliche  Schwierigkeiten  stossen,  wenn  man  die  auf  der  linken 
Seite  angedeuteten  Summationen  für  einen  beliebigen  Werth  von 
s  >  1  wirklich  ausführen  wollte.  Lässt  man  dagegen  den  Expo- 
nenten s  immer  mehr  abnehmen  und  gegen  den  Werth  1  conver- 
giren,  so  wird  gleichzeitig  jede  dieser  Hauptsummen  über  alle 
Grenzen  wachsen,  und  bei  näherer  Betrachtung  zeigt  sich,  dass 
das  Product  aus  einer  solchen  Hauptsumme  und  aus  (s  —  1)  sich 
einem  festen  endlichen  Grenz  werth  L  nähert,  welcher  nur  von  der 
allen  Formen  gemeinschaftlichen  Determinante  D  abhängt,  und 
folglich  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen  mit  (s — 1)  multiplicirten 
linken  Seite  =  JiL  sein,  wenn  man  mit  h  die  Anzahl  der  Haupte 
summen,  d.  h.  also  die  Anzahl  der  in  dem  Formensystem  S  ent- 
haltenen Formen  (a,  ö,  c)  .  .  .  bezeichnet.  Da  ferner  der  Grenz- 
werth der  mit  (s  —  1)  multiplicirten  rechten  Seite  sich  direct  be- 
stimmen lässt,  so  erhält  man  auf  diese  Weise  einen  Ausdruck  für 
die  Classenanzahl  /^,  deren  Bestimmung  ja  den  Gegenstand  unserer 
ganzen  Untersuchung  bildet. 

Bevor  wir  aber  dazu  übergehen,  diesen  Grenzprocess  durch- 
zuführen, müssen  wir  noch  einige  vorläufige  Fragen  erörtern,  deren 
Beantwortung  für  unsern  Zweck  durchaus  erforderlich  ist.  Zu- 
nächst wenden  wir  uns  dazu,  die  den  Summationsbuchstaben  x^  y 
auferlegte  Bedingung  I.  (§.  90)  so  umzuformen,  dass  man  einen 
deutlichen  Ueberblick  über  das  System  der  ihr  genügenden  Wer- 
thenpaare  x^  y  erhält.  Zu  dem  Ende  dürfen  wir  annehmen,  dass 
der  Repräsentant  (a,  &,  c)  einer  ganzen  Classe  immer  so  gewählt 
ist,  dass  der  Quotient  a  :  6  nicht  nur,  wie  schon  früher  festgesetzt 
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wurde,  positiv,  sondern  auch  relative  Primzahl  gegen  21)  ist.  Von 
der  Berechtigung  zu  dieser  Annahme  wird  man  sich  durch  die 
folgende  Betrachtung  überzeugen.     Ist 

(a,  h,  c)  =  6  (Äx'i  -\-  Bxy  -\-  Ciß)  ^  öF 
eine  beliebige  Form  vom  Theiler  f?,  und  r  irgend  eine  Prim- 
zahl, so  kann  man  den  beiden  Variabein  .r,  y  der  Form  stets 
solche  Werthe  beilegen,  dass  der  Werth  von  F  nicht  durch  r 
theilbar  wird;  denn  ist  eine  der  beiden  Zahlen  A^  (7,  z.  B.  J,  nicht 
durch  r  theilbar,  so  gebe  man  x  einen  durch  r  nicht  theilbaren,  y 
dagegen  einen  durch  r  theilbaren  Werth;  sind  aber  beide  Coeffi- 
cienten  A^  C  durch  r  theilbar,  so  ist  B  gewiss  nicht  durch  r  theil- 
bar, und  folglich  genügt  es  dann,  x  und  y  Werthe  beizulegen,  die 
beide  nicht  durch  r  theilbar  sind.  Man  hann  folglich  auch  x  undy 
immer  so  tvählen,  dass  der  Werth  von  F  relative  Primzahl  gegen 
irgend  ejne  vorgeschriebene  Zahl  Je  wird ;  denn  bezeichnet  man  mit 
r',  r",  /"  .  .  .  die  sämmtlichen  in  k  aufgehenden  Primzahlen,  so 
braucht  man  nur  zu  bewirken,  dass  F  durch  keine  einzige  der- 
selben theilbar  wird,  was  nach  dem  eben  Gesagten  sich  stets  dadurch 
erreichen  lässt,  dass  die  beiden  Variabein  x^  y  durch  einige  dieser 
Primzahlen  theilbar,  durch  andere  nicht  theilbar  angenom^men 
werden  —  Bedingungen,  die  sich  stets  auf  unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten  erfüllen  lassen.  Man  kann  hinzufügen,  dass  x^  y 
ausserdem  noch  so  gewählt  werden  können,  dass  der  Werth  von  F 
positiv  ausfällt;  für  eine  negative  Determinante  D  versteht  sich 
dies  von  selbst,  da  wir  Formen  mit  negativen  äusseren  Coefficienten 
ausschliessen;  für  eine  positive  Determinante  braucht  man,  da 

aöF  =  (ax  +  byy  —  Dy'^ 

ist,  nur  dafür  zu  sorgen,  dass,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ 
ist,  entsprechend  {ax  -f  hy)  absolut  genommen  grösser  oder  kleiner 
als  yVB  ausfällt,  und  offenbar  lassen  die  bisher  den  Variabein 
a;,  y  auferlegten  Bedingungen,  durch  einige  Primzahlen  theilbar, 
durch  einige  andere  nicht  theilbar  zu  sein,  noch  solchen  Spielraum 
für  ihr  Grössenverhältniss ,  dass  auch  dieser  Forderung  noch  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  genügt  werden  kann.  Endlich 
können  wir  noch  behaupten,  dass  für  die  Variabein  x^  y  auch  solche 
Werthe  gewählt  werden  können,  welche  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind  und  doch  die  übrigen  Bedingungen  erfüllen,  dass 
F  positiv  und  relative  Primzahl  gegen  die  vorgeschriebene  Zahl  Z: 
ist;  denn  habende  und  i/ einen  gemeinschaftlichen  Divisor,  so  braucht 
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man  sie  nur  durch  Division  von  demselben  zu  befreien,  und  die 
Quotienten,  die  unter  einander  relative  Primzahlen  sind,  bilden  ein 
solches  allen  Anforderungen  genügendes  Werthenpaar. 

Wir  machen  von  der  vorstehenden  (auch  für  andere  Unter- 
suchungen nützlichen)  Betrachtung  eine  specielle  Anwendung  auf 
den  Fall,  in  welchem  h  =  2D  ist;  wir  können  dann  so  sagen: 
ist  (a,  &,  c)  irgend  eine  Form  vom  Theiler  6  und  von  der  Deter- 
minante D,  so  kann  man  stets  zwei  relative  Primzahlen  oc,  y  von 
der  Beschaffenheit  finden,  dass 

a'  aoi^  -|-  2  hciy  +  cy^ 

__  _ 

positiv  und  relative  Primzahl  gegen  2  D  wird.  Da  nun  w,  y  rela- 
tive Primzahlen  sind,  so  kann  man  (§.  24)  irgend  ein  Paar  von 
Werthen  /3,  d  w^ählen,  welche  der  Gleichung  ad  —  ßy-=l  genügen, 
und  dann  geht  die  Form  (a,  ö,  c)  durch  die  Substitution  (Z'^  ^)  in 
eine  äquivalente  Form  über,  deren  erster  Coefficient  a'  positiv  ist 
und  ausserdem  die  Eigenschaft  hat,  dass  a'  :  6  relative  Primzahl 
gegen  2  D  ist.  Und  hiermit  ist  in  der  That  der  verlangte  Nach- 
weis geliefert,  dass  in  jeder  Formenclasse  solche  Repräsentanten 
ausgewählt  werden  können,  welche  die  obige  neue  Bedingung 
erfüllen. 

§.  94. 

Wir  nehmen  daher  jetzt  an,  dass  die  repräsentirende  Form 
(a,  &,  c)  so  gewählt  ist,  dass  a:6  nicht  nur  positiv,  sondern  auch 
relative  Primzahl  gegen  2  D  ist,  und  fragen  nun  nach  dem  System 
aller  Werthenpaare  ^,  ?/,  welche  der  Bedingung  I.  genügen,  dass 
ax-  4-  2bxy  -\-  cy- 

6 

relative  Primzahl  gegen  21)  wird*).  Bezeichnen  wir  wie  früher  mit 
z/  den  absoluten  Werth  der  Determinante  D,  so  kann  man  stets 

X  =^  2zfv  -\-  a^     y  =  2  /Jw  -f-  y 
setzen,  wo  «  und  y  irgend  welche  der  2  z/  Zahlen 
0,1,  2,  ...(2z/-l), 


*)  Ganz  ähnlich  lässt  sich  auch  der  Fall  behandeln,  wenn  {a,  &,  c)  keine 
ursprüngliche  Form  ist;  man  kann  dann  gleich  darauf  ausgehen,  die  An- 
zahl der  Classen  von  helieldgem  Theiler  o  zu  bestimmen ,  und  erhält  auf 
diese  Weise  ebenfalls  das  unten  (in  §.  100)  gewonnene  Resultat. 
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und  V  und  iv  beliebige  ganze  reelle  Zahlen  bedeuten;  jede  Com- 
bination  zweier  ganzen  Zahlen  x^  y  kann  stets  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  diese  Form  gebracht  werden.     Da  nun  aus 

X  ^  a  (mod.  2  z/)     und     y  ^  y  (mod.  2  z/) 
auch 

folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  man  unter  den  sämmtlichen  4  z/2  Com- 
binationen  (a,  y)  nur  diejenigen  zu  ermitteln  hat,  für  welche 

_ 

relative  Primzahl  gegen  2  z/  wird.  Die  gesuchten  Combinationen 
{pc,  y)  vertheilen  sich  dann  in  zusammengehörige  Paare  von  arith- 
metischen Reihen,  deren  Differenz  r=:  2  z/  ist ,  und  deren  Anfangs- 
glieder w,  y  specielle  solche  Combinationen  sind,  die  dieselbe 
Bedingung  erfüllen.  Uns  kommt  es  nun  weniger  darauf  an,  wirk- 
lich alle  diese  Combinationen  («,  y)  genau  zu  definiren,  als  viel- 
mehr, nur  ihre  Anzahl  sicher  festzustellen,  weil  diese  allein  bei 
dem  spätem  Grenzübergang  eine  Rolle  spielt.  Hierzu  ist  es  aber 
nöthig  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens:  6  =^  l.  Wir  fragen  nach  der  Anzahl  der  Combi- 
nationen (w,  y)^  für  welche  aa-  -\-  2hay  -{-  cy"^  oder,  da  a  relative 
Primzahl  gegen  2z7  ist,  für  welche 

a(aoi^  i-  2hay  -^  cf^  =  {aa  ^  hyY  ±  z/y2 
relative  Primzahl  gegen  2  z/  wird.     Setzt  man  zunächst  für  y  ir- 
gend eine  der  z/  geraden  Zahlen 

0,  2,  4.  ..  (2z/-2), 
so  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass   {aa^hy^  und  folglich 
{(ia-\-  hy)  relative  Primzahl  gegen  2z/  werde;  lässt  man  aber  oc 
das  in  Bezug  auf  den  Modulus  2  z/  vollständige  Restsystem 

0,  1,  2  .  .  .  (2z/— 1) 

durchlaufen,  während  y  seinen  Werth  behält,  so  durchläuft  (nach 
§.  18)  der  Ausdruck  (aa  -\-  hy),  weil  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modulus  ist ,  ebenfalls  ein  vollständiges  Restsystem ,  und  folglich 
gehören  zu  jedem  solchen  geraden  y  genau  9  (2  z/)  erlaubte  Werthe 
von  oi,  wo  die  Charakteristik  cp  im  frühern  Sinne  (§.  11)  gebraucht 
ist.     Jedem  der  z/  ungeraden  Werthe 

1,  3..  .(2z/-l) 
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von  y  entsprechen  ebenfalls  qp(2z/)  erlaubte  Werthe  von  cc;  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  wenn  z/  gerade  ist,  weil  die  Forderung 
sich  dann  ebenfalls  darauf  reducirt,  dass  (aa  -\-hy)  relative  Prim- 
zahl gegen  2  z/  werden  muss.  Ist  aber  ^  und  also  auch  ±  z/y2 
ungerade,  so  muss,  da 

ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  z/  werden  soll,  (aa-^-hy) 
gerade  und  relative  Primzahl  gegen  z/  werden,  und  folglich  muss 
auch  der  Rest  von  (aa-^-hy)  in  Bezug  auf  den  Modul  2  z/  gerade 
und  relative  Primzahl  gegen  z/  sein,  und  umgekehrt  wird,  sobald 
dies  der  Fall  ist,  die  obige  Forderung  erfüllt  sein.  Durchläuft 
nun  a  alle  seine  2  z/ Werthe,  so  durchläuft  der  Rest  von  (aK~\-I)y) 
dieselben  2  z/  Werthe ;  unter  diesen  sind  die  folgenden  z/  Reste 
gerade 

0,  2,  4...2(z^-l), 

und  unter  diesen  sind  (p  (z/)  relative  Primzahlen  gegen  die  un- 
gerade Zahl  z/.  Dies  ist  also  die  Anzahl  der  zu  jedem  ungeraden 
y  gehörenden  erlaubten  Werthe  von  a;  da  nun  aber  z/  ungerade, 
also  relative  Primzahl  gegen  2  ist,  so  ist  auch  g?  (2  z/)  =  g)  (2)  q)  (z/) 
=  qp  (z/),  und  folglich  haben  wir  in  allen  Fällen  dieselbe  Antwort: 
zu  jedem  geraden  oder  ungeraden  y  gehören  stets  9)  (2  z/)  erlaubte 
Werthe  von  a ;  mithin  existiren  im  Ganzen  2  z/  ^  (2  z/)  erlaubte 
Combinationen  («,  y). 

Zweitens:  6  =  2]  a  und  c  gerade,   h  ungerade,  und  Z)  e^  1 
(mod.  4).    Es  fragt  sich:  für  wieviele  Combinationen  (w,  y)  ist 

lacc^-{-bay  i-lcy^ 
ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  z^?  —  Wir  beschränken 
uns  zunächst  darauf,  die  Combinationen  zu  bestimmen,  für 
welche  dieser  Werth  ungerade  ausfällt.  Da  wir  den  Repräsen- 
tanten (a,  &,  c)  so  gewählt  haben,  dass  |a  relative  Primzahl  gegen 
2  z/  und  also  auch  ungerade  ist,  so  wird 

D  --b^  —  ac  ^  1  oder  ^  5  (mod.  8), 
je  nachdem  |c  gerade  oder  ungerade  ist;  im  ersten  Fall  muss 
daher  a  ßaa  ^by)  ungerade,  also  a  ungerade,  und  y  gerade 
sein ;  im  zweiten  Fall  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  cc 
und  y  ungerade  sein.  Die  Anzahl  der  erlaubten  Combinationen 
ist  hierdurch  im  ersten  Falle  auf  z/-'  ^  im  zweiten  auf  3  z/^  herab- 
gedrückt, 
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Soll  nun  der   Werth   von  laa^  -{- bay  -\-lcy^    auch  relative 
Primzahl  gegen  z/  werden,  so  ist  erforderlich   und  hinreichend, 

(cm  +  hyy  ±  z/7/2  =  2a(laa^    +5ay4-|ca2) 
oder  also  (acc  -\-hy)  relative  Primzahl  gegen  z/  werde.     Im  ersten 
Fall,  wo  Z)  ^  1  (mod.  8)  ist,  dürfen  für  y  nur  gerade ,  für  0«  nur 
ungerade  Werthe  gesetzt  werden.      Giebt  man  daher  y  einen  be- 
stimmten der  J  Werthe 

0,  2,  4  .  .  .  (2z/— 2) 
und  lässt  dann  a  die  sämmtlichen  z/  Werthe 

1,  3,  5  .  .  .  (2z/— 1) 

durchlaufen,  welche  offenbar  in  Bezug  auf  den  Modul  z/  ein  voll- 
ständiges Restsystem  bilden,  so  gilt  (da  a  relative  Primzahl  gegen 
z/  ist)  dasselbe  von  den  z/  entsprechenden  Zahlen  (aa  -{-  hy)^  und 
folglich  sind  unter  denselben  cp  (z/)  =  9^  (2  z/)  relative  Primzahlen 
gegen  z/.  Im  Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  Fall  z/  cp  (2  z/) 
erlaubte  Combinationen  (a ,  y).  —  Im  zweiten  Fall ,  wo  D  ^  5 
(mod.  8)  ist,  und  in  welchem  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
oi,  y  ungerade  sein  muss,  findet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass 
jedem  geraden  Werthe  von  y  wieder  9?  (z/)  =  9  (2  z/)  ungerade 
Werthe  von  oc  entsprechen ,  woraus  zunächst  z/  g)  (2  z/)  zulässige 
Combinationen  entspringen;  ist  aber  y  ungerade,  und  durchläuft 
a  seine  sämmtlichen  2z/  Werthe,  so  durchläuft  der  Ausdruck 
(acc  -\-hy)  zweimal  dasselbe  vollständige  Restsystem  in  Bezug  auf 
den  Modulus  z/;  es  giebt  daher  immer  2  9  (z/)  =r  2  9  (2  z/)  erlaubte 
Werthe  von  a ,  so  dass  aus  den  z/  ungeraden  Werthen  von  y  ge- 
nau 2z/^(2z/)  erlaubte  Combinationen  («,  y)  entspringen.  Im 
Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  zweiten  Falle  3  z/  9)  (2  z/)  erlaubte 
Combinationen  (a,  y). 

Wir  'können  die  sämmtlichen  Fälle  so  zusammenfassen:  die 
Anzahl  der  Paare  von  zusammengehörigen  arithmetischen  Reihen 

welche  der  Bedingung  I.  genügen,  ist 

—  a9.z/g)(2z/), 
wo 


ist. 


CO 

== 

2, 

wenn 

6  = 

1 

CD 

=r 

1, 

wenn 

6   = 

2 

und 

Z)  = 

1  (mod.  8) 

CO 

= 

3, 

wenn 

0  — 

2 

und 

J)  = 

5  (mod.  8) 
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§.95. 


Wir  kehren  nun  zu  unserer  Hauptgleicliung  zurück ,  der  wir 
die  Form 

o  V  l .     .  .  .  -  _^    S  —  V  ^-"l  — 

geben,  indem  wir  s  =  1  -f-  (>  setzen,  mit  q  multipliciren  und  durch 
6^+Q  dividiren;  lassen  wir  jetzt  die  positive  Zahl  q  unendlich  klein 
werden,  so  haben  wir  die  Grenzwerthe  der  einzelnen  Glieder  zu 
bestimmen,  welche  sich  auf  der  linken  und  rechten  Seite  befinden. 
Indem  wir  mit  der  Discussion  der  linken  Seite  beginnen,  wird  es 
wieder  nothwendig,  den  Fall  einer  negativen  Determinante  von 
dem  einer  positiven  vollständig  zu  trennen. 

Wir  nehmen  daher  zunächst  an,  die  Determinante  D  sei  ne- 
gativ =  —  z/.  Dann  sind  die  Variabein  ^,  ^  in  der  der  Form 
(a,  &,  c)  entsprechenden  Hauptsumme  nur  der  Bedingung  I.  unter- 
worfen, und  wir  haben  eben  gesehen,  dass  eine  solche  Hauptsumme 
in  a9z/(jp(2z/)  Partialreihen  zerfällt,  welche  den  einzelnen  zuläs- 
sigen Combinationen  («,  y)  entsprechen.  Betrachten  wir  daher 
zunächst  nur  eine  einzige  solche  Partialsumme 

y      1 

in  welcher  x^  y  alle  Werthe 

^  =  2  ^v  -j-  <^M  2/  =  2  /Iw  +  y 
zu  durchlaufen  haben,  die  einer  bestimmten  zulässigen  Combination 
(a,  y)  und  allen  denkbaren  ganzzahligen  Werthen  v^  w  entsprechen. 
Nach  den  in  den  Supplementen  (H.  §.118)  aufgestellten  Principien 
ist  der  Grenzwerth  des  vorstehenden  Productes  identisch  mit  dem 
des  Quotienten  T:t^  wo  t  eine  über  alle  Grenzen  wachsende  posi- 
tive Zahl,  und  T  die  zugehörige  Anzahl  der  dargestellten  Zahlen 
ax^  -\-  2hxy  -]-  cy''-  bedeutet,  welche  nicht  grösser  als  t  sind,  für 
welche  also 

ist,    Dieser  Grenzwerth  des  Quotienten  T:t  lässt  sich  leicht  mit 
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Hülfe    einer    geometrischen    Betrachtung   bestimmen;    setzt   man 
nämlich 

x_ j.       y_ 


so  ist  T  die  Anzahl  der  Werthenpaare 


für  welche 

wird ;  sieht  man  nun  | ,  rj  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punctes  in  einer  Ebene  an,  und  lässt  man  .v  und  iv  alle  ganz- 
zahligen Werthe  durchlaufen,  so  bilden  die  durch  die  Formeln  (1) 
bestimmten  Puncto  (|,  ry)  ein  Gitter,  welches  durch  die  recht- 
winklige Kreuzung  zweier  Systeme  von  Geraden  entsteht,  die  den 
Axen  parallel  sind,  und  von  denen  je  zwei  benachbarte  die  con- 
stante  Distanz  ö  =  2z1\yt  haben.  Die  ganze  Ebene  wird  auf 
diese  Weise  in  Quadrate  von  dem  Flächeninhalt 

.  =  !£• 

zerlegt,  deren  Eckpuncte  jene  Puncto  (|,  ri)  sind;  und  folglich  ist 
T  die  Anzahl  derjenigen  dieser  Gitterpuncte  (|,  t])  ,  welche  nicht 
ausserhalb  der  durch  die  Gleichung 

a|2-j-2^|t?  +  C)22  =  1  (3) 

dargestellten  Curve  liegen;  da  nun  h'^  —  ac-=  —  z/  negativ  (und 
a  positiv)  ist ,  so  ist  diese  Curve  eine  Ellipse ,  deren  Mittelpunct 
mit  dem  Nullpunct  des  Coordinatensystems  zusammenfällt.  Nach 
einem  ebenfalls  in  den  Supplementen  (III.  §.  120)  aufgestellten 
Hülfssatz  hat  folghch  das  Product 

V 

den  Flächeninhalt  A  dieser  Ellipse  zum  Grenzwerth,  wenn  t  un- 
endlich gross  und  also  8  unendlich  klein  Avird ;  es  ist  daher  der  ge- 
suchte Grenzwerth 

woraus  schon  folgt,  dass  derselbe  von  («,  y)  unabhängig  und  also 
für  jede  der  03Z/(p('2J)  Partialsummen,  welche  unsere  Hauptsumme 
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constituiren ,  derselbe  ist.  Mithin  ist  der  Grenzwerth  dieser  der 
Form  (a,  &,  c)  entsprechenden  Hauptsumme 

y   1 

gleich 

WO  Ä  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  (3)  bezeichnet*).  Um  diesen 
zu  bestimmen,  transformire  man  die  Gleichung  der  Ellipse  durch 
Einführung  solcher  rechtwinkliger  Coordinaten,  welche  mit  den 
Hauptaxen  der  Ellipse  zusammenfallen,  wodurch  sie  die  Form 

annehmen  wird.  Bekanntlich  bleibt  bei  einer  solchen  orthogonalen 
Transformation  die  Determinante  b^  —  ac  ungeändert,  so  dass 

a'c'  =  ac  —  h^-  =  ^ 
ist;  andererseits  sindV«'  undYc'  die  reciproken  Werthe  der  beiden 
Halbaxen,  und  folglicli  ist 

Jt        7t 

wo  natürlich  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  Es  ergiebt 
sich  also  das  merkwürdige  Resultat,  dass  dieser  Flächeninhalt  Ä^ 
und  folglich  auch  der  obige  Grenzwerth 

CJTtCp  (2^) 

der  auf  die  eine  Form  (a,  &,  c)  bezüglichen  Hauptsumme  von  den 
einzelnen  Coefhcienten  a,  h,  c  und  folglich  von  der  individuellen 
Natur  dieser  Form  gänzlich  unabhängig  ist.  Denselben  Grenzwerth 
wird  daher  jede  andere,  einer  andern  Form  (a',  b\  c')  des  Systems 
S  entsprechende,  Hauptsumme  haben;  bezeichnen  wir  daher  mit  h 
die  Anzahl  dieser  einzelnen  Hauptsummen  auf  der  linken  Seite 
unserer  Gleichung,  d.  h.  also  die  Anzahl  der  Classen  nicht  äqui- 
valenter ursprünglicher  Formen  der  (5ten  Art  für  die  negative  De- 


*)  Daraus ,  dass  der  Quotient  T  :  t  sich  einem  bestimmten  Grenzwerth 
nähert,  geht  zufolge  des  in  den  Supplementen  (II.  §.118)  aufgestellten  Satzes 
nachträglich  hervor,  dass  die  bisher  betrachteten  unendlichen  Reihen  für 
jeden  positiven  Werth  von  (>,  also  für  alle  Werthe  s  >  1  convergiren. 


Classenaiizahl  der  Formen.  239 

terminante  D  =  —  z/,  so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen  linken 
Seite  gleicli 

C07t(p{2  J)  -, 

4z/ Vz/    ^- 


§.96. 

Gehen  wir  nun  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  über,  so  haben 
wir  wieder  mit  Hülfe  der  in  den  Supplementen  (IL  §.  117)  aufge- 
stellten Principien  den  Grenzwerth  des  Productes 

V        1 

zu  ermitteln,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  n  bezieht,  die  relative  Primzahlen  gegen  2z/  sind.  Be- 
zeichnet man  nun  mit  v,  v\  v" ...  die  (p  (2  z/)  ersten  dieser  Zahlen, 
nämlich  diejenigen,  welche  <  2z/  sind,  so  kann  man  die  vorste- 
hende Summe  in  qp  (2  z/)  Partialsummen  von  der  Form 


^U 


yl  +  Q   ^  (y  -f  2z/)l  +  (>    ^  {V  +  4z/)l  +  (^   ^  {v  -f  6z/)l  +  ^  ^ 


zerlegen,  in  welcher  die  unter  dem  Exponenten  (1  -j-  ^)  stehenden 
Zahlen  jedesmal  eine  arithmetische  Reihe  von  der  Differenz  2  z/ 
bilden;  da  nun  nach  dem  in  den  Supplementen  behandelten  spe- 
ciellen  Fall  der  Grenzwerth  einer  solchen  Partialreihe 

_    1 

""  2z/ 
und  also  unabhängig  von  v  ist,  so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen 
Summe 

_(p(2z/) 

—     2z/     ' 
und  mithin   wird  der  Grenzwerth  der   ganzen  rechten  Seite  der 
Hauptgleichung 

(?.2z/  ^\n)n^+Q 

Da  aber  beide  Seiten  für  jeden  Werth  von  s  >  1,  d.  h.  für  jeden 
positiven  Werth  von  q  identisch  sind,  und  da  sie  folglich,  wenn 
überhaupt  einen,  nothwendig  denselben  Grenzwerth  haben  müssen, 
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so  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung,  indem  wir  D  =  —  z/  resti- 
tuiren, 


als  Ausdruck  für  die  Classenanzahl  der  ursprünghchen  Formen  (5ter 
Art  (mit  positiven  äusseren  Coefficienten)  für  eine  negative  Deter- 
minante B\  hierin  ist  ferner  (nach  §.  88) 

;c  r=r  4,  wenn  I)  =  —  1, 

;c  =  6,  wenn  D  =  —  3  und  (?  =  2, 

z  rrr  2  in  den  übrigen  Fällen; 
und  (nach  §.  94) 

o)  =  2,  wenn  ö  =  1, 

G)  =  1,  wenn  ö  ==  2  und  D  ^  1   (mod.  8), 

03  =  3,  wenn  ö  =  2  und  D  ^  5  (mod.  8). 


§•  97. 


Für  Formen  der  ersten  Art  erhalten  wir  daher,  indem  wir 
ö  =  1,  ;c  =  2  und  «  =  2  setzen, 

%  \n  J  n^-^Q 

mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles  D  =  —  1 ,  in  welchem  %  nicht 
=  2,  sondern  =  4  ist,  und  folglich 

wird;  es  wird  später  (§.  101)  allgemein  gezeigt  werden,  dass 
lims(^)4,  =  l(^)i 

ist,  vorausgesetzt,  dass  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder  ihrer 
Grösse  nach  geordnet  werden;  in  dem  speciellen  Fall  Z)  = —  1 
wird  daher' 

'=i(>-i4-f+-)='. 

da  der  Werth  der  in  der  Parenthese  befindlichen  unendlichen 
Reihe  von  Leihnüs  bekanntlich  ^=  \7t  ist;  hierin  liegt  also  eine 
Bestätigung  unserer  Principien,  da  in  der  That  für  die  Determi- 
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nante  D  =—1  nur  eine  einzige  Classe  von  Formen  (mit  positiven 
äusseren  Coefficienten)  existirt. 

Wir  wollen  nun  mit  der  vorstehenden  Formel  für  die  Classen- 
anzahl h  der  Formen  der  ersten  Art  die  für  die  Anzahl  ¥  der 
Formen  der  zweiten  Art  vergleichen.  Wir  unterscheiden  zu  dem 
Zweck  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  ^  1  oder  I)  ^  b  (mod.  8) 
ist.     Im  ersten  Fall  ist  ;c  ==  2  und  C3  =  1,  folglich 

k'  ==  ^VZTb  .  lim  ^(^)-l-  =  h; 
im  zweiten  Fall  dagegen  ist  «  =  3  und  %  =  2,  also 

3      jr  "^  \n  J  n^+Q  3  • 

ausgenommen  den    einzigen  Fall  D  =  —  3 ,  in  welchem  x  nicht 
=  2,  sondern  =  6,  und  folglich  wieder 

h'  =  h 
ist.     Wir  können  daher  so  zusammenfassen:  es  ist 

h'  z=  h^  wenn  D  ^  1  (mod.  8),  und  für  D  =  —  3 ; 

h'  =  i  /i,  wenn  D  ^  5  (mod.  8),  ausgenommen  D  .-=  —  3. 
Diese  Beziehungen  zwischen  der  Anzahl  der  Formen  der  ersten 
und  der  zweiten  Art  hat  schon  Gauss  gefunden ,  aber  auf  einem 
ganz  andern  Wege  *). 


§.98. 


Wir  haben  nun  dieselbe  Untersuchung  für  den  Fall  einer  po- 
sitiven  Determinante  D  =  z/  zu  wiederholen.  Betrachten  wir 
zunächst  die  linke  Seite ,  so  zerlegen  wir  wieder  jede  auf  eine  be- 
stimmte Form  (a,  i,  c)  bezügliche  Hauptsumme  in  « z/  9  (2  ^)  Par- 
tialsummen  von  der  Form 

^ 1 

^ ^  {ax'^  ^  2hxy  +  cy^y+Q' 

in  deren  jeder  die  Summationsbuchstaben  alle  Werthenpaare 

.T  =r   2  Z/V  -f  «,      ^   :r=r    2  ^ tV  -\-  y  (1) 

zu  durchlaufen  haben,   die  einer   bestimmten  Combination  («,  y) 


*)  D.  A.  art.  250.  VI.  —  Vergl.  §.  151,  I. 

Diiichlet,  Zahleiitheorie.  \Q 
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und  allen  ganzzahligen  Werthen  v^  iv  entsprechen;  jetzt  aber  treten 
ausserdem  noch  die  Isolirungsbedingungen  II.  hinzu,  denen  gemäss 

T 

^  ^  0,    axi-hy  >  jj=y  (2) 

sein  soll.  Diese  letzteren  Bedingungen  haben,  wie  wir  schon  früher 
gesehen  haben  (§.  87),  zur  Folge,  dass 

ax-^(b-]-yD)y,    ax -\- (h  —  VBJy, 

und  also  auch 

ax^  +  2bxy  -\-  cy^ 

positive  Zahlen  sind,  und  wir  können  daher  wieder  die  in  den 
Supplementen  aufgestellten  Principien  anwenden;  bezeichnen  wir 
mit  t  einen  "beliebigen  positiven  Werth  und  mit  t  die  Anzahl  der- 
jenigen in  den  Reihen  (1)  enthaltenen  und  zugleich  den  Bedin- 
gungen (2)  genügenden  Werthenpaare  x,  y^  für  welche 

ax'^-\-  2bxy  -\-cy^  ^  t  (8) 

ist,  so  haben  wir  nur  den  Grenzwerth  des  Quotienten  r  :  t  für 
unbegrenzt  wachsende  Werthe  von  t  zu  bestimmen,  um  dadurch 
zugleich  den  Grenzwerth  der  obigen  Partialsumme  zu  finden,  welche 
der  einen  Combination  (cc,  y)  entspricht.  Setzen  wir  wieder  (in- 
dem wir  yt  positiv  nehmen) 

c. X  y 

und  sehen  wir  |,  rj  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punctes 

einer  Ebene  an,  so  ist  t  die  Anzahl  derjenigen  in  der  Doppelreihe 

t        2z/      ,     a  2z/       ,     y 

enthaltenen  Gitterpuncte,  welche  den  drei  Ungleichheiten 

T 

Genüge  leisten,  d.  h.  welche  innerhalb  eines  Stückes  der  |^-Ebene 
liegen,  das  zum  Theil  durch  die  Axe  der  |,  zum  Theil  durch  eine 
durch  den  Nullpunct  gehende  Gerade,  und  endlich  durch  eine  Hy- 
perbel begrenzt  wird,  die  den  Nullpunct  zum  Mittelpuncte  hat. 
Bezeichnen  wir  mit  B  den  Flächeninhalt  dieses  Stückes  der  ^rj- 
Ebene,  so  wird  nach  den  in  den  Supplementen  aufgestellten  Prin- 
cipien, wenn  t  unendlich  gross,  und  also  die  Kante  ö  =  2 zi  :  yt 
der  Gitter quadrate  unendlicli  klein  wird, 
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lim  r.d2  =  4z/Mim4-  -=  B, 
t 

also 

sein.  Da  dieser  Grenzwerth  zugleich  der  Grenzwerth  der  Partial- 
summe  ist,  welche  sich  auf  die  eine  Combination  (cc,  y)  bezieht,  so 
wird,  da  hierin  die  Werthe  w,  y  ganz  herausgefallen  sind,  jede  der 
(X)zi(p{1/J)  Partialsummen ,  welche  den  verschiedenen  Combina- 
tionen  («,  y)  entsprechen,  und  welche  zusammen  die  auf  die  Form 
(a,  h^  c)  bezügliche  Hauptsumme  constituiren,  denselben  Grenz- 
werth haben;  und  mithin  wird 

«5P(2zQ 

der  Grenzwerth  der  ganzen  Hauptsumme 

1 


Q^ 


sein.  Um  nun  den  Flächeninhalt  B  des  durch  die  drei  obigen  Un- 
gleichheiten delinirten  Hyperbelsectors  zu  finden,  wird  man  am 
besten  Polarcoordinaten  r,  cp  einführen,  indem  man 

I  r=  r  cos  9,  rj  =z  r  sin  cp 
setzt,  wo,  wie  gewöhnlich,  r  stets  positiv  und  cp  zwischen  0  und  2  7t 
genommen  werden  soll,  was  hinreicht,  um  jeden  Punct  (|,  r/)  der 
Ebene  einmal  und  nur  einmal  zu  erzeugen.  Durch  diese  Trans- 
formation verwandeln  sich  die  früheren  Grenzbedingungen  in  fol- 
gende: 

T 

sin  g)  ^  0 ;    a  cotang  cp  -\-b  >  jj] 

r^  {a  cos  (jp2  -]-  2  i  cos  cp  sin  9  +  c  sin  g)2^  ^  1, 

und  wir  wiederholen  die  frühere  Bemerkung,  dass  für  jeden,  den 
beiden  ersten  Bedingungen  genügenden  Winkel  cp  die  Grössen 

a  cos  cp  -\-  (b  -\-  VD)  sin  (jp,    a  cos  cp  -\-  (h  —  VD)  sin  cp , 
a  cos^2  _|_  2  ^  cosg)  sing> -f- c  sing)2 

positiv  sind,  so  dass  also  innerhalb  des  durch  diese  beiden  ersten 
Bedingungen  begrenzten  Winkelraumes  keine  Asymptote,  sondern 
nur  ein  endliches  Stück  der  Hyperbel  liegt,  woraus  schon  folgt, 

IC* 
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dass  der  entsprecliende  Sector  jedenfalls  einen  endlichen  Werth 
hat*).     Dieser  wird  bekanntlich  durch  die  Formel 


B  ^=    I    I  rdrdqj  =11  r^dcp 


gefunden,  wo  nun  in  dem  einfachen  Integral  rechts  für  r^  der  in 
der  Peripherie  der  Hyperbel  geltende  Werth 

a  cos  cp^  -\-  2  h  cos  qp  sm  9  +  c  sm  92 

_      a      f 1 1 I      1 

2  yi)  \a  cotang(5p  -\-  b  —  VT)      a  cotangqp  +  /;  -f-  VD)  sincp'^ 

zu   setzen  ist;  wir  erhalten  daher,  indem  wir  cotangtp  als  neue 
Variabele  betrachten,  und 

.      ^  =  —  d  cotang  qp 
smqp^  "^ 

setzen,  das  unbestimmte  Integral 

^       r         adcoisiYigcp  1       C 

■""  TVnJ  a  cotang  ffi  +  />  +  Vi)  ~~  4  VIjJ 


ac^  cotang  9 


cotang  qp  -\-  b  A-  VD       4  VDJ  a  cotang  qp  -^  b  —  yl) 
1      ,       a  cotang  qp  -f-  ^  +  VD 


4.yD  ^  acotang9  +  6  — VD' 
diese  Integration  ist  aber  auszudehnen  über  alle  Werthe  von  qp, 
welche  einen  positiven  Sinus  haben,  also  von  qp  =  0  ab  bis  zu  dem 
Werth,  wo  ?!(« cotang  qp  -\-b)  =  Twird;  dieser  Endwerth  von  qp 
ist  durch  die  Bedingung,  dass  sinqp  positiv  sein  soll,  vollständig 
bestimmt,  und  wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass 
innerhalb  dieses  ganzen  Winkelraums  die  beiden  Grössen 

a  cotang  cp  -\-  b  -{-  V-D,    a  cotang  cp  4- b  —  VD 
stets  das  positive  Zeichen  behalten,  so  dass  das  obige  unbestimmte 
Integral  eine  stetige  reelle  Function  von  qp  ist,  woraus  folgt,  dass 
wir  nur  die  beiden  Grenzen  in  dasselbe  einzusetzen  haben.     Auf 
diese  Weise  erhalten  wir 

^  1      ,      T^ÜVD  1      ,      TA- UVB 

H   loo"  ■ OO"    • 

~"  4Vi>      ^  T-  UVB  ~  2  VI)      ^  ö 


*)  Hieraus  folgt  wieder  nachträglich  die  Convergenz  der  bisher  betrach- 
teten Reihen  für  jeden  positiven  Werth  von  o,  d.  h.  für  jeden  Werth  von 
s  >  1. 
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Der  Grenzwerth  der  auf  die  Form  («,  h^  c)  bezüglichen  Haupt- 
siimme  wird  daher,  wenn  man  statt  z/  wieder  D  schreibt,  gleich 

SDVI)   '^^  6         ' 

wo,  wie  früher,  1\  ü  die  beiden  kleinsten  der  unbestimmten 
Gleichung  T^  —  BU^  =  ö-  genügenden  positiven  Zahlen  bedeuten. 
Mithin  zeigt  sich  auch  hier,  wie  früher  bei  den  Formen  von  nega- 
tiver Determinante,  dass  der  Grenzwerth  einer  auf  eine  einzelne 
Form  («,  &,  c)  des  Systems  >S'  bezüglichen  Hauptsumme  nur  von  der 
Determinante  I)  (und  der  Art  ö),  dagegen  gar  nicht  von  dem  in- 
dividuellen Charakter  der  Form  abhängt,  dass  er  also  für  alle 
diese  Formen  derselbe  ist.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  h  die  An- 
zahl aller  in  S  enthaltenen  Formen,  d.  h.  die  Anzahl  aller  Classen 
ursprünglicher  Formen  öter  Art  für  die  positive  Determinante  D, 
so  ist  daher 

cocp(2D)      Tj-uyn 

^  SDVD  ^  6 

der  Grenzwerth,  welchem  für  unendlich  abnehmende  positive  Werthe 
von  Q  die  linke  Seite  unserer  Hauptgleichung  sich  nähert.  Auf 
der  rechten  Seite  ist  x  =  1,  ferner  ebenso  wie  früher  bei  Formen 
von  negativer  Determinante 

^^      ^  -  n^+Q  2zJ  2D    ' 

und  folglich  erhalten  wir  durch  Vergleichung  beider  Seiten  der 
Hauptgleichung  das  Resultat 

7  -    1  4Vi)  ,.  /^\      1 

''  "  ö^  •  ,       T-f  UVD  '  '"''  ^\n)  n^+Q  ' 
log 


§.  99. 

Für  Formen  der  ersten  Art  ist  ö  =  l,  und  (0  =  2  (§.94);  hier- 
aus folgt  für  die  Anzahl  der  Classen  ursprünglicher  Formen  erster 
Art  der  Ausdruck 

2Vi)  ,.      ^/D\      1 


'>»^© 


~  log  (T+  ÜVD)  "^KnJ  n'+Q 

wo  T,  ü  die  kleinsten  der  Gleichung 
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genügenden  positiven  ganzen  Zahlen  hedeuten.  Ist  ferner  T)  =  1 
(mod.  4),  so  existiren  auch  Formen  der  zweiten  Art,  deren  Anzahl 
wir  mit  h'  bezeichnen  wollen;  es  ist  dann  (5  =  2,  und  cd  =z  l  oder 
=  3  zu  setzen,  je  nachdem  Z)  ^  1  (mod.  8)  oder  ^  5  (mod.  8) 
ist;  wir  erhalten  daher,  wenn  wir  zur  Unterscheidung  mit  T\  ü' 
die  kleinsten  der  unbestimmten  Gleichung 

genügenden  ganzen  positiven  Zahlen  bezeichnen, 

1  2  VD  ,;„  .,  /D\     1 


Jl'    =   —     ■     , ,    ,^„      . -r^.  ^  ,  -r^^      •     lim 


^-i: 


€3      log| (T'  +  ü' VD)  "\nj  n^+Q 

Nun  ist  einleuchtend,  dass  jede  Auflösung  (^,  u)  der  Gleichung 
t^  —  Du^=l  durch  Verdoppelung  eine  Auflösung  (f  ^^  2  ^,  u'  =  2u) 
der  Gleichung  f^  —  Du'^  =  4  giebt,  und  umgekehrt,  dass  man 
durch  Halbirung  jeder  geraden*  Auü^ösung  {t\  u')  der  letztern  eine 
Auflösung  (^,  u)  der  erstem  erhält.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  (f  z=  2  1]  u'  =  2  ü)  jedenfalls  die  kleinste  gerade  Auflösung 
der  Gleichung  t'^  —  Du'"^  =  4  ist.  Ist  nun  zunächst  Z)  ^  1 
(mod.  8),  so  kann  diese  Gleichung  überhaupt  nur  gerade  Auflö- 
sungen haben;  denn  wäre  eine  der  beiden  Zahlen  t\u'  und  folglich 
auch  die  andere  ungerade,  so  wäre  die  linke  Seite  durch  8  theil- 
bar,  während  sie  doch  =  4  sein  soll;  in  diesem  Fall  ist  daher 

r  =  2  1\     U'  =  2  U,    ^  ^^   y^  ^  T^  ÜVD, 

und  da  ausserdem  «  =  1  ist,  so  ergiebt  sich 

y  z=  h^  wenn  D  ^  1  (mod.  8). 
Im  andern  Fall  I)  ^  h  (mod.  8)  kann  die  Regel  nicht  so  be- 
stimmt ausgesprochen  werden,  indem  bei  manchen  dieser  Deter- 
minanten die  kleinste  Auflösung  {T\  ü')  wieder  eine  gerade,  bei 
anderen  aber  eine  ungerade  ist.  Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  ist 
dann  wieder  T'  =  2  T,  TJ'  =^  2  U  und  folglich,  da  «  =  3  ist, 

h'  =  W  wenn  D  ^  5  (mod.  8),  und  T',  ü'  gerade; 

es  giebt  unterhalb  200  nur  5  Determinatiten,  nämlich  37,  101,  141, 
189,  197,  für  welche  dieser  Fall  eintritt*). 


*)  Vergl.  Cayley:  Note  sur  Vequation  x^  —  I)y'^-=^4:,  D  — 5  (mod.  8), 
Crelle's  Journal  LIII.  p.  369.  Man  findet  daselbst  eine  Tabelle,  welche  bis 
D  =  997  reicht. 
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Im  zweiten  Falle,  wenn  T\  ü'  ungerade  sind,  haben  wir  unter 
allen  positiven  Auflösungen  (f ,  u')^  welche  (§.  85)  aus  der  Formel 

für  positive  Werthe  von  n  entspringen ,  die  kleinste  gerade  aufzu- 
suchen. Versuchen  wir  daher  die  nächst  grössere  Auflösung,  welche 
dem  Exponenten  n  =  2  entspricht,  so  erhalten  wir 

t'  =      ^r^     ,  u'  =  TU'; 

da  ^f'  offenbar  ungerade  ist,  so  gehen  wir  zu  dem  folgenden  Ex- 
ponenten w  =  3  über,  um  die  nächst  grössere  Auflösung  zu  prüfen; 
da  finden  wir 

t   -^  4  --^  4  ' 

und  da 

T'2  =  C7'2  ^  1  (mod.  8) ,     3 D  =  —  1  (mod.  8) 
ist,  so  folgt,  dass  t'  und  folglich   auch  tt'  gerade  Zahlen  werden, 
und  also  t'  =  2  1\    u'  =  2  ü  ist.      Wir  haben   daher  in  diesem 

Falle 

T'+  U'VJDy 


und 


T+uvB  =  (^:±p^y 


7"  _L  IT'  yj) 
log       +^    ^     =  i\og(T+  UVB); 


berücksichtigt  man  ferner,  dass  c?  =  3  ist,  so  ergiebt  sich  die 
Relation 

h'  =  h,     wenn  D  ^  5  (mod.  8),     und  T\  U'  ungerade. 

Auch  für  positive  Determinanten  hat  Gauss"^)  ebenfalls  die 
Relationen  zwischen  den  Anzahlen  der  Formen  der  ersten  und 
zweiten  Art  aufgestellt,  für  den  letzten  Fall  aber,  in  welchem 
D  ^  5  (mod.  8)  ist,  in  ganz  anderer  Form ;  er  zeigt  nämlich,  dass 
die  drei  ursprünglichen  Formen 

(1,  0, -i)),  (4,  1,  1^),  (4,3,^) 

entweder  alle  äquivalent  sind,  oder  drei  verschiedenen  ülassen 
angehören;  und  je  nachdem  das  Erstere  oder  Letztere  eintritt,  ist 
h'  =  /i*oder  h'  =  \h. 


*)  J).  Ä.  art.  256.  VI.  -  Vergl.  §.  151,  I. 
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§.  100. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  für  alle  Fälle  gezeigt  haben, 
wie  die  Classenanzahl  der  Formen  zweiter  Art  aus  der  der  Formen 
erster  Art  gefunden  werden  kann,  beschränken  wir  die  fernere 
Untersuchung  lediglich  auf  die  Bestimmung  der  letztern.  Bevor 
wir  aber  dazu  übergehen,  können  wir  eine  weitere  Zurückführung 
unserer  Aufgabe  vornehmen,  indem  wir  zeigen,  dass  man  nur  solche 
Determinanten  B  zu  betrachten  braucht,  welche  durch  keine 
Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  sind. 

Ist  D  eine  beliebige  Determinante,  so  kann  man  immer 
I)  =  jD'  S^  setzen,  wo  S'^  das  grösste*)  in  D  aufgehende  Quadrat, 
und  also  D'  ein  Product  aus  lauter  ungleichen  Primzahlen  (oder 
auch  =  —  1)  ist,  welches  dem  Zeichen  nach  mit  D  übereinstimmt; 
dann  lässt  sich  die  Classenanzahl  der  Formen  von  der  Determi- 
nante D  auf  die  der  Formen  von  der  Determinante  D'  zurück- 
führen. Bezeichnen  wir  alle  auf  die  Determinante  I)'  bezüglichen 
Grössen  durch  beigesetzte  Accente,  so  wollen  wir  zunächst  die 
beiden  Summen 


S  a)  i    und    V  (^)  4 


mit  einander  vergleichen,  in  welchen  wir  der  Bequemlichkeit  halber 
s  statt  l  ■}-  Q  geschrieben  haben.  In  der  zweiten  muss  der  Buch- 
stabe n'  alle  positiven  Zahlen  durchlaufen,  welche  relative  Prim- 
zahlen gegen  2D'  sind.  Bezeichnen  wir  mit  g'  alle  positiven  un- 
gera^den  nicht  in  D'  aufgehenden,  und,  wie  früher,  mit  q  alle  posi- 
tiven ungeraden  nicht  in  D  aufgehenden  Primzahlen,  so  ist,  wie 


wir  früher  gesehen  haben, 

s(-)^  =  n 

und  natürlich  ebensa 


(-)- 

\<i/  f 


i  -  i^ 


Ka'J  a" 


*)  Die  folgende  Untersuchung  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  D'  selbst  noch 
quadratische  Factoren  hat. 
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Offenbar  bildet  iiiiii  das  System  der  Primzahlen  q  nur  einen 
Theil  der  Primzahlen  g' ,  denn  eine  in  I)  =  D'  S^  nicht  aufgehende 
Primzahl  q  geht  auch  nicht  in  D'  auf  und  ist  folglich  eine  der 
Primzahlen  q'.  Das  System  der  Primzahlen  q'  besteht  daher  aus 
dem  der  Primzahlen  q  und  aus  solchen  ungeraden  Primzahlen  r, 
welche  nicht  in  D\  wohl  aber  in  D,  also  auch  in  S  aufgehen,  und 
deren  Anzahl  offenbar  endlich  ist.  Das  auf  die  Determinante 
D'  bezügliche  unendliche  Product  wird  sich  daher  in  folgender 
Weise  zerlegen 

[■ 1 _n 1 n        ^ 


da  nun  ferner  I)  =  D'  S^^  und  folglich 


I 


\q'  J  q''  KaJ  Q.'  \r  J  r' 

■D'S-'  und  folglich 

ist,  so  erhalten  wir,  indem  wir  statt  der  beiden  unendlichen  Pro- 
ducte  wieder  die  unendlichen  Reihen  aufschreiben,  das  Resultat 

und  hieraus 

WO  also  das  Productzeichen  sich  auf  alle  ungeraden  in  S^  aber 
nicht  in  D'  aufgehenden  Primzahlen  r  bezieht. 

Nachdem  wir  so  für  positive  wie  negative  Determinanten  das 
Verhältniss  zwischen  den  beiden  analogen  Grenzwerthen  bestimmt 
haben ,  die  als  Factoren  in  den  Classenanzahlen  h  und  h'  für  die 
Determinanten  D  und  D'  auftreten,  müssen  wir  wieder  die  beiden 
Hauptfälle  von  einander  trennen. 

Ist  zunächst  B'  und  folglich  auch  D  negativ^  so  haben  wir 
(da  wir  uns  auf  Formen  der  ersten  Art  beschränken) 


li  = hm 

TT 


\nj  n^+Q 


und,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  in  welchem  D'  = 


7C 


lim  2 


Mit  Ausnahme  des  Falles  I)'  =—l  ist  daher,  mit  Rücksicht  auf 
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das  eben  gefundene  Verhältniss  der  beiden  Grenzwerthe  der  un- 
endlichen Keihen, 

ist  aber  D'=~l,  also  x'  =  4,  h'  =  1 ,  und  J)=-  S^  nicht  eben- 
falls =  —1,  also  >Sf>  1,  so  ist  die  Classenanzahl  für  eine  solche 
Detei^minante  D  gleich 

(_  l)V^(r-l)\ 


^^n(] 


r         / 

P'ür  positive  Determinanten  haben   wir  folgende  Formeln  er- 
halten : 

X 2yD  /i)\      1 

~  log  (f+  uvD)  ^'"^  ^  v^;  ^^ 

7/  -  2VD^  /D'X      1 

~  iog(r'-f  c^'VD')  ^'"^  ^  V^;  ^Tm^"? 

wo  T',  ?7'  die  kleinsten  positiven  Zahlen  bedeuten,  die  der  Glei- 
chung T'^~D'U"^  =  1  genügen;  hieraus  ergiebt  sich 

und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  das  Verhältniss  der  beiden 
Logarithmen  in  rationaler  Form  anzugeben.  Offenbar  liefert  nun 
jede  Lösung  [t,  u)  der  Gleichung 

P  —  JDu'^^l,    d.h.     t^  —  D'S^u''=l 
eine  Lösung  der  Gleichung 

in  welcher 

t'  =  t,    u'  r=  Su, 

also  das  zweite  Element  u'  durch  S  theilbar  ist;  und  umgekehrt, 
sobald  in  der  Lösung  (f,  u')  das  zweite  Element  u'  durch  S  theil- 
bar ist,  so  erhält  man  hieraus  eine  Lösung  der  erstem.  Hieraus 
folgt,  dass  die  beiden  Zahlen 

f  =  T,    u'  =  SU 
die  kleinste  positive   Lösung   der   zweiten   Gleichung   bilden,    in 
welcher  das  zweite  Element  durch  S  theilbar  ist;  man  kann  daher 

T-l-SUyj)'  ==  T-[-  Uyi)  =  {T'  -^U'VD'f 
setzen,  wo  X  der  kleinste  positive  ganze  Exponent  ist,  für  welchen 
der  irrationale  Bestandtheil  der  Potenz  einen  durch  S  theilbaren 
Coefficienten  erhält;  und  dann  ist 
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,.  =  .xi.».n(.-(?)i). 

Setzt  man,  wie  früher, 

so  lässt  sich  der  Werth  von  A  unmittelbar  angeben,  wenn  für  jede 
einzehie  in  S  aufgehende  Primzahl  p  die  kleinste  Zahl  v  bekannt 
ist,  für  welche  u'i,  durch  jj  theilbar,  und  zugleich  die  höchste  Po- 
tenz von  p  gegeben  ist,  welche  dann  in  m^  aufgeht  *) ;  doch  gehen 
wir  hierauf  nicht  weiter  ein ,  da  der  Hauptzweck ,  das  Verbal tniss 
zwischen  den  Glassenanzahlen  h  und  h'  für  die  Determinanten  D 
und  D'  zu  finden,  erreicht  ist. 

Dieselbe  Aufgabe  ist,  wenigstens  für  negative  Determinanten, 
auch  schon  von  Gauss  vollständig  gelöst**). 


§.  101. 

In  Folge  der  vorhergehenden  Untersuchungen  können  wir  uns 
auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  die  Determinante  D  durch 
kein  Quadrat  ausser  1  theilbar  ist,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig, 
den  Grrenzwerth  der  unendlichen  Reihe 

^  \n  )  n^'rQ 
lür  unendlich  abnehmende  positive  Werthe  von  q  wirklich  zu  be- 
stimmen. 

So  lange  q  positiv  bleibt,  ist  diese  Reihe  immer  convergent,  und 
zwar  ist  ihre  Summe  durchaus  unabhängig  von  der  Ordnung,  in  wel- 
cher man  ihre  Glieder  auf  einander  folgen  lässt ;  ist  aber  ^  =  0,  so 
gehört  diese  Reihe  zu  der  Classe  derjenigen,  in  welcher  die  Summe 
der  positiven  Glieder  für  sich,  so  wie  die  der  negativen  Glieder 
für  sich  genommen  unendlich  gross  ist.  Da  nun  unter  der  Summe 
einer  unendlichen  convergirenden  Reihe  stets  der  Grenz  werth  ver- 
standen wird ,  welchem  sich  die  Summe  ihrer  ersten  n  Glieder 
nähert,  wenn  die  Gliederanzahl  n  unbegrenzt  Avächst,  so  sieht  man 


*)  Dirichlet:  lieber  eine  Eigenschaft  der  quadratischen  Formen  vQn 
positiver  Determinante  (Crelle's  Journal  LIII). 

**)  B.  A.  art.  256.  V.  —  Vergl.  §.  151,  IL  —  Die  obigen  Sätze  sind  auf 
anderm  Wege  auch  von  Lipschitz  bewiesen  (Crelle's  Journal  LIII). 
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leicht  ein,  class  bei  einer  unendhchen  Reihe  von  dieser  eigenthüm- 
lichen  Beschaffenheit  erst  dann  von  ihrer  Convergenz  und  von  ihrer 
Summe  die  Rede  sein  kann ,  nachdem  ihre  sämmtHchen  Glieder  in 
eine  bestimmte  Ordnung  gebracht  sind,  nach  welcher  eines  auf 
das  andere  folgt;  denn  die  Summe,  wenn  sie  überhaupt  existirt, 
hängt  wesentlich  von  der  Compensation  ab ,  welche  zwischen  den 
für  sich  allein  unendlich  wachsenden  positiven  und  negativen  Be- 
standtheilen  gerade  durch  diese  Anordnung  der  Glieder  hervor- 
gebracht wird.  Eine  solche  unendliche  Reihe  hat  daher  ganz  ver- 
schiedene Summen,  je  nach  der  verschiedenen  Anordnung  der 
Glieder.  Aber  gesetzt  auch,  dies  wäre  gar  nicht  der  Fall,  sondern 
die  Reihe  hätte  auch  für  den  Werth  q  =  0  einen  vollständig  be- 
stimmten Werth,  so  würde  sich  immer  noch  fragen,  ob  dieser 
Werth  auch  der  Grenzwerth  ist,  welchem  sich  der  Werth  der  Reihe 
unendlich  nähert,  wenn  q  unendlich  klein  wird,  d.  h.  es  würde  sich 
fragen,  ob  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  sich  an  der  Stelle 
Q  =z  0  stetig  mit  q  ändert. 

Ueber  alle  diese  Zweifel  entscheidet  nun  der  folgende  allge- 
meine Satz*):  Sind  «j,  c«2,  «3  .  .  .  unendlidi  viele  Constanten  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Summe 

/^n   =   «1  +  «2  +    •   •   •    4-  «n, 

tvie  gross  auch  n  werden  mag ,  ihrem  absoluten  Werth  nach  stets 
Meiner  bleibt  als  eine  feste  Constante  0,  so  convergirt  die  unend- 
liche Beihe 

p  -r  2.  -r  3s  "T  •  •  •  -h  ^^,  i-  •  •  • 

für  jeden  positiven  Werth  des  Exponenten  s  (excl.  s  =  0)  und  ist 
zugleich  eine  stetige  %Function  von  s. 

Um  dies  zu  beweisen,  vergleichen  wir  die  vorstehende  Reihe 
mit  der  folgenden 

Die  Summen  der  ersten  n  Glieder  der  erstem  und  letztern  Reihe 
unterscheiden  sich  von  einander  nur  um 

ßn  . 

{n+iy 
da  nun  der  Voraussetzung  nach  /3„  seinem  absoluten  Werth  nach 


0  Dirichlet:  Eecherches  etc.  §.  1.  —  Vergl.  §.  14^ 
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stets  unterjialb  der  endlichen  Grösse  G  bleibt ,  und  s  positiv  ist, 
so  wird  dieser  Unterschied  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  unend- 
lich klein  w^erden.  Nähert  sich  daher  die  Summe  der  ersten 
w  Glieder  der  einen  Reihe  einem  bestimmten  Grenzwerth,  d.  h. 
convergirt  die  eine  Reihe,  so  ist  dies  auch  mit  der  andern  der  Fall, 
und  zwar  hat  sie  dieselbe  Summe.  Wir  brauchen  daher  die  obigen 
Behauptungen  nur  für  die  letztere  Reihe  zu  beweisen;  dazu  be- 
trachten wir  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern,  welche  auf 
die  ersten  n  Glieder  folgen: 

^"+'  \{n  ^  \y~  {n -^  2y)  ^  '  " 

~^^"+"  U^  +  m)^"~(n  +  m  +  l)J' 
da  die  Differenzen 

1111 


{n  +  1)^      {n  -Y  iy '     (n  -\-  2)^      (n  -f  3)* 
sämmtlich  positiv  sind,  und  ihre  Coefficienten 

absolut  genommen  sämmtlich  kleiner  als  C  sind,  so  ist  die  Summe 
dieser  m  Glieder  absolut  genommen  auch  kleiner  als  das  Product 
aus  C  und  der  Summe  jener  m Differenzen,  d.  h.  kleiner  als 

c(^ \ ^ 

\{n  +  1)*      {n  +  m  -f  1)7 
und  folglich  auch  kleiner  als 

C  C 

<--r; 


(n  +  1)*       n' 

die  Summe  dieser  m  Glieder  der  Reihe  kann  daher,  wie  gross  ihre 
Anzahl  m  auch  genommen  werden  mag,  durch  hinreichend  grosse 
Wertlie  von  n  kleiner  gemacht  w^erden,  als  jeder  vorher  vorge- 
schriebene noch  so  kleine  Werth.  Das  Stattfinden  dieser  Erschei- 
nung ist  aber  bekanntlich  nicht  nur  ein  erforderliches,  sondern 
auch  ein  ausreichendes  Kennzeichen  für  die  Convergenz  einer  jeden 
unendlichen  Reihe. 

Nachdem  so  für  jeden  positiven  Werth  von  s  die  Convergenz 
der  Reihe  gezeigt  ist,  haben  wir  noch  zu  beweisen,  dass  der  Werth 
der  Reihe  sich  stetig  mit  s  ändert;  wir  weisen  dies  nach  für  das 
Gebiet  aller  positiven  Werthe  von  s,  die  grösser  sind  als  ein  be- 
stimmter positiver  Werth  ö;  da  man  nämlich,  wie  klein  ein  von 
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Null  verscliiedener  positiver  Werth  s  auch  sein  mag ,  immer  noch 
einen  positiven  Werth  ö  angeben  kann ,  welcher  unterhalb  s  liegt, 
so  wird  der  Beweis  dann  wirklich  für  alle  positiven  Werthe  s 
(excl.  s  =  0)  gelten.  Nun  können  wir  die  ganze  Reihe  als  aus 
zwei  Theilen  bestehend  ansehen,  deren  erster  die  Summe  ihrer 
ersten  n  Glieder 

also  eine  stetige  Function  von  s  ist,  während  der  zweite,  wie  im 
Vorhergehenden  bewiesen  ist,  sicher 

C  C 

<  —  und  also  auch  <  — 

ist;  dieser  letztere  Theil  kann  also  durch  die  Wahl  eines  hinrei- 
chend grossen  Werthes  von  7?,  d.  h.  durch  eine  zweckmässige  Zer- 
legung der  ganzen  Reihe,  kleiner  gemacht  werden,  als  irgend  ein 
vorgeschriebener  Werth;  und  zwar  wird,  was  besonders  wichtig 
ist,  für  alle  Werthe  von  s  >  6  dies  durch  einen  und  denselben 
Werth  von  t^,  d.  h.  durch  eine  und  dieselbe  Zerlegung  der  unend- 
lichen Reihe  bewirkt  werden.  Da  nun  der  erste  Bestandtheil 
stetig  ist,  so  kann  eine  etwaige  Unstetigkeit  des  Ganzen  nur  von 
einer  Unstetigkeit  des  zweiten  Bestandtheils  herrühren,  und  folg- 
lich muss,  da  dieser  zweite  Theil  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  s  absolut  genommen  <  Cn~^  ist,  die  Grösse  einer 
plötzlichen  Werthänderung  beim  Durchlaufen  eines  bestimmten 
Werthes  von  s  jedenfalls  <  2  Cn~^  sein.  Da  wir  aber  durch 
zweckmässige  Wahl  von  n  diesen  Werth  beliebig  klein  machen 
können,  so  folgt,  dass  gar  keine  Unstetigkeit  vorkommen  kann; 
denn  fände  wirklich  ein  Sprung  um  eine  Grösse  ^  Statt,  so  nehme 
man  n  so  gross ,  dass  2  Cn~^  <  ^  wird ,  so  ergiebt  sich  augen- 
blicklich der  Widerspruch. 

Nachdem  so  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen  ist,  wenden 
wir  ihn  auf  unsere  Reihe 

an,  in  welcher  die  Glieder  von  jetzt  ab  stets  so  geordnet  werden 
sollen,  dass  die  Zahl  n  beständig  wächst.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung erkennt  man  leicht,  dass  diese  Reihe  einen  speciellen  Fall 
der  in  dem  vorstehenden  Satze  untersuchten  Reihe  bildet;  setzt 
man  nämlich 
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(R\  oder  =  0, 
\mj 


je  nachdem  m  relative  Primzahl  zu  2i)  (also  eine  Zahl  n)  ist  oder 
nicht,  und  lässt  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  4=]))  durch- 
laufen, so  ist  die  Summe  der  entsprechenden  Coefficienten  a^  stets 
=  0 ,  weil  diese  Coefficienten  a^a  theils  selbst  =  0  sind  und  die 
übrigen,  wie  eine  frühere  Untersuchung  (§.  52)  ergeben  hat,  zur 
Hälfte  den  Werth  -f  1,  zur  andern  Hälfte  den  Werth  — 1  besitzen. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe  von  noch  so  vielen  auf 
einander  folgenden  Coefficienten  a^  stets  unterhalb  einer  endlichen 
Grösse  (+  2D)  bleibt.  Mithin  ist  die  in  der  oben  angegebenen 
Art  geordnete  Reihe 

y     «m    _     y     /^\     J^ 

convergent,  so  lange  s  positiv  bleibt,  und  zugleich  eine  stetige 
Function  von  s;  und  folglich  wird,  wenn  q  unendlich  klein  wird. 


wo,  wie  wir  nochmals  hervorheben,  die  Glieder  der  Reihe  so  ge- 
ordnet sind,  dass  n  beständig  wächst. 


§.  102. 


Es  ist  nun  zweckmässig,  bei  der  Bestimmung  der  Summe  der 
unendlichen  Reihe 

\n J  n 
dieselben  vier  Fälle   zu  unterscheiden,  welche  wir  früher  (§.  52) 
aufgestellt   haben.     Wir  wenden   uns  zunächst  zu  dem  Fall,    in 
welchem 

J)  =  +  P  =  1  (mod.  4),  also  (^)  =  (^) 

ist,  wo  P  den  absoluten  Werth  von  D  bedeutet,  und  also  eine  po- 
sitive ungerade,  durch  kein  Quadrat  theilbare  Zahl  und  >  1  ist. 
Dann  lässt  sich  die  Reihe 


N 


-  V  (IL)  1 
"  ^     iV   n 
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leicht  auf  die  Ileilie 

\±*  J  m 
zurückführen,  in  welcher  m  beständig  wachsend  aUc  positiven  rela- 
tiven Primzahlen  zu  P,  auch  die  geraden  durchläuft.    Da  jedesmal, 
wenn  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  P)  durchläuft,  zufolge 
§.  52,  (3) 


.(?)  =  o 


ist,  so  convergirt  die  Reihe  M\  ist  ferner  Tz  eine  beliebige  positive 
ganze  Zahl,  und  betrachtet  man  alle  diejenigen  Zahlen  m,  welche 
<  2hP  sind,  so  sind  dieselben  zum  Theil  ungerade,  zum  Theil  ge- 
rade; die  erstem  stimmen  offenbar  mit  allen  Zahlen  n  <  2'kP 
überein,  und  die  letztern  sind  von  der  Form  2m',  wo  m'  alle  die- 
jenigen Zahlen  m  durchläuft,  welche  <  hF  sind.  In  dieser  Aus- 
dehnung ist  daher 

^  \PJ  m  —  ^  \f)  n^  "\P  )  2m' 
und  hieraus  folgt,  wenn  man  Iz  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 
Allgemeiner  findet  man  leicht,  dass 

^  ( pj  ~^^"^y~  \f)  2^)  ^  \pJ  ^ 

ist;  man  braucht  nur  den  reciproken  Werth  des  ersten  Factors  auf 
der  rechten  Seite  in  eine  geometrische  Reihe  zu  verwandeln,  und 
diese  mit  der  Reihe  auf  der  linken  Seite  zu  multipliciren ,  so  er- 
giebt  sich  als  Product  der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite; 
oder  man  kann  auch  genau  so  wie  oben  verfahren,  indem  man  die 
Zahlen  m  zerlegt  in  die  Zahlen  n  und  2  m'. 
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§.  103. 

Die  nun  noch  auszuführende  Summation  kann  mit  Hülfe  des 
in  den  Supplementen  (I.  §.  116)  bewiesenen  Satzes  auf  verschie- 
dene Arten  bewerkstelligt  werden,  entweder  durch  Zurückführung 
auf  Fourier'sche  Reihen,  oder  durch  die  Integration  eines  ratio- 
nalen Bruchs.  Wir  schlagen  den  letztern  Weg  als  den  directern 
ein.  Bedeutet  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  bekanntlich 

1 

m      J 

0 

und  folglich  ist  auch 

0 

Da  nun  das  Jacobi'sche  Symbol  für  alle  einander  nach  dem  Modul 
P  congruenten  Zahlen  m  denselben  Werth  hat,  so  ist  die  Summe 
der  Glieder  unserer  Reihe,  in  welchen  m  <.UF^  gleich 

1 

(X/  X     n  ,       V         J.  X 


1 


fix)^  l.[^\xl^ 


wo  zur  Abkürzung 


P 

gesetzt  ist,  und  der  Summationsbuchstabe  ft  die  Werthe  m  durch- 
laufen muss,  welche  <  P  sind.  Da  dieselben  ein  vollständiges 
Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  bilden ,  so  ist  nach  einem 
schon  öfter  benutzten  Satze  (§.  52) 


/(l)  =   2  (|-)  :=  0; 


es  ist  folglich /(:??)  theilbar  durch  rz;(^— 1),  und  mithin  hat  der 
Bruch 

j_.  /(^) 

X      1  — x^ 
im  reellen  Integrationsintervall  0  ^  ic  ^  1  endliche  Werthe.    Hier- 
aus folgt  leicht,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  ~k  das  Integral 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  jy 
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1 

/ 


dx  f(x)x^' 
X     1  — x^ 


unendlich  klein  wird,  und  wir  erhalten  folglich 

/m\_l__  rdx   f(x)    , 
^\Pj  m  ~~J    X    l—x^' 

0 

die  Aufgabe  ist  mithin  darauf  zurückgeführt ,  einen  echten  ratio- 
nalen Bruch  zu  integriren,  was  bekanntlich  durch  Zerlegung  des- 
selben in  sogenannte  Partialbrüche  geschieht.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung 

V-  1  =  ?:,    eP   =  Ö, 
so  ist  in  unserm  Fall  der  Nenner 

x^—l  =  U(x-6^), 
wo  das  Productzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  welcher 
ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  durch- 
laufen muss;  wir  setzen  fest,  dass  a  die  Werthe 

0,  1,  2...(P-1) 
durchlaufen  soll;  man  erhält  dann  nach  bekannten  Regeln 

X  l~xP~       P   "rr  — ö«' 
wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  cc  bezieht.     Nach 
der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist  nun 

(11  \  2uTli 

und  diese  Summe  ist  vermöge  des  in  den  Supplementen  (I.  §.  11(>) 
bewiesenen  Satzes 

wo  die  Quadratwurzel  VP  positiv^  und 


© 


0 


zu  nehmen  ist,  wenn  a  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist.    Die  Zer- 
legunsj  in  Partialbrüche  liefert  uns  also  das  Resultat 


_  _  ^^V.(/>-l)^  ^^    \p) 


1     f(^) 

X  \—x^  yp    ^ X  —  0" 
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wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  der 
nur  alle  die  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  braucht, 
welche  <  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind. 

Die   nun   auszuführenden  Integrationen   der  einzelnen   cp  (P) 
Partialbrüche  sind  in  der  einen  Formel 

oder 

/dx  n       f   „      ^  i  ,    -.1    ,    •       .        X  —  cosd 

-^—^.  ^  |log  |^2_2^cosd+  1|  +  ^arctang      ^.^  ^  - 

enthalten,  aus  welcher,  wenn  0  <  d  <  27t  ist, 

1 


/; 


dx 


X  —  e^« 


log  (2  sin  §  ^)  -f  M  arctang  (tang  Id)  -\-  arctang  (cotang  d)  \ 


f-. 


folgt,  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Arcus,  welche  in  der  Paren- 
these stehen ,  in  dem  Intervall  zwischen  -\-\71  und  —  \7i  genom- 
men werden.  Mag  nun  8  zwischen  0  und  tc^  oder  zwischen  %  und 
2  n  liegen,  so  ergiebt  sich  hieraus  leicht,  dass  immer 

1 

0 

ist. 

Wenden  wir  dies  auf  unsern  Fall  an,  so  erhalten  wir 
1 

/dx  1       /r»   •    «3r\   ,    ./7t       a7t\ 

^_^,  =  log(^2sm-p)  +  »(---pj 

0 

und  folglich 

wo  das  Summenzeichen  rechts  sich  auf  alle  (p{P)  Werthe  von  a 
erstreckt.     Da  nun 


1(1 


p;-» 

ist,  so  können  die  in  der  Parenthese  befindlichen  Glieder,  welche 
von  a  unabhängig  sind,  wie  log  2  und  \7ti  weggelassen  werden, 
und  man  erhält  dann 

17* 
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^  \-p)  m= VP-  ^  \P)  |log«m-^--p|. 

Dieses  Resultat  nimmt  noch  einfachere  Formen  an,  wenn  man 
die  beiden  Fälle  P  ^  1  (mod.  4)  und  P  ^  3  (mod.  4)  von  ein- 
ander trennt.     Im  erstem  Falle  ist  nämlich 

und  folglich,  da  die  linke  Seite  reell  ist, 


^\P)  m 

H 

yp^\p) 

log 

sin 

an 

im  letztern  Fall  dagegen 
und  folglich 

.  ist 

i'AiP-i)^  =  i 

H¥) 

1 
m  ~ 

h 

21 

\p) 

,        .    all 

logsm^  = 

0. 

Diese  beiden  Vereinfachungen  lassen  sich  auch  auf  folgende  Weise 
verificiren.  Bedenkt  man,  dass  (P — a)  dieselben  Werthe  wie  « 
durchläuft,  so  folgt 

2  (^)  .  =  1  (^)  (P  -  «)  =  -  S  (^")  « 

2  (^-pj  log  sin  ^  =  V  (-^^  log  sin  L-^^;^ 

„  / — a\  ,        .    a7t 

=  ^[-p-J  log  sin  — ; 

ist  nun  P  ^  1  (mod.  4),  so  folgt  hieraus 

2  (^y\  «  =  —  S  (^-^j  «  =  0; 
ist  dagegen  P  ^  3  (mod.  4j,  so  ergiebt  sich 

2  ^  p  j  log  sin  —  =r  —  1  r  —  j  log  sm  -y  =  0. 
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§.  104. 

Hiermit  ist  nun  für  den  von  uns  betrachteten  Fall,  in  wel- 
chem die  Determinante  D  =  +  P  ^  1  (mod.  4)  und  durch  kein 
Quadrat  theilbar  ist,  der  gesuchte  Grenzwerth 

^  w  ¥  ^  V  ~  \p)  t;  ^  [pj  m 

wirklich  in  Form  eines  geschlossenen  Ausdrucks  gefunden,  und 
um  die  Anzahl  h  der  zu  dieser  Determinante  D  gehörenden  ur- 
sprünglichen Formen  der  ersten  Art  zu  erhalten,  brauchen  wir 
nur  noch  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  negativ  oder  positiv  ist, 
von  einander  zu  trennen. 

Erstens.  Ist  D  negativ  =  —  P ,  und  also  P  ^  3  (mod.  4), 
so  ist  (§.  97)  

3 

und  da  in  diesem  Fall 


^  \n J   n 


=  ~  ('  ~  (7)  t)  FW  S  (t)  ' 

ist,  so  ergiebt  sich 

wo  a  wieder  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen  muss,  die 
<  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind.  Offenbar  muss  dieser 
Ausdruck  für  die  Classeiianzahl  sich  noch  in  der  Weise  umformen 
lassen ,  dass  der  Divisor  P  verschwindet.  Dies  lässt  sich  in  der 
That  durch  folgende  Betrachtung  erreichen.  Bezeichnet  man  mit 
a'  diejenigen  Zahlen  a,  welche  <  |P  sind,  so  stimmen  die  Zahlen 
(P — a')  mit  denjenigen  Zahlen  a  überein,  welche  >  |Psind;  es  ist 
daher 

2(^)«=e(^)«'  +  2(^')(P-«'), 

wo  die  Summenzeichen  rechts  sich  auf  den  Buchstaben  a'  be- 
ziehen; da  nun  P  ^  3  (mod.  4),  und  also 
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•(^)  =  (t)©=-(I) 

ist,  so  erhalten  wir 

Offenbar  wird  die  Reihe  aller  Zahlen  a  aber  auch  erschöpft  durch 
die  sämmtlichen  Zahlen  2  w'  und  (P — ^2«'),  und  folglich  ist  auch 


2(^)«  =  2(¥)2«'  +  2(^')(P-2«') 


'2k'\  „    ,  .   „  /P— 2«'" 
oder  nach  leichten  Reductionen 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  frühern  ab,  nachdem  dieselbe 
mit  2  multiplicirt  ist,  so  erhält  man 

l^-(l)h(7)-=-^^© 

und  hierdurch  verwandelt  sich  der  obige  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl  in  den  folgenden  einfachsten: 


.=  .©. 


Wir  können  daher  für  diesen  Fall  als  Resultat  unserer  ganzen 
Untersuchung  folgenden  Satz  aussprechen: 

Ist  P  eine  positive,  durch  kein  Quadrat  theilbare  Zahl  von  der 
Form  4  >^  -1-  3,  und  bezeichnet  man  mit  «'  alle  relativen  Primzahlen 
SU  P,  ivelche  <  |P  sind^  so  findet  man  die  Classenansahl  h  der  zu 
der  Determinante  D  =  — P  gehörenden  Formen  der  ersten  Ärt^ 
wenn  man  von  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen  «',  für  welche 


\P 

ist^  die  Anzahl  der  übrigen  Zahlen  od  abzieht 

Der  Ausdruck  dieses  Satzes  vereinfacht  sich  in  dem  speciellen 
Fall,  wenn  P  eine  einfache  Primzahl  ist,  folgendermaassen : 

Ist  der  absolute  Werth  p  der  negativen  Determinante  D  =  — p 
eine  Primzahl  von  der  Form  in  -{-  S,  so  ist  die  Classenanzahl  h 
der  zu  ihr  gehörigen  Formen  der  ersten  Art  gleich  dem  Ueberschuss 
der  Anzahl  der  zwischen  0  und  Ip  liegenden  quadratischen  Beste 


Classenanzahl  der  Formen.  263 

von  p  über  die  Ansahl  der  sivischen  denselben  Grenzen  liegenden 
quadratischen  Nichtreste  von  p. 

Dieser  letztere  Satz  ist  in  einer  nicht  wesentlich  verschiedenen 
Form  schon  einige  Zeit  vor  der  Veröffentlichung  der  Lösung 
des  allgemeinen  Problems*)  durch  Induction  von  Jttco&^**)  ge- 
funden. 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Determinante  D  =  —  11;  unter 
den  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  sind  vier  quadratische  Reste  1,  3,  4,  5, 
und  ein  quadratischer  Nichtrest  2  von  1 1 ;  mithin  ist  die  Anzahl 
der  Formen  erster  Art  ==4  —  1  .=  3.  In  der  That  giebt  es  für 
diese  Determinante  nur  drei  (nicht  äquivalente)  reducirte  Formen 
erster  Art,  nämlich  (1,  0,  11),  (3,  1,  4)  und  (3,  —  1,  4). 

Beiläufig  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  zufolge  des  gewon- 
nenen Resultats  die  Anzahl  der  Zahlen  <%',  für  welche 


© 


+  1, 

stets  grösser  ist,  als  die  Anzahl  der  Zahlen  «',  für  welche 


©  =  - 


ist,  da  h  immer  eine  positive  Zahl,  nie  ^=  0  ist:  ein  Satz,  welcher 
auch  für  den  einfachsten  Fall,  wo  P  eine  Primzahl  von  der  Form 
4  n  -|-  3  ist ,  auf  anderm  Wege  noch  nicht  hat  bewiesen  werden 
können  (vergl.  das  Theorem  über  die  arithmetische  Progression, 
Supplement  VI.). 

Zweitens,    Ist  die  Determinante  D  positiv  =  -f-  P,  und  also 
P  ^  1  (mod.  4),  so  ist  (nach  §.  99)  die  Classenanzahl 

___2_y^__  ^.f^\± 

log(T-}-üyn)   ^\nJ  n 
:;     und  da  in  diesem  Fall 

^i)4=('-(i)i)^(f)i 


*)  Dirichlet:  Becherches  sur  diverses  cqiplications  de  Vanalyse  infini' 
tesimale  ä  la  tleorie  des  nomhres  in  Crelle's  Journal  XIX  und  XXI. 

**)  Observatio  arithmetica  in  Crelle's  Journal  IX;  vergl.  Dirichlet: 
Gedächtnissrede  auf  C.  G.  J.  Jacobi,  und  Kummer :  Gedächttiissrede  auf 
G.  F.  Lejeune  Dirichlet. 
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ist,  so  ergiebt  sich 


P  J  ^   /  ß\    ,  .      CCTt 


^  =  -  iog(r+  UVF)  2  (t)  -°s  ^'"  p 

Bezeichnet  man  die  Zahlen  a  mit  a  oder  mit  &,  je  nachdem 

(^)  =  +  1  oder  =  - 1 
ist,  so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 


-©  .  " 


.    bTt 
^'  ""  log(T+VvP)  ^""^  n    •    «^ 


n  sm   -p 

hierin  beziehen  sich  die  Productzeichen  77  im  Zähler  und  Nenner 
resp.  auf  alle  h  und  auf  alle  a;  und  ausserdem  bedeuten  T,  ü  die 
kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen,  welche  der  PeU'schen  Gleichung 

T'  —  Pü^=  1 
genügen.     Der  wahre  Charakter  dieses  Resultates  wird  durch  eine 
weitere  Umformung  (§.  107)  noch  deutlicher  werden. 


§.  105. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  (§§.  102  bis  104)  der  Fall,  in 
welchem  I)  ^  1  (mod.  4)  ist,  seine  vollständige  Erledigung  ge- 
funden hat,  begnügen  wir  uns,  die  Hauptmomente  für  die  allge- 
meine Untersuchung  hervorzuheben.  Es  handelt  sich  zunächst 
um  die  Bestimmung  der  Reihe 


in  welcher   n  beständig   wachsend   alle   positiven    ganzen  Zahlen 
durchlaufen  muss,  die  relative  Primzahlen  zu  2D  sind. 

Gebrauchen  wir  nun  die  Buchstaben  P,  d,  e  genau  in  derselben 
Bedeutung,  wie  sie  am  Schluss  des  §.  52  festgesetzt  ist,  so  ist 


1 

1 
0 
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und  folglich  stets 

©=©■ 

wenn  n  ^  v  (mod.  8  P)  ist.     Setzt  man  daher 

0 

und 

f{x)^^(^)x'% 

wo  V  alle  die  Zahlen  n  durchläuft,  welche  <  8  P  sind,  und  berück- 
sichtigt, dass/(l)  =  0  ist  (§.  52),  so  findet  man  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Modulus  von  x  auf  dem  Integrationswege  <  1 
bleibt,  ähnlich  wie  in  §.  103, 

r  f(x)     dx_  1     L  fia>)dx 

^    ^       J  l—x'P   X   "~        8P./  ^     x  —  co    ' 

0  0 

wo  03  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

a^P  =  1 
durchlaufen  muss;  diese  sind  bekanntlich  von  der  Form 

GJ=f6\ 

wo  zur  Abkürzung 

7it  1  j_  ;  2  7rt 

gesetzt  ist;  lässt  man  r  und  s  vollständige  Restsysteme  resp.  nach 
den  Moduln  8  und  P  durchlaufen,  so  erhält  co  seine  sämmtlichen 
8P  Werthe. 

Bedeuten  nun  ^  und  m  resp.  die  kleinsten  positiven  Reste  der 
Zahl  V  in  Bezug  auf  die  Moduln  8  und  P,  so  ist  ft  eine  der  vier 
Zahlen  1,  3,  5,  7,  und  m  eine  der  cp  (P)  relativen  Primzahlen  zu  P; 
und  daumgekehrt  jedem  solchen  Restpaare  /it,  m  eine  und  nur  eine 
bestimmte  Zahl  v  entspricht  (§.  25),  so  findet  man,  mit  Zuziehung 
des  in  den  Supplementen  (§.  116)  bewiesenen  Hülfssatzes, 
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=  f  (1  +  di^^)  (!  +  £(-  1)0  (^)  /V)Vp, 

wo  yP  positiv  ist,  und  das  Jacobi'sche  Symbol  den  Werth  Null  hat, 
wenn  5  keine  relative  Primzahl  zu  F  ist.  Wenn  P  r=  1 ,  so  sind 
die  Factoren,  ^in  welchen  P  vorkommt  wegzulassen.  Setzen  wir 
nun  zur  Abkürzung 


1 


dx 


wo  s  alle  incongruenten  Zahlen  (mod.  P)  zu  durchlaufen  hat,  die 
relative  Primzahlen  zu  P  sind,  so  ergiebt  sich 

N=  -  VpF  S/(l  +^^^0  (l^ei-iy)^(r), 

wo  r  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  8)  durchlaufen  muss. 
Trennt  man  jetzt  die  vier  Fälle  von  einander,  so  erhält  man  fol- 
gende Resultate: 

I.    D  =  ±  P  =  1  (mod.  4),  ^  =  -j-  1,  £  ==  -f  1; 

N  ,  2yP  =  — A  2  J  {^(0)  — T^(4)). 
IL    D  =  ±P=S  (mod.  4),  d  =  —  1,  £  ==  4  1 ; 
f—Y 

III.  I)  =  ±2P  =  2  (mod.  8),  d  =  +  1,  £  =  —  1 ; 
N.2V2P=  -A  2  ;  {^(i)_^(3)_^(5)4-^(7)j. 

IV.  D  =  ±2P=  6  (mod.  8),  d  =  —  1,  £  =  —  1 ; 

N  .  2V2P=  -^.^  2  ;  {^(i)^^(3)_^(5)_i^(7)). 
Dieselben  Formeln  gelten  auch  noch  für  den  Fall  P=rl,  d.h. 
für  die  Fälle  D  = —l,  1)  =  -{-2,  D  =  -2,  wenn 

1 


*<'>=m^ 


I-. 
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gesetzt  wird.  Zur  Bestinunung  der  Werthe  i/;  (r) ,  auf  welche  es 
jetzt  allein  noch  ankommt,  dient  wieder  die  unter  der  Voraus- 
setzung 0  <  g)  <  2jr  gültige  Gleichung 

1 

^Z:^e  ="  log(2sinl<3p)  -f  l(7r-9))^, 

0 

und  man  findet  hieraus  für  den  Fall  P  =  1  leicht  folgende  Re- 
sultate : 


2V2' 

wo  \2  positiv  zu  nehmen  ist.  Schliessen  wir  von  jetzt  an  den 
Fall  P  =  1  gänzlich  aus,  so  ist 

1 

WO  m  den  kleinsten  positiven  Rest  der  Zahl  (Pr  -|-  8s}  nach  dem 
Modul  8  P  bedeutet,  so  dass 

m  ^  Pr  (mod.  8) ,  m  ^  8  s  (mod.  P) ,  0  <  m  <  8  P 

ist;  hieraus  folgt 

WO  m  diejenigen  g?  (P)  positiven  Zahlen  durchlaufen  muss,  welche 
relative  Primzahlen  zu  P,  kleiner  als  8P  und  zugleich  ^^.Vr  (mod.  8) 
sind ;  da  dieselben  nach  dem  Modul  P  incongruent  sind,  so  ist  (§.  52) 


(?) 


=  0, 


und  folglich  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  einfachere 
Gestalt  an 

»("=(l)^(?)('«^*'ll-l¥)' 

m  ^  Pr  (mod.  8) ,    0  <  m  <  8  P. 
Hierdurch   ist   nun  der  Werth   der  unendlichen  Reihe  JSf  in 
allen  Fällen  auf  eine  Summe  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Glie- 
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dern  zurückgeführt;  dieselbe  ist  aber  noch  bedeutender  Verein- 
fachungen fähig,  zufolge  gewisser  Eigenschaften  der  acht  Ausdrücke 
^(r),  die  entweder  aus  der  so  eben  gefundenen  Form,  oder  auch 
aus  ihrer  ursprünglichen  Definition  leicht  abgeleitet  werden  kön- 
nen. Indem  wir  den  letztern  Weg  einschlagen,  setzen  wir  zur 
Abkürzung 

ir(,)  =  n(.-ö#  =  |l|^  (3) 

WO  die  Buchstaben  a  und  h  die  in  §.  52  festgesetzte  Bedeutung 
haben;  dann  wird  zufolge  der  obigen  Definition 

0 

wo  der  Modulus  der  Variabein  x  auf  dem  Wege  von  0  bis  1  stets 
<  1  bleibt,  oder  auch 

i/;(r)  =fd\ogF(x), 

0 

wo,  wenn  die  complexen  Grössen  in  der  bekannten  Weise  geo- 
metrisch durch  Puncte  einer  Ebene  dargestellt  werden,  der  Punct 
X  von  0  bis  j~'*  sich  so  bewegen  muss ,  dass  er  im  Innern  des  mit 
dem  Halbmesser  1  um  den  Punct  0  beschriebenen  Kreises  bleibt. 
Die  acht  Puncte  f  zerlegen  die  Peripherie  dieses  Kreises  in  acht 
gleiche  Octanten ,  auf  welche  sich  die  cp  (P)  Puncte  ö*  vertheilen, 
die  ihrerseits  wieder  in  zwei  Classen  ß"*  und  Ö*  zerfallen. 

Aus  der  Definition  der  Function  F(x)  geht  zunächst  hervor, 
dass  sie  mit 

n  (^'-Ö-O®  =  F(x')^~^^ 
conjugirt  ist,  wenn  x'  den  mit  x  conjugirten  complexen  Wertli  be- 
deutet ;  und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  ip  (r)  und 

(=^)J'd\ogF(.x')  =  (=i^)  t  (-  r) 
ebenfalls  conjugirt  sind.     Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

E(r)  =  T/;(-r)4-(^)  ^W, 

_  .       (4) 
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so  wird  R  reell,  und  J  rein  imaginär  oder  =  0 ;  und  man  erkennt 
leicht,  dass  die  Summe  iV  sich  auf  Ausdrücke  von  der  Form  R  oder 
J  reducirt.  je  nachdem  die  Determinante  D  positiv  oder  negativ  ist. 
Aus  der  Definition  der  Function  F(x)  folgt  ferner  leicht  die 
Relation 

F(x)  F(-  X)  =-.  JXa;'^)W;  (5) 

da  nun,  wenn  x  im  Innern  des  Kreises  von  0  bis  j"~*'  geht,  gleich- 
zeitig —  X  von  0  bis  j~^''+^\  und  x^  von  0  bis  j-^r  fortrückt,  so  er- 
giebt  sich 

t  (r)  4-  *  (»•  +  4)  =  (-|-)  *  (2r);  (6) 

dieselbe  Eigenschaft  kommt  offenbar  auch  den  Ausdrücken  R  und 
J  zu. 

Die  Function  F(x)  besitzt   endlich  noch  die  folgende  Eigen- 
schaft 

J'(-i)  =  /©"F(.)C^);  (7) 

da  nun,  wenn  x  im  Innern  des  Kreises  von  0  bis  j-^  geht ,  der  re- 
ciproke  Werth  y  ausserhalb  des  Kreises  von  oo  bis  j"^  fortrückt, 
so  folgt 

J'd\ogF{y)^(^^^{r), 

00 

und  hieraus  ergiebt  sich 


00 

J(r)=fd\ogF(0r). 


wo  ^r  ini  Innern  des  Kreises  von  0  bis  / ,  dann  ausserhalb  desselben 
von  f  bis  CO  geht.  Die  Differenz  J  (r)  —  J{r -\-  1)  ist  daher  ein 
geschlossenes  Integral,  in  welchem  die  Integrationsvariabele  einen 
positiven  Umlauf  um  diejenigen  Puncte  ö*  macht,  die  auf  dem  von 
den  Puncten^''  undj^+i  begrenzten  Octanten  liegen,  und  folglich 
ist  nach  bekannten  Sätzen  der  complexen  Integration 

WO  s  alle  Werthe  durchläuft,  die  der  Bedingung 
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7'         s         r  -\-  l 

TT   <    -TT   < 


P   ^      8 
genügen;  hieraus  ergiebt  sich  weiter 

J-(r)-J(r  +  4)  =  2;riT(^), 

und  ebenso,  wenn  r  positiv  ist, 

setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  J(r  -\-  i)  und  «7(2  r) 
in  die  aus  (6)  abgeleitete  Gleichung 

J(r)  +  J-(r  +  4)  =  (A)j'(2r) 

ein,  so  erhält  man 

K(l)k«=-IT(7)^(l)l(r)l- 

Bedenkt  man  ferner,  dass 

?(i)=(^)i© 

ist,  so  ergiebt  sich 

|2-(|,)jj-(0)  =  2;rj|(^) 

Da  endlich  zufolge  (6)  und  (4) 

^(0)-*(4)  =  J2-(^)j^(0), 

jl-(^-))*(0)--/(0), 
*(6)-(^)*(2)=J(2), 
{*  (7)  -  V»  (3)) +(:^)  {t^  (5)  - 1^ (3)}  =  J-(l) +(=i)  J (3) 

ist,  so  wird,  wenn  die  Determinante  D  negativ,  also  P  im  ersten 
und  dritten  Falle  ^  3,  im  zweiten  und  vierten  Falle  ^  1  (mod.  4)  ist, 
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IL     N 


2  , 

2 


7t 

w 


in.  ^=^|(i,), 


IV.    JV^ 


?  (i)  ^  I  (*)1 


K2P 

wenn  man  berücksichtigt,  dass  im  zweiten  und  vierten  Falle 

ist. 

Für   positive    Determinanten   erhält    man   ebenfalls    Verein- 
fachungen durch  die  Betrachtung  des  reellen  Ausdrucks  (4) 

-  s  (^)  log {(f -60  (j-^-e-o) 

welcher  zufolge  (7)  in  den  folgenden  übergeht 

i^(r)=:log  {ci^(/)^), 


wo 


e^b-:sa^Zzl±±B    oder    =1 


2 

ist,  je  nachdem  P  =  3  oder  von  3  verschieden  ist  (§.  140).     Da 
nun  zufolge  (6)  und  (4) 

*(0)-*(4)=  J2-(|,))  t/-(0) 
*(7)  +  (^)*(l)  =  iJ(l) 
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ist,  so  erhält  man,  weil  im  ersten   und  dritten  Falle   P  ^  1,  im 

zweiten  und  vierten  Falle  P  ^  3  (mod.  4)  ist, 

L  N,2yP  =  -[l-(^^)±]  log  {Fm 

IL  JV.  2yP^  —  log  lcF(iy\ 

iii.  iv .  2  y2P  =  log  I4t=^'1 

IV.  N  .    2   y2P  =  —    log    {c2F(j)2F( j3)2j. 


§.  106. 

Nachdem  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  N  für  alle  Fälle 
bestimmt  ist,  in  welchen  die  Determinante  D  durch  kein  Quadrat 
(ausser  1)  theilbar  ist,  können  wir  nun  die  Anzahl  h  der  Classen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Art  in  geschlossener  Form 
angeben*). 

A.     Für  negative  Determinanten  D  ist  (nach  §.  97) 

7t  -  • 

mit  Ausnahme  des  Falles  D  ==  —  1 ,  wo  der  Ausdruck  rechter 
Hand  zu  verdoppeln  ist.  Hieraus  ergeben  sich  folgende  vier  Re- 
sultate 

I.    •!)  =  — P=  1  (mod.  4);     h  =  i  (^\ 
IL     i)=-_P^  3  (mod.  4);    h  =.  2  ^  (^ 

III.  D  =  -2P  =  2  (mod.  8);   11  =  2^  (-^ 

IV.  D  =  -2P=  6  (mod.  8);    ^^  =  2  [i  (^A)  _  |(^^)[ , 
wo  die  Grenzen  der  Summationen  sich  immer  auf  den  Werth  8  s :  P 


*)  Vergl.  Kroneckfr :  lieber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  qua- 
dratischer Formen  von  negativer  Determinante,  Crelle's  Journal  LVII.  Da- 
selbst findet  man  für  negative  Determinanten  wesentlich  neue  Formeln, 
welche  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  abgeleitet  sind. 
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beziehen*).     Aus  IL  und  IV.  sind  resp.  die  Fälle  B  =  — 1  und 
D  =z  —  2  auszunehmen,  in  welchen  Ji  =1  ist. 

B.     Für  positive  Determinanten  D  ist  (nach  §.  99) 
h\og{T-^üVB):=N  .2VB, 
wo  T,  U  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten ,  welche 
der  Gleichung 

T^  —  Bü'  =  1 
genügen  und  nach  der  angegebenen  Methode  (§.84)  stets  gefunden 
werden  können.  Der  Werth  N  .  2  VB  ist  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bestimmt;  statt  der  dortigen  Formeln  kann  man 
auch  die  folgenden  aus  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
ableiten: 
I.     B  ^  P=l  (mod.  4) 

nTt 


sm  -jp 


nTt 


.     nTC 


h\oglT+  [jyP)  =-J4- 2 (|)[  1  (^)  logsi 
IL     D  =  P=3  (mod.  4) 

h  log  (T  +  UYP)  =  -  1  (^)  (^)  log  si 
m.    D  =  2  P  =  2  (mod.  8) 

_,        Mog(r+  UV2^)  =  -  1(1)  (t)  >°g 

■^  IV.     i)=  2P-=  6  (mod.  8) 

\     h  log  {T+  UVH')  =  -  I  (^)  (f)  log  sin  II 

wo  n  alle  relativen  Primzahlen  zu  2  P  durchlaufen  muss,  für  welche 
n:P  zwischen  den  angegebenen  Summationsgrenzen  liegt.  Die 
drei  letzten  Fälle  lassen  sich  in  der  gemeinschaftlichen  Formel 

-  .  .    Mog(r+ p yi))  =  - 2  (J)  log  sin  II      ' 

zusammenfassen,  wo  n  alle  zwischen  0  und  4t  B  liegenden  relativen 
Primzahlen  zu  4i)  durchlaufen  muss. 


*)  Umgekehrt  kann  man  diese  Formeln  benutzen,  um  die  Vertheilung 
der  Zahlen  a  und  b  auf  die  acht  Octanten  mit  Hülfe  der  Classenanzahlen 
für  die  Determinanten  —  P  und  —  2  P  zu  bestimmen  (Gauss'  Werke  Bd.  II. 
1863.  p.  288). 


Dirichlet,    Zahlen  tbeorie.  18 


274  Fünfter  Abschnitt. 


§.  107. 

Betrachten  wir  die  so  gewonnenen  Resultate,  so  zeigt  sich  ein 
wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  positiven  und  negativen  De- 
terminanten. Während  nämlich  der  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl  bei  einer  negativen  Determinante  unmittelbar  die  Form 
einer  ganzen  Zahl  hat  —  dass  dieselbe  zugleich  positiv  ist,  hat 
freilich  bis  jetzt  noch  Niemand  auf  elementarem  Wege  nachgewiesen 
—  so  ist  dies  keineswegs  unmittelbar  ersichtlich  bei  den  Aus- 
drücken, welche  die  Classenanzahl  für  eine  positive  Determinante 
darstellen.  Es  ist  nun  von  hohem  Interesse,  dass  mit  Hülfe  eines 
Satzes  aus  der  von  Gauss  *)  gegründeten  Theorie  der  Kreistheilung 
(Supplement  VII.)  die  obigen  Ausdrücke  für  hlog{T-{-  Ü\B)  wirk- 
lich stets  in  die  Form  log  {t  -f-  u  VD)  übergeführt  werden  können, 
wo  ^,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung  t^ — Du'^=l 
genügen.     Dies  wollen  wir  jetzt  nachweisen**). 

Behalten  wir  die  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  so  können  wir, 
wie  im  Supplement  VII.  gezeigt  ist,  stets 

2Ä(x)  =  2  n  (x  —  d^)  =  Y(x)—i\  ^  >^  yP  .  Z{x) 

2B{x)  -=2  n  {x  —  (j^)  =  Y{x)  +  A  2  ;  yjj  .  Z{x) 

setzen,  wo  VP  positiv  ist,  und  Y{x)^  Z{x)   ganze  Functionen  von 
x  bedeuten,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind.     Zugleich  ist 

wo  fti  jedes  positive,  ^2  jedes  negative  Glied  des  entwickelten  Pro - 
ductes 

cpiP)  =  (p-1)  (p'-l)  (p"-l)  .  .  .  =  S  ^1  —  2  i^2 
bedeutet,  und 


*)  D.    A.  Sectio  VII. 

**)  Lejeune  Birichlet:  Sur  Ja  maniere  de  resoudre  l'equatwn  t^  —  pu'^ 
■=  1  au  moyen  des  fonctions  circulaires  (Grelle'«  Journal  XVII).  Vergl. 
Jacohi:  Uehei'  die  Kreistheilung  und  ihre  Anwendung  auf  die  Zahlen - 
theorie  (Berliner  Monatsberichte  1337). 
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Wir  wenden  uns  nun,  indem  wir  die  am  Schlüsse  des  §.  105 
gefundenen  Ausdrücke  für  das  Product  /^  log  (T  +  C7  VD)  =  iV .  2  VD 
zu  Grunde  legen ,  zunächst  dem  Falle  1.  zu ,  in  welchem  D  == 
P  ^  1  (mod.  4),  und  also 

h\os(T+  UVF)  =  -  (l  -  (y)  y)  log  f^^(l)^) 
ist.     Da  nun 

^(i)j5(i)  =  ng=p. 

ist,  wo  jc  r=r  1  odcr  =-  0  ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder  zu- 
sammengesetzt ist  (§.  138),  so  ergieht  sich- 

da  ferner 

2Ä(1)  =y-zyP,    2B(])  =  y^0yP 
ist,  wo  die  ganzen  Zahlen  F(l),  Z{1)  zur  Abkürzung  mit  ?/,  ^  be- 
zeichnet sind,  so  will] 

^2  — p^2  -3^  4px^ 

und  folglich  muss ,  wenn  P  eine  Primzahl  ist ,  y  durch  P  theilbar 
sein;  mithin  kann  man  in  allen  Fällen 

y-\-^yF  =:(cc-]-ßyF)  (vpy 

setzen,  wo  a,  ß  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
a2—Pß2^4i^^iy 

genügen,  und  man  erhält 

Kl) 

2—;     • 

Sind  nun  die  Zahlen  ^,  ^  gerade,  was  jedenfalls  eintreten  muss, 
wenn  P  ^  1  (mod.  8)  ist,  so  kann  man  a  =  2ci\  ß  =  2ß'  setzen, 
wo  die  ganzen  Zahlen  «'  ß'  der  Gleichung 

cc'2_P/3'2  ==r  (— 1)^ 
genügen;  setzt  man  ferner 

(a'-^ß'ypy+^  :=:t^uyp, 

so  genügen  die  ganzen  Zahlen  ^,  u  der  Gleichung  P  —  Pu^  =  1 
und  man  erhält 


(^_^^yp).^(«  +  ^VPV 


(T-f  uypy  :=^  it  -\-uyp)^"  *^^))^'  ''\ 


W' 
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Sind  dagegen  die  Zahlen  i/,  z  und  folgUch  auch  a,  j3  ungerade, 
was  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  P  ^  5  (mod.  8)  ist  (z.  B.  wenn 
P  =  13,  während  z.B.  für  P  =  37  der  frühere  Fall  Statt  findet), 
so  kann  man 


L, 


/g  +  ^ypy 


setzen,  wo  «',  /3'  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung 
genügen;  setzt  man  nun  wieder 

(oc'  4-  i3'  yp)i+>«  r=  ^  -f  w  yp, 

so  wird  P  —  Pm2  =  i^  und 

(T+  c^yp/  =  0  +  ^y-P)'-^. 

Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  P  ^  5  (mod.  8)  ist,  der  erste  oder 
zweite  Fall  eintreten  wird,  je  nachdem  die  Classenanzahl  h  durch 
3  theilbar  ist  oder  nicht  (vergl.  §.  99).  Ebenso  leicht  erkennt  man, 
dass  in  allen  Fällen  h  ^  %  (mod.  2),  d.  h.  dass  die  Classenanzahl 
h  ungerade  oder  gerade  sein  wird,  je  nachdem  P  eine  Primzahl 
oder  zusammengesetzt  ist  (vergl.  §.  83.  Anm.).  Endlich  mag  noch 
bemerkt  werden,  dass  die  Zahlen  i/,  z  beide  positiv  sind;  da  näm- 
lich P  ^  1  (mod.  4),  so  zerfallen  die  Zahlen  a  in  Paare  von  der 
Form  a  und  — a,  ebenso  die  Zahlen  h  in  Paare  von  der  Form  h 
und  —  &,  und  folglich  sind  ^(1),  B{\)  und  ^(1)  +  B{\)  =  y  po- 
sitiv; da  ferner 

(^-©1  {logJ5(l)-log^(l)}  =7ilog(T-f  UVF) 

positiv  ist,  weil  h  positiv,  T+  UVF  >1  ist,  somuss  P(1)>^(1), 
und  folglich  z  positiv  sein:  ein  Resultat,  das  bisher  auf  anderm 
Wege  noch  nicht  bewiesen  ist. 


§.  108. 

Für  den  zweiten  Fall  i)  =  P  ^  3  (mod.  4)  haben  wir  oben 
das  Resultat 

hXogiT-}-  ÜVP)  =  -  log  [cFdy] 
erhalten;  da  nun,  wenn  m  irgend  eine  ungerade  Zahl  bedeutet. 
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i 1 

ist,  und  da  ferner 

2  ftj  -  2  f'^  =  (i>- 1)  (y-i)  (V- 1) . . . 
i:  ft/  -  2 1^1  =  {p'  - 1)  (/ '  - 1)  (j)"*  - 1) . . . 

ist,  so  findet  man  leicht 

WO  X  wieder  =  1  oder  =  0  ist,  je  naclidem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.     Folglich  wird 


JB(i)~~  B(iy' 

und  also,  da  c^  =  1  ist, 

(T-f  ÜVFY  =  c2  (-  ly-Bii)^. 
Mit  Ausnahme  des  Falles  P  =  3  ist  nun  (nach  §.  140)  c=  1,  und 

wo  (p (P)  =  2r  gesetzt  ist,  folglich 

i^B(i)  =  A(-i),    i^Ä(i)  =  B{—i), 
also  auch 

^^ .  Y{i)  =  Y(~  i) ,    i-^ .  iZ{i)  =  —  i  Z(—  i) ; 
berücksichtigt  man  nun,  dass 

^^  =::  —  ( ^ )  ^    oder    =  1 

ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder  zusammengesetzt  ist,  so  folgt 
hieraus,  dass  man 

r(i)  =  (n-(|)i)V  iZ{i)  =  {\+{^^)i)\, 

also 

2A{i)  =  {l  +  (^)  ij\y-,VP),  "iBii)  =  (l  +(|)»)'(2/  +  ^ VP) 

setzen  kann,  wo  y^  z  ganze  Zahlen  bedeuten,   welche  der  durch 
Multiplication  entstehenden  Gleichung 


2/'--P^^  =  (|;)2^-' 
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genügen;  hieraus  folgt  weiter,  dass  man 

(y-j-isypy+^  =  20  +  wyp) 

setzen  kann,  wo  ^,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
t'^  —  Pu"^  =  1  genügen.     Zugleich  wird 

und  folglich  i 

(T  +  uypy  =  (t-^u  ypy-^y. 

Wir  erwähnen,  dass  h  ^  2  x  (mod.  4)  ist,  und  dass  die  Zahlen 
2/,  z  stets  dasselbe  Vorzeichen  haben. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Fall  P=3  ist  T=2,  Z7=  1, 
c  =  ö,  B{i)  =  i  —  ö^,  woraus  leicht  folgt,  dass 
1 


cF(iy 

also  h  ^=  2  ist. 


=  c^(-i)y-B(iy  =  (2-i-ysy, 


§.  109. 

Für  den  dritten  Fall  D  =  2  P  ^  2  (mod.  8)  haben  wir  oben 

Mog(T+CrV2'P)  =  log[^] 

gefunden.  Berücksichtigt  man  nun,  dass,  wenn  m  irgend  eine  un- 
gerade Zahl  bedeutet, 

(r-1)  (/"-!)  ^/- 2  \ 
0-l)(i^-l)  \  m  J 

ist,  so  findet  man 

und  folglich 

(T-f    üVrPY==:r   Ä(f'yn(j)S 

wo  K  wieder  =  1  oder  =0,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.  Da  nun  P^  1  (mod.  4),  und  also  Y{j) 
=  j'  Y(J-').    Z{j)  =j^Z(j-')  ist  (§.  140),  so  kann  man 
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Y(j)    =  iV.r  ly'  ^  y"  (j  _  j3)  1  ,       Z(j)    =  f/^    \Z'   +  Z"  ij  -ß)  } 

setzen,  wo  ?/',  /',  /,  ^"  ganze  Zahlen  bedeuten;  da  ferner  j  —  p 
=z  V2  ist,  so  erhält  man,  wenn  man 

setzt, 

AÄ(j^)B(j)  =  «  -f  ^  V2P;    4.A(j)B(j^)  =  a-ß  V2P', 
wo  die  ganzen  Zahlen  w,  /3  der  Gleichung 

genügen    und  folglich  beide   durch  4  theilbar   sind.     Man  kann 
daher 

A{j^)B{j)  =  y-\-zy2F 
setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  y^  z  der  Gleichung 

genügen,  und  es  ist 

(T-f  [/  \/2Pf  =  {y^  zWPy. 
Hieraus  folgt,  dass  h  ^  2  (mod.  4),  falls  P  eine  Primzahl  von 
der  Form  8  w  -f  5,  sonst  aber  h  ^  0  (mod.  4)  ist. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  Z)  =  2  war  NVD  = 
log(l  -f  V2);  da  ferner  T  =  3,  U=2  ist,  so  folgt 

;ilog(3+2V2)  =  2log(14-V2), 
also  h  =^  1. 


§.  110. 

Für  den  vierten  Fall  D  =  2  P  —  6  (mod.  8)  haben  wir  oben 
(§§.  105,  106)  das  Resultat 

h\og(T-\-  UV2P)  --=  —  log  \c^F(jyF(ß)y- 
gefunden,  welches  vermöge  der  Gleichung 


280  Fünfter  Abschnitt. 

in 

übergeht,  weil  c^  =  1  ist.  Lassen  wir  den  Fall  P  =  3  unberück- 
sichtigt, so  ist  (nach  §.  140)  c  =  1,  und  Y(j)  =  (—jyY(j-^)^ 
—  Z{j)  =  (—jy  Z(j~'^);  da  ferner  t  ungerade  oder  durch  4  theil. 
bar  ist,  je  nachdem  %  =\  oder  =:0,  d.h. je  nachdem P  eine  Prim- 
zahl oder  zusammengesetzt  ist,  so  kann  man 

5^0')  ==  (i*/.ni+>r)_  ^)  (2,'  +  y"  (j  _ j3)) 
ßZ(j)  =  (f/M'+x>-:c)  (0'  +  ^'{j  -i')) 
setzen,  wo  y',  y",  z\  z"  ganze  Zahlen  bedeuten;  berücksichtigt  man, 
dass  )  — j^  =  V2  ist,  und  setzt 

a  =  2/'2  — P/2_2y'2-|-2P/'2 
ß  =  2(y'0"-z'y"), 
so  erhält  man 

4.Ä(j)A(j^)  ==  (-/  ^fi-^y  (a  ~ßV2P) 
4 B (j)B(f)  =  (-jr-  -  j3r).  («  4.  ^  V2P) , 
wo  die  ganzen  Zahlen  «,  ß  der  durch  Multiplication  entstehenden 
Gleichung 

genügen;  man  kann  daher 

(a^ßV2Fy+^  =  22+>«(^  +  tfV2P) 
setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  t ,  u  der  Gleichung  t^  —  2  Pu"^  =  1 
genügen;  dann  wird 

B  (jy+^  B  0'3)i+^  =  (—  ly  (t^u  V2P) 

und  folglich 

(T-f  [7V2P)''  =  {t-^uV2Py-^^, 
woraus  leicht  folgt,  dass  h  ^  2%  (mod.  4)  ist. 

In  dem  ausgeschlossenen  Fall  P  =  3  ist  c  =  Ö  ^=  ö^,  T  =  5, 
^7=  2,  und  man  erhält 

eB(j)B(r^)  =  d(j-(P)  (f-e^)  =  -  ^(V2_+ ys) 

ß^B(jyB(j^y  =  -  (5  -f  2y6)  ==  —  (^4-  ?7V2P) 
und  hieraus  /t  =  2. 


SUPPLEMENTE 


I.    lieber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreis- 
theilung  von  Gauss. 


§•  111. 

Wir  schicken  zunächst  ein  Lemma  aus  der  Theorie  der 
Fourier'schen  Reihen  voraus ,  deren  Glieder  nach  den  Cosinus  der 
successiven  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten;  es  wird  in 
derselben  nachgewiesen*),  dass  für  alle  reellen  Werthe  von  x 
zwischen  ^  =  0  und  x  =^  n  mit  Einschluss  dieser  Grenzen  stets 

9)  (^)  =  I  «0  -f-  «1  cos^  4-  «2  cos  2  ic  +  «3  cos  3;3?  4-  •  •  • 
ist,  wenn  <p  {x)  eine  innerhalb  dieses  Intervalles  endliche  und  stetige 
Function  bedeutet,  welche  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Mi- 
nima hat,  und  wo  die  Coefficienten  «0,^1,^2 ...  durch  die  Gleichung 

TT 

«5  =  —  \  ^{x)  COS  sx  dx 

7t  J 
0 

bestimmt  werden.     Hieraus  folgt  für  .^  =  0 

TT 

+00    n 
7i(p(0)  z=  2    /  q)  (x)  cos  sxdx^ 

0 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  s  bezieht,  für 
welchen  Null  und  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlwerthe 
der  Reihe  nach  einzusetzen  sind.  Auf  diesen  der  genannten  Theorie 
entlehnten  Satz  stützen  wir  uns  im  Folgenden. 


*)  Dirichlet:  Siir  la  convergence  des  series  etc.  (Crelle's  Journal  IV); 
derselbe  Beweis  ist  vereinfacht  im  Repertorium  der  Physik  von  Dove  und 
Moser.  Bd.  1.  Vergl.  B.  Riemann:  Ueher  die  Darstellbarkeit  einer  Function 
durch  eine  trigonometrische  Beihe.  1867. 
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Zunächst  verallgemeinern  wir  denselben,  indem  wir  das  In- 
tegral 

f  (x)  COS  sxdx 

0 


•in 

ß 


betrachten,  in  welchem  h  eine  positive  ganze  Zahl,  s  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl,  midf(x)  eine  Function  bedeutet,  welche 
innerhalb  des  Integrationsgebietes  den  obigen  Bedingungen  genügt. 
Man  kann  dasselbe  in  2h  Integrale  von  der  Form 


(r+i)7r 

f  (x)  COS  sxdx 


zerlegen,  wo  für  r  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  bis 
2h  —  1  zu  setzen  sind;  je  nachdem  r  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  ist,  ersetzen  wir  die  Integrationsvariabele  x  durch  rit -{- x, 
oder  durch  (r -f  1)  ^  —  x\  dadurch  geht  das  vorstehende  In- 
tegral in 

n  n 

I  /(rn -\- x)  COS  sxdx,  oder  in  //((r  +  l)3r  —  x)  cos  sxdx 

0  0 

überi  und  hieraus  ergiebt  sich  zufolge  des  obigen  Satzes  ent- 
sprechend 

+00    r 

2   I  f(x)  cos  sxdx  =  7if{r7t)^    oder  =  nf{{r-{-  V)n)^ 

m 
WO  die  Summe  links  sich  wieder  auf  alle  ganzen  Zahlen  s  bezieht. 
Setzt  man  hierin  für  r  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  2h —  1,  und 
addirt  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  den  Satz 


2a  11/(0)  +/(2=r)  +/(4;r)  +  ... +/(2(Ä-l);r)  +  i/(2/i;r)j 

Ihn 

^  COS  sxdx. 
ö 


'znn 

=  1  fix) 

—  00  c/ 
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§.  112. 


Wir  beschäftigen  uns  nun  mit  den  beiden  folgenden  bestimm- 
ten Integralen 

+  00  + 


:  /  COS  (x^)  dx^    ^  =  I  siii  (^^)  ^^? 


dass  dieselben  wirklich  bestimmte  endliche  Werthe  besitzen,  ob- 
gleich die  Functionen  unter  den  Integralzeichen  für  unendlich  grosse 
Werthe  von  x  nicht  unendlich  klein  werden,  erkennt  man  leicht 
durch  die  Transformationen 


00  00 

P^  ^J  COS  (x^)  dx  =J  ^  dy 

0  0  ^ 

g  r=  2  /  sin  (x'^)  dx  ^=  I  —~  dy; 


denn  zerlegt  man  das  ganze  unendliche  Integrationsgebiet  der 
positiven  Variabein  y  in  solche  Intervalle,  in  deren  jedem  die  un- 
ter dem  Integralzeichen  befindliche  Function  ihr  Zeichen  nicht 
ändert,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Bestandtheile ,  welche  diesen  In- 
tervallen entsprechen,  eine  unendliche  lieihe  bilden,  deren  Glieder 
abwechselnde  Zeichen  haben  und  dem  absoluten  Werthe  nach 
beständig.jind  zwar  ins  Unendliche  abnehmen ;  woraus  folgt ,  dass 
diese  Reihe,  sowohl  bei  dem  Integrale  p ,  wie  bei  q ,  eine  conver- 
gente  ist.  Für  unsern  Zweck  genügt  dieser  Nachweis  der  End- 
lichkeit von  p  und  g;  die  numerischen  Werthe  dieser  Integrale 
werden  sich  von  selbst  aus  der  folgenden  Untersuchung  ergeben*). 

Beide  Integrale  bilden  nur  specielle  Fälle  des  folgenden 


*)  Dirichlet:  Recherches  sur  diverses  apjil.  etc.  §.  9.  Vergl.  Dirichlet: 
Sur  Vusage  des  integrales  definies  dans  Ja  sommation  des  series  finies  oii 
infinies  (Crelle's  Journal  XVII). 
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+  C0 


00 

wo  8  eine  beliebige  Constante  bedeutet;  bezeichnen  wir  ferner  mit 
a  eine  beliebige  positive  Constante  und  mit  Va  die  positiv  ge- 
nommene Quadratwurzel  aus  a,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Integrationsvariabele  x  durch  xVa  ersetzt,  folgende  Gleichung 

cos  (8  +  ax^)dx 


y«    J 


(wäre  y«  negativ,  so  müsste  man  auch  in  dem  Integrale  rechter 
Hand  die  beiden  Grenzen  mit  einander  vertauschen).  Wir  führen 
nun  eine  zweite  positive  Constante  ß  ein,  und  zerlegen  das  vor- 
stehende Integral  in  unendlich  viele  Bestandtheile  von  der  Form 

cos(d  +  ax^)dx. 

wo  für  s  successive  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -f  oo  ein- 
zusetzen sind ;  in  jedem  einzelnen  solchen  Integrale  ersetzen  wir  die 
Integrationsvariabele  x  durch  sß  -\-x^  wodurch  es  in  das  folgende 
übergeht 


/ 


/ 


cos  (8  -{-  as^ß'^  -\-  2asßx  -f  ax-)dx. 

0 

Wir  verfügen  nun  über  die  beiden  bis  jetzt  ganz  willkürlichen  po- 
sitiven Constanten  a  und  ß  folgendermaassen :  unter  m  verstehen 
wir  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  und  setzen  aß^  ^=^  2ni7t^ 
2  «/3  =  1,  d.  h.  also 

ß  z=i  imji,    a  z= 

^  SniTt 

Da  nun  s  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird 

cos(8-\-  as'^ß'^-{-2asßx-j'ax^)  =  cos{8  -\- sx -\- ax^) 

=  cos  (8  -1-7-^  )  coss^ —  sin  (8-\- )  sins^, 

und  folglich 
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/ 


cos  (ö  -f  «^^)  d^ 


=  /  cos  {8  4- )cos  sxdx  —  /  sm  [8  4- )  sm  sx  dx. 

J         \        SmTcJ  J        \        8m7T.J 

0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand,  welches  unter  dem  Integral- 
zeichen den  Factor  sin  s  x  enthält,  verschwindet  offenbar  für  s  =  0, 
und  nimmt  für  je  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von 
s  ebenfalls  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  an.  Summiren 
wir  daher  den  vorstehenden  Ausdruck  für  alle  ganzen  Zahlwerthe 
s  von  —  00  bis  -|-  oo ,  so  ergiebt  sich 

im  71 

r-^- =r  z/T/Smjr  =  2   I  cosl  8 -\- )  cos  sxdx. 

Va  ^  _oo7         \        SmTcJ 

0 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  genau  so  gebaut  wie  in 
dem  Satze  am  Schiasse  des  vorhergehenden  Paragraphen;  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

/(ic)  =  cos((5  f -^— ), 

so  erhalten  wir 

z/  VSnür==2  n  {|/(0)  -1-/(2  ;r)  +  •  •  •  -l-/(2(2m  —\)%)^  |/(4m;r)}, 

wo  links  die  Quadratwurzel 

y« 

positiv  zu  nehmen  ist.  Nun  ist  ferner,  wenn  s  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet, 

/(4wjr  -{-2s7t)  =f(2s7t), 
also 

/(2s;r)  =  i/(2s7r)  4- |/(4m:r  4- 2  s;r); 
mitliin  kann  die  in  den  Parenthesen  eingeschlossene  Summe  auch 
in  die  Form 

|2/(2sjr) 
gebracht  werden,  wo  der  Buchstabe  s  die  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (4m  — 1) 
oder  irgend  ein  anderes  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den 
Modul  4  m  durchlaufen  muss ;  und  man  erhält  also 
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71 


^  VSmTt  =  ;r  S  cos  (  d  -f  «2 

Setzt  man  ferner  4:m  =  n,  so  dass  n  irgend  eine  ganze  po- 
sitive, aber  durch  4  theilbare  Zahl  bedeutet,  und  bezeichnet  man 
mit  Vn  undy^jr  die  j90s^h*^' genommenen  Quadratwurzeln  aus  >^  und 
Iä,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

^yn==Vl^'  2  cos  fd-^s^'^Y 

wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  n  durch- 
laufen muss.     Nun  ist 

jd  =z  p  cos  8  —  g  sin  d, 
wo  p,  q  die  obigen  Integralwerthe  bedeuten ,  die  von  n  und  dem 
willkürlichen  d  ganz  unabhängig  sind ;  wir  können  daher  p  und  q 
durch  eine  specielle  Annahme  für  w,  am  einfachsten  durch  die  An- 
nahme n  =  4:  bestimmen;  auf  diese  Weise  erhalten  wir 

2  (p  cos  d  —  q  sin  d)  =  2  (cos  d  —  sin  8)  V|  tt, 
und  in  Folge  der  Willkürlichkeit  von  8 

Nachdem  so  die  Werthe  von  p  und  q  gefunden  sind,  nimmt  unsere 
obige  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

^  cos  (8  -f  s2  — ^  =  (cos  8  -  sin  5)  Vn , 

und  sie  zerfällt  in  die  beiden  folgenden: 

y  cos  ( .s^  -^  )  =  Vn 
\      ^J 

•    Ssin(s2^)  =  V^; 

hierin  bedeutet  also  n  jede  beliebige  ganze  positive  Zahl,  welche 
^  0  (mod.  4)  ist,  und  V>^  die  positiv  genommene  Quadratwurzel 
aus  n.  Bezeichnet  man  zur  Abkürz.ung  V—l  mit  ^,  und,  wie  ge- 
wöhnlich, mit  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  so 
kann  man  beide  Gleichungen  in  die  eine  Gleichung 

2  e  ■  «    =:  (1  +  ^)  Vn 

zusammenziehen,  in  welcher  der  Buchstabe  s  ein  vollständiges  Rest- 
system (mod.  n)  zu  durchlaufen  hat. 
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Wir  wollen  jetzt  Summen  betrachten,  welche  die  vorstehende 
als  sjDeciellen  Fall  enthalten;  wir  bezeichnen  mit  n  irgend  eine 
ganze  positive  Zahl,  mit  h  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl,  und  setzen  zur  Abkürzung 

wo  der  Summationsbuchstabe  s  irgend  ein  vollständiges  Restsystem 
in  Bezug  auf  den  Modulus  n  durchlaufen  muss.  Mit  Hülfe  dieser 
Bezeichnungsweise  können  wir  den  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satz  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

9  (1,  n)  =  (1  +  «')  V^^     wenn     n  ^  0  (mod.  4). 
Der  Ausdruck  (p(h,n)  besitzt    nun  die  folgenden   drei  Eigen- 
schaften : 

1.  Ist  Ji  ^  h'  (mod.  n)^  so  ist 

q)  (h,  n)  ■=  (p  (h\  n) ; 
dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  für  jeden  ganzzahligen  Werth 
von  s  stets 

^       n    -—  Q        n 

ist. 

2.  Ist  a  relative  Primzahl  gegen  w,  so  ist 

cpQia'^,  n)  =  (pQi,  n); 
denn  es  ist 

2h7Ti 

und  wenn  s  ein  vollständiges  liestsystem  nach  dem  Modul  n  durch- 
läuft, so  gilt  (nach  §.  18)  dasselbe  von  as. 

3.  Sind  m,  n  irgend  zwei  relative  Primzahlen ,  und  beide  po- 
sitiv, so  ist 

cp  (hm,  n)  cp  (Im,  m)  =  (p  (h  *^^^0- 
Es  ist  nämlich 

Dirichlet,   Zahlentheorie.  19 
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^  2fnn7li  2f,nni 

cp  {Jim,  n)  =  S  e'     "    ,   g?  {hn,  m)  =  2  ^     '"  , 

wo  die  Buchstaben  s ,  t  vollständige  Restsysteme  resp.  in  Bezug 
auf  die  Moduln  w,  m  durchlaufen  müssen;  und  folglich  ist 

fpQim^  n)  (pQin,  m)  =  ^  e^  «      »«>'      ', 

wo  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  auf  alle  mn  Com- 
binationen  jedes  Werthes  von  s  mit  jedem  Werthe  von  t  bezieht. 
Da  nun 

ms'-      nP  _  (ms-^nty 

— —  — j—  —  Jt  ST 

n         m  mn 

ist,  und  alle  Multipla  von  2  7t i  im  Exponenten  fortgelassen  werden 
können,  so  ist  auch 

2Ä77J 

Cp  (hm,  n)  cp  (Im,  m)  =  S  e  "'"  , 

wo  das  Summenzeichen  sich  wieder  auf  sämmtliche  Werthe  von  s 
und  t  bezieht.    Setzt  man  nun 

ms  -\-  nt  =  r, 
so  nimmt  r,  wenn  s  und  t  alle  ihnen  zukommenden  Werthe  durch- 
laufen, im  Ganzen  7nn  Werthe  an,  und  zwar  sind  diese  alle  incon- 
gruent  nach  dem  Modulus  mw,  denn  aus 

ms  -]-  nt  ^  7ns'  -f  7it'  (mod.  7nn) 
folgt 

ms  ^  7}is'  (mod.  n),     nt  ^  7it'  (mod.  m) 

und  folglich,  da  m  und  n  relative  Primzahlen  sind, 

s  ^  s'  (mod.  n),    t  ^  t'  (mod.  7n) ; 

d.  h.  die  Zahl  r  nimmt  nur  dann  Werthe  an,  welche  nach  dem 
Modul  m  n  congruent  sind,  wenn  die  Werthe  von  s  congruent  nach 
dem  Modul  n,  und  gleichzeitig  die  Werthe  von  t  congruent  nach 
dem  Modul  m  sind.  Den  mn  verschiedenen  Combinationen  von 
s  und  t  correspondiren  daher  mii  Werthe  von  r,  welche  nach 
dem  Modul  mn  incongruent  sind,  und  folglich  bilden  diese  Werthe 
von  r  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  mn.  Es  ist 
folglich 

cp(hm,  n)  (p(hn,  m)  =z  "^  e    '"«  =  cp  (/?,  mn), 
was  zu  beweisen  war. 
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Mit  Hülfe  dieser  Sätze  können  wir  nun  den  Wertli  von  g)(l,n), 
welcher  für  den  'Fall,  dass  n  ^  0  (mod.  4)  ist,  schon  in  §.  112 
gefunden  ist,  auch  für  alle  andern  Werthe  der  Zahl  n  bestimmen. 
Ist  zunächst  n  irgend  eine  ungerade  Zahl ,  so  nehmen  wir  in  dem 
letzten  Satz  des  vorigen  Paragraphen 

Ji  z=  1,     m  =  4, 
und  erhalten 

(jp(4,  n)  (p{n,  4)  =  ^(1,  4w); 

nun  ist  nach  dem  zweiten  Satze  des  vorigen  Paragraplien 

cp  (4,  n)  =  cp  (2\  n)  =  qp  (1,  «); 
ferner  ist 

(p(n,  4)r=.  2(1+«"), 
und  nach  dem  in  §.  112  gefundenen  Resultat 

9)(1,  An)  =  (l  +  i)VIn  =  2(l-f  ^Vn, 
wo  die  Quadratwurzel  Vn  wieder  positiv  genommen  werden  muss. 
Hieraus  ergiebt  sich  also 

g)(l,n)  .  2(1  +  ?:«)  ■=  2(1+0  Vn 
oder 

je  nachdem  nun  n  ^  1  oder  =  3  (mod.  4)  ist,  wird 

i^  =  i     oder  =  —  i 
und  folglich 

— i^  =  1     oder  =  r -.  —  «, 

lA-i"  1  —  ^ 

also 

(p  (1,  n)  —  Vn     oder   =  i  Vn; 

diese  beiden  Fälle  lassen  sich  aber  in  die  eine  Formel 

(f  (1,  n)  =  ?V.("-i)'''  Vn 

zusammenfassen. 

.     *  19* 
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Ist  endlich  n  durch  2,  aber  nicht  durch  4  theilbar,  also  das 
Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  setzen  wir  in  dem  dritten  Satze 
des  vorigen  Paragraphen  /t  =  1 ,  ferner  m  =  2,  und  \n  statt  >^, 
wodurch  allen  Bedingungen  desselben  Genüge  geschieht,  und  er- 
halten 

9(2,  1^^)  cp{\ih2)  =  9(1,^0; 
nun  ist  aber 

9(|n,  2)  =  0, 
und  folglich  auch 

cp  (1,  n)  ^  0. 

Wir  wollen  die  so  gewonnenen  Resultate  in  folgender  Tabelle 
zusammenfassen : 

qp(l,  n)  =:  (1  -\-i)yn^  wenn  n  ^  0  (mod.  4) 
9(1,  n)  —  iV4(^-^i)' Vn,  wenn  w  =  1  (mod.  2) 
9  (1,  n)  =  0,  wenn    n  "^  2  (mod.  4). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  aber  die  Bemerkung,  dass  die  in 
den  beiden  ersten  Formeln  vorkommende  Quadratwurzel  Vn  durch- 
aus positiv  genommen  werden  muss,  wie  es  sich  bei  der  Unter- 
suchung in  §.  112  herausgestellt  hat.  Ohne  diese  nähere  Be- 
stimmung würden  die  vorstehenden  Sätze  sich  auf  viel  einfachere 
Art  beweisen  lassen;  Gauss  wurde  zuerst  in  seiner  Theorie  der 
Kreistheilung  auf  die  Betrachtung  solcher  Summen  geführt*);  es 
ergiebt  sich  dort  ohne  Schwierigkeit  der  Werth  des  Quadrates  der- 
selben; der  viel  tiefer  liegenden  Bestimmung  des  Vorzeichens  der 
Quadratwurzel  widmete  er  aber  eine  besondere  Abhandlung**), 
in  welcher  er  auf  einem,  von  dem  hier  (in  §.  112)  eingeschlagenen 
gänzlich  verschiedenen  Wege,  nämlich  durch  rein  algebraische 
Zerlegung  dieser  Summen  in  Producte,  vollständig  zum  Ziele  ge- 
langte. 


*)  J).  A.  art.  356. 
**)  Summatio  quarumdam  serierum,  singularium.     1808. 
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Wir  suchen  nun  den  Werth  von  (p  Qi^  n)  auch  für  beliebige 
VVerthe  von  li  zu  bestimmen,  beschränken  uns  dabei  aber  auf  den 
Fall,  dass  n  eine  ungerade  Primzahl  ist ,  die  wir  mit  p  bezeichnen 
wollen.  Bezeichnen  wir  mit  «  die  sämmtlichen  i(p  —  1)  incon- 
gruenten  quadratischen  Reste  von  _^,  mit  ß  die  \  (p  —  1)  quadrati- 
schen Nichtreste,  so  ist  (nach  §.  33) 


da  ferner 


^  2hnt  2hni 

(p(h,p)  =  ^e     P   =  1  -f  2  >;  e' ~p~ 


2hni  ^  2h7li  2hni 

li-  1  e"  p  -f  ^  /  p  ='^  e    p   =0 


ist,  sobald  h  nicht  durch  j?  theilbar  ist,  so  können  wir  für  diesen 
Fall  mit  Benutzung  des  Legendre'schen  Symbols 

2h7li  2h7li  /  q\         ?^* 

(p  (h,  p)  z=zS  e'  p  —  V  /  p  =  V  l—\  e    p 
setzen,  wo  s  die  Werthe  1,  2  ...  (jp  —  1)  durchläuft.     Da  ferner 


©=©©•©(?)- 


1 
\p/        \pj  \pj'    \p/  \p/ 

ist,  so  wird 

e     p  , 


-*«  =  (f)-(7) 


oder,  da  h  nicht  theilbar  durch  p  ist,  und  folglich  hs  gleichzeitig 
mit  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  p  durchläuft 
(mit  Ausschluss  der  Zahl  ^  0), 


271  i 

~p' ; 


für  h  =  1  ergiebt  sich 

und  folglich  (nach  §.114) 

V  (Jh  P)  =  {-)  'P  (1,  P)  =  (^)  i^^^  YP 
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wo  die  Quadratwurzel  Vp  wieder  positiv  zu  nehmen  ist.  (Wenn 
h  durch  j9  theilbar  ist,  'so  ergieht  sich  unmittelbar  aus  der  Defi- 
nition dieser  Summen  (p  (/i,  p)  =  p.) 

Aus  dem  vorstehenden  Resultate  in  Verbindung  mit  dem  drit- 
ten Satze  des  §.113  lässt  sich  nun  auf  ganz  einfache  Weise  das 
Reciprocitätsgesetz  in  der  Theorie  der  (piadratischen  Reste  (§.  42) 
für  je  zwei  positive  ungerade  Primzahlen  p  und  q  ableiten.  Es  ist 
nämlich 


9^ 

und  ebenso 


Vi 
und  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

und  zwar   sind  alle  Quadratwurzeln  positiv   zu   nehmen,    woraus 
folgt,  dass 

Vpq=^Vp  Vq 
ist.     Nach  dem  dritten  Satze  des  §.  113  ist  nun 

^(P^  fl)  9fei>)  =  9^(^:P(lh 
folglich 

und  also 


(f )  (f ) 


wo  zur  Abkürzung  X  für 

gesetzt  ist;  da  nun 

(P  -f-  1)  Ö  -f  1)  —  2  ^  2  (mod.  4) 


ist,  so  erhalten  wir 


womit  der  Reciprocitätssatz  von  Neuem  bewiesen  ist.     Dieser  Be- 
weis rührt  ebenfalls  von  Gauss  her*). 


*)  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.     1808. 
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Auf  ganz  ähnliche  Art  lassen  sich  die  Sätze  (§§.  40,  41)  über 
die  Zahlen  —  1  und  2  beweisen.     Aus  dem  obigen  Satze 

«p  (/',  p) = (I)  <p  (1,  p) = (jy''"'~"'vp 

folgt  nämlich 
andererseits  ist 

„.,2;r(-0 

cp  i—  1,  p)  =  le      p     , 

und  hieraus  folgt,  dass  cp  ( —  1,  j>)  durch  Vertauschung  von  i  mit 
-~  i  aus  9(1,  ^)  hervorgeht,  dass  also 

(f  (—  1,  p)  =  (—  iyU(p-^)'  Yp 
ist;    durch  Vergleichung    dieser  beiden  Ausdrücke,  in  denen  y'p 
beide  Male  positiv  zu  nehmen  ist,  ergiebt  sich  aber 


(t)  =  <■ 


l)y.(p-i)2  =  (._  i)V2(P-i), 


Setzen  wir  ferner  in  dem  dritten  Satz  des  §.113 

/^  =  1,    m  =  8,    n  :=  p^ 
so  erhalten  wir 

9(8,  2>)  9?(i>,  8)  =  9(1,  8ij); 
nun  ist  aber 

9  (1:  ^p)  =  (1  +  0  V^jj  =  iVp  .  c'/«^', 
ferner 

qp(j),  8)  =  ie'/^P''', 

ferner  (nach  dem  zweiten  Satze  des  §.  113) 

(p(8,p)  =  cp{2.2-\p)  =  cp(2,p), 
d.  h. 

v  (8,  P)  =  (j)  'P  (1,  P)  =  (j)  «•'^■"'-«^  yp ; 

setzen  wir  diese  Werthe  für  9  (8,  p^)^  cp  (p^  8)  und  qp  (1,  8^)  in  die 
vorangehende  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 

und  hieraus  folgt  leicht 


(f)  =  (-i)«"'-"- 


Auf  diese  Weise  sind  alle  Hauptsätze  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Reste  von  Neuem  bewiesen. 
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Für  den  Fall,  class  p  eine  ungerade  Primzahl,  und  h  irgend 
eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl  ist,  haben  wir  im  vorigen 
Paragraphen  folgende  Gleichung  erhalten 

welche,  wenn  man  den  für  (p  (1,  p)  gefundenen  Werth  einsetzt,  in 
die  folgende  übergeht: 

2  (y)«'^"  =(})»«-''' Vi>;  ■    (1) 

soll  dieselbe  auch  für  den  vorher  ausgeschlossenen  Fall,  in  welchem 
h  ^  0  (mod.  p)  ist,  ihre  Gültigkeit  behalten ,  so  müssen  wir  über- 
einkommen, immer 


(})- 


zu  setzen,  wenn  h  durch  j)  theilbar  ist;   denn  die  linke  Seite  der 
Gleichung  wird 


^(7) 


0, 


weil  die  Anzahl  der  quadratischen  Reste  genau  gleich  ist  der  An- 
zahl der  quadratischen  Nichtreste.  Nach  dieser  Erweiterung  des 
von  Legendre  eingeführten  Zeichens  wird  ferner,  wenn  man  an  der 
in  §.  46  gegebenen  Erklärung  des  Jacobi'schen  Symbols  fest- 
hält, stets 


0, 


wenn  m  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist. 

Die  Gleichung  (1)  gilt  jetzt  allgemein  für  jede  positive  unge- 
rade Primzahl  p,  wenn  Ji  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  die 
Summation  linker  Hand  darfauch  auf  die  Zahlclasse  s^O(mod.p) 
ausgedehnt  werden.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  dieser  Satz  über 
ungerade  positive  Primzahlen  p  sich  genau  in  derselben  Fassung 
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auch  auf  jede  positive  ungerade  zusammengesetzte  Zahl  P  über- 
tragen lässt,  welche  durch  keine  Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar 
ist.    Wir  setzen  also 

P  =  |) j)'j)"  ... 

wo  p,  j/,  p"  .  .  .  lauter  positive  ungerade  und  von  einander  ver- 
schiedene Primzahlen  bedeuten,  und  führen  der  Bequemlichkeit 
halber  folgende  Bezeichnung  ein: 

Schreiben  war  nun  für  jede  der  Primzahlen  p,  p\  p"  .  .  .  die  obige 
Gleichung  (1)  auf: 

und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

sQ  +  s'Q'-h  s"  Q"i-  -  "  =  m, 
so  ergiebt,  da  auch  nach  der  neuen  Erweiterung  des  Legendre'- 
schen  Symbols  stets 

\j)  \7J  \7')  *  "  "^  w 

ist,  die  Multiplication  aller  dieser  Gleichungen  folgendes  Resultat 

p) 

wo  yV  wieder  positiv  zu  nehmen  ist,  und  das  Summenzeichen  lin- 
ker Hand  sich  auf  alle  j)2>'j)"  .  .  .  =  P  Combinationen  aller  Werthe 
von  s,  s',  s"  .  .  .  bezieht.  Zunächst  leuchtet  nun  ein,  dass  je  zwei 
verschiedenen  dieser  Combinationen  auch  zwei  nach  dem  Modulus 
P  incongruente  Werthe  von  m  entsprechen;  denn  aus 


( 
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sQ^s'Q'  +  s"Q"i-  ...  =  tQ-^fQ'  +  rQ"-\-  •  •  •  (mod.  P) 
würde,  da  §',  Q"  .  .  .  sämmtlicli  ^  0  (mod.  ij)  sind,  folgen,  dass 

sQ  =  tQ  (mod.  p), 
und,  da  Q  relative  Primzahl  zu  ^  ist,  auch 

s  ^  t  (mod.  p) 
wäre;  ähnlich  würde  aus  derselben  Annahme  gleichzeitig 

s'  =  t'  (mod.  p') ;    s"  =  f  (mod.  p")  .  .  . 
folgen,  so  dass   also   die  beiden   Combinationen  s,  s\  s"  .  .  .   und 
t,  t\  t"  .  .  .  identisch  wären.     In  der  Tliat   durchläuft  also  m  ein 
vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modulus  P.     Ferner 
ist  nun 

(j)=('^^''^'y'^'+-')=(f)=(f-)(f). 

und  ebenso 

(7)  ="  (7)  (7)'  (7)  ^  (7)  W')'"' 

folglich  auch,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  multiplicirt, 

©-(7)©(?)-(l)(f)(f)- 

Multiplicirt  man  daher  beide  Seiten  der  obigen  Gleichung  (2)  mit 

(l)©{f)-- 

so  erhält  man 

wo  rechts  zur  Abkürzung 


gesetzt  ist.     Da  nun  ferner 

{7)  ^  (7)  (7)'" 
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ist,  so  erhält  man  diircli  Multiplication 

(l)©(f)^-"(f)(f). 

wo  das  Prodiictzeiclien  FI  sicli  auf  alle  inögliclien  Paare  von  je 
zwei  verscliiedenen  Primzahlen  j>; ,  p'  bezieht.  Da  nun  nach  dem 
Reciprocitätssatze 

fjL\  (2-\  —  (_  iy/->(p-i) .  Vdp'-i)  r=  iVz(p--^)(p'-i) 
ist,  so  erhält  man 

(f)  (f )  (f ) — •-;-"■■"-• 

WO  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  wieder  auf  alle  Combi- 
nationen  von  je  zwei  verschiedenen  Primzahlen  j?,  p'  bezieht;  es 
ist  ferner 

folglich 

V  fll\  /^  ^  ('^Y,-iy.(i'-i)+v.O''-i)+-]^yp. 

Da  endlich  (vergl.  §.  46) 

^= (1  +  Qj  - 1))  (1  f  (y  - 1))  (1  +  kf-  D) . . . 

=  1  +  (i*-  1)  +  (/-  1)  +  (f-\)  +  •  •  •  (mod.  4) 
und  folglicli 

P— 1         p  —  \,  p'  —  l    ,  p"—1     ,  /       1    r,^ 

__  ^  l__  +i__  +L_  +  .  .  .  (mod.  2) 

und  hieraus 

ist,  so  ergiebt  sich  schliesslich 

h 


1 


(^)/^-==(A).-v.(-i)^VP„ 


worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht.  Nimmt  man  h^O  (mod.  P). 
so  erhält  man  wieder  den  (in  §.  52.  I.  bewiesenen)  Satz 


II.   lieber  den  Grenzwertli  einer  unendlichen  Reihe. 


117. 


Lehrsatz:  Sind  a  und  h  zwei  joositive  Constanten^  so  convergirt 
die  unendliche  lleihe 

^  "  h^^-Q  "^  (&  4-  ay-^Q      {h-\-  2a)^+(?  "^  {h  +  ?>ay+Q  "^ 
für  jeden  positiven   Werth  von  ^,  und  hei  unbegrenzter  Ähnahme 
dieser  positiven  Zahl  q  nähert  sich  das  Froduct  q  S  dem  Grenz- 
werthe  a-^. 

Beweis.  Construiren  wir  für  einen  bestimmten  positiven 
Werth  von  q  die  Curve,  deren  Gleichung  in  Bezug  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem 

_  _1_ 

y  —  ^i+Q 

ist,  so  hat  die  Fläche ,  welche  zwischen  ihr  und  der  unendlichen 
positiven  Abscissenaxe  liegt,  von  äj  =  &  an  gerechnet,  den  end- 
lichen Werth 

/  ydx  =  —r-  • 
J  -^  QhQ 

b 

Die  Ordinaten  der  Curve,  welche  den  Abscissen 
?/,    &  +  a,    &-|-2a,    h-\-Sa... 
entsprechen,  sind 


Grenzwerth  einer  Reihe.  301 

1  1  1 


ihre  Fusspuncte  sind  äquidistant  und  zerlegen  die  Ahscissenaxe 
in  unendhch  viele  Stücke  von  der  Grösse  a.  Construirt  man  über 
jedem  dieser  Stücke  als  Grundlinie  ein  Rechteck,  dessen  Höhe 
gleich  der  letzten  Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  haben  diese 
Kechtecke  der  Reihe  nach  den  Flächeninhalt 


Da  nun  die  Ordinate  y  der  Curve  mit  stetig  wachsendem  x  stetig 
abnimmt,  so  ist  jedes  dieser  Rechtecke  kleiner  als  der  über  dem- 
selben Abscissenstück  liegende,  bis  zur  Curve  ausgedehnte  Flächen- 
streifen, und  folglich  ist  die  Summe  von  noch  so  vielen  jener 
Rechtecke  stets  kleiner  als  die  gesammte,  oben  von  der  Curve  be- 
grenzte Fläche;  d.  h.  es  ist 

^  ,  a  ,  a  .  1 


(b-i-ay+Q  '   (b  +  2ay+Q  '   (b-i-'day+Q    '  QbQ  ' 

oder  es  ist,  wenn  auf  beiden  Seiten  ab~'^~Q  addirt  wird, 

woraus  folgt,  dass  die  aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehende 
Reihe  S  wirklich  für  jeden  positiven  Werth  von  q  convergirt. 

Construirt  man  nun  über  jedem  der  obigen  Abscissenstücke 
als  Grundlinie  ein  zweites  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  der  ersten 
Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  sind  diese  Rechtecke,  deren  Flächen- 
inhalt gleich 

a  a  1 

b^ '    (b  4-  ay+Q '    (b-\-2ay+Q  '  *  * ' 

nothwendig  grösser  als  die  über  denselben  Stücken  liegenden,  bis 
zur  Curve  fortgesetzten  Flächenstreifen,  aus  dem  schon  oben  an- 
geführten Grunde ,  weil  mit  wachsendem  x  die  Ordinate  y  stetig 
abnimmt.  Die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  ist  daher  grösser 
als  die  gesammte,  oben  von  der  Curve  begrenzte  Fläche ,  d.h. 
es  ist 

QbQ 
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Auf  diese  Weise  ist  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  ^  und  folg- 
lich auch  der  des  Productes  q  S  in  zwei  Grenzen  eingescldossen ; 


es  ist  nämlich 


Wenn  nun  der  positive  Werth  q  unendlicli  klein  wird,  so  nähert 
sich  sowohl 

—7- ,  als  auch    — ; — |-  ,  ^   ■ 

einem  und  demselben  Grenzwerth  a-^ ;  mithin  muss  auch  das  Pro- 
duct  qS  sich  demselben  Grenzwerth  «~^  nähern,  was  zu  bewei- 
sen w^ar. 


§.  118. 


Der  so  eben  bewiesene  Satz  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden,  welcher  seiner  zahlreichen  Anwendungen  wegen  von 
der  grössten  AVichtigkeit  ist : 

Es  sei  K  ein  System  von  ^^ositiven  ZahlwertJien  Je,  und  T 
diejenige  unstetige  Funetion  von  einer  positiven  stetigen  Veränder- 
lichen t^  welche  angieht^  tvie  viele  der  in  K  enthaltenen  Zahlwerthe 
1c  den  Werth  t  nicht  übertreffen;  wenn  nun  mit  unendlicli  ivachsen- 
dem  t  der  Quotient  T :  t  sich  einem  bestimmten  endlichen  Grenz- 
werthe  0  nähert,  so  convergirt  die  Beihe 

S=  ^     ^ 


k'+Q 


für  jeden  positiven   Werth  von  g,  und  das  Vroduet  q  S  nähert  sich 
mit  unendlich  abnehmendem  q  demselben  Grenziverthe  ca. 

Es  wird  gut  sein,  dem  Beweise  dieses  allgemeinen  Princips*) 
einige  erläuternde  Bemerkungen  vor  anzuschicken.  Zufolge  der 
Bedeutung  von  T  entspricht  jedem  endliclien  Werthe  von  t  auch 


*)  Dirichlet:  Recherches  etc.     §.  1.  —  Dirklüet:    Sur  nn  thcoreme  re- 
latif  aux  serics,  Crellc's  J-ournal  15(1.  LTII. 
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ein  endlicher  Wertli  von  T;  denn  wären  in  K  unendlicli  viele 
Zcalilen  Tz  enthalten,  welche  den  endlichen  Werth  t  nicht  übertreffen, 
so  würde  auch  jedem  grossem  Wertlie  von  t  eine  unendliche  An- 
zahl T  entsprechen ;  es  würde  daher  das  Verhältniss  T :  t  fort- 
während unendlich  gross  sein;  dies  widerspricht  aber  der  Annahme, 
dass  T :  t  sich  einem  endlichen  Grenzwerth  cj  mit  wachsendem 
t  nähert.  Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  die  ganze  Zahl  T  nur 
dann  ihren  Werth  ändert,  wenn  t  einen  Werth  erreicht,  welcher 
einer  oder  mehreren  einander  gleichen  in  K  enthaltenen  Zahlen 
Iv  gleich  ist,  und  zAvar  wird  T  dann  plötzlich  um  ebenso  viele 
Einheiten  zunehmen,  als  es  Zahlen  h  giebt,  welche  diesem  Werth 
t  gleich  sind. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wenn  K  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Zahlwerthen  h  besteht,  leuchtet  die  Richtigkeit  des 
obigen  Satzes  unmittelbar  ein ;  denn  sobald  t  dem  grössten  dieser 
Werthe  /j  gleich  geworden  ist,  bleibt  T  bei  weiter  wachsendem 
t  unverändert;  es  ist  folglich  05==:  0;  und  da  andererseits  die 
Summe 

einen  endlichen  Werth  hat,  so  wird  auch  das  Product  ^  S  mit  un- 
endlich kleinem  q  ebenfalls  unendlich  klein  werden. 

Ebenso  bestätigt  sich  der  allgemeine  Satz  in  dem  speciellen 
Falle,  welcher  in  dem  vorigen  Paragraphen  behandelt  ist.  Das 
System  K  besteht  dort  aus  den  sämmtlichen  Zahlen  von  der  Form 
h-\-na^  die  den  sämmtlichen  Werthen  0,  1,  2,  3  .  .  .  von  n 
entsprechen ;  wenn  nun  t  =  h  -}-  na  oder  >  ö  -f  na,  aber 
<  &  -|-  (w  -|~  1)  a  ist,  so  ist  entsprechend  T  =  -^  -f  1 ,  und  folglich 
nähert  sich  der  Quotient  T :  t  mit  unendlich  wachsendem  t ,  also 
auch  mit  unendlich  wachsendem  n  dem  Grenzwerth 

1 
G3  ==  — ; 

a 

und  in  der  That  haben  wir  gefunden,  dass  dieser  Werth  auch  zu- 
gleich der  Grenzwerth  des  Productes  qS  ist,  wenn  die  positive 
Grösse  q  unendlich  klein  wird. 
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§.  119. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Beweise  des  allgemeinen  Satzes  über 
und  beginnen  damit,  die  in  K  enthaltenen  Zahlwerthe  Iz  ihrer 
Grösse  nach  zu  ordnen  und  mit  Indices  zu  versehen,  in  der  Weise, 
dass 

^1  ^  7*^2  ^  ^3  ^  Ih  ^  h  '  '  ' 
wird;  dies  ist  offenbar  möglich,  da  unterhalb  eines  beliebigen  end- 
lichen positiven  Werthes  t  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlwerthen  jt  vorhanden  ist;  sind  mehrere  Zahlen  h  gleich  gross, 
so  muss  jede  einzelne  ihren  besondern  Index  erhalten,  so  dass  dann 
mehreren  auf  einander  folgenden  Indices  gleich  grosse  Zahlwerthe 
h  entsprechen. 

Sehen  wir  ab  von  dem  interesselosen  Falle,  in  welchem  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  h  vorhanden  ist,  so  lässt  sicli 
zunächst  zeigen,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  auch  der 
Quotient 

K  =  Y 

sich  demselben  Grenzwerth  a>  nähert,  und  durch  diese  Bemerkung 
wird  dann  der  allgemeine  Satz  auf  den  vorher  (§.117)  behandelten 
speciellen  Fall  zurückgeführt. 

In  der  That,  wenn  8  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene 
Grösse  bedeutet,  so  kann  man  entsprechend  einen  positiven  Werth  r 
immer  so  gross  wählen,  dass  für  alle  Werthe  t^r  die  Bedingung 

T 

t 

erfüllt  ist.  Es  sei  ferner  v  derjenige  Werth  von  T,  welcher  t  =  z 
entspricht,  also  hj,  ^  t  <  Jc^^+i,  und  n  irgend  eine  der  positiven 
ganzen  Zahlen  v  -\-  1,  v  -\- 2,  v  -\-  S  .  .  .;  dann  ist  jedenfalls  ^„>r, 
und  wenn  mehrere  auf  einander  folgende  Grössen  k  denselben 
Werth  wie  hn  besitzen,  so  sei  hm+i  die  erste,  hr  die  letzte  von  ihnen, 
also  n  eine  der  Zahlen  m  -\-  1^  m  -\-  2  . . .  r,..  Nähert  sich  nun  t  von 
hjn  ab  wachsend  dem  Werthe  kn  immer  mehr  an,  so  bleibt  T  =  m, 
und  der  Quotient  T :  t  nähert  sich  abnehmend  unbegrenzt  dem 
Werthe  w^rfc,  und  da  m  <  n  ist,  so  folgt,  dass 
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T  <  ^'^ 
ist,  sobald  t  sehr  nahe  unterhalb  hn  Hegt;  für    f  =  'k,^  wird  aber 
T  =  r  ^  n^  und  folglich 

Da  nun  bei  diesem  Wachsen  von  t  <  Zc«  bis  t  =  hn  >  r  der  Quo- 
tient !":#  stets  zwischen  co  —  8  und  «  -f  d  liegt,  und  zugleich,  wie 
eben  gezeigt  ist ,  von  Werthen ,  die  <  hn  sind ,  auf  einen  Werth 
springt,  der  ^  hn  ist,  so  muss  auch  a  —  d<hn<G)  -{-  d  sein.  Wie 
klein  also  auch  8  sein  mag,  so  kann  n  stets  so  gross  gewählt  wer- 
den, dass  hn  definitiv  um  weniger  als  8  von  co  verschieden  wird, 
d.  h.  hn  nähert  sich  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  demselben 
Grenzwerth  cd. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  lässt  sich  der  Beweis  des   allge- 
meinen Satzes  leicht  führen.     Da  nämlich 

ist,  wo  hn  mit  unendlich  wachsendem  n  sich  dem  Grenzwerthe  cd 
nähert  und  folglich  endlich,  d.  h.  kleiner  als  eine  angebbare  Con- 
stante  H  bleibt,  so  ist  die  Summe  S'  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe  S  kleiner  als  das  Product  ausü'+i?  und  der  Summe  S'  der 
ersten  n  Glieder  der  folgenden  Reihe 

V  +  Q  ~  2^+Q  6^+Q 
da  nun  die  letztere  (nach  §.  117)  für  jeden  positiven  Werth  von 
Q  convergirt,  so  convergirt  auch  die  Reihe  S.  Setzt  man  nun 
S  ^  S'  +  S",  ©  r=  ©'  -I-  ©",  SO  wird  S"  =  h^+O  @" ,  wo  h  einen 
(jedenfalls  positiven)  Mittelwerth  [aus  den  Werthen  /i„+i,  hn+2  •  •  • 
bedeutet.  Ist  daher  8  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene  Grösse, 
und  n  so  gross  gewählt  (was  stets  möglich  ist),  dass  alle  diese 
Werthe  zwischen  co  —  8  und  a  -]-  8  liegen,  so  wird  auch  h,  und  für 
hinreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  7^'+?  zwischen  denselben 
Grenzen  liegen.  Da  ferner  (nach  §.  117)  das  Product  q(B"  mit 
unbegrenzt  abnehmendem  positiven  q  sich  der  Einheit  unendlich 
annähert,  so  wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  das 
Product  qS"  ^=h^+Q  .Q^"  zwischen  den  Grenzen  cj  —  8  und  a  -^  8 
liegen.    Da  endlich  q8'  gleichzeitig  unendlich  klein  wird,  weil  S'  nur 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  20 
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eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  enthält,  so  wird  für  sehr  kleine 
Werthe  von  q  auch  q  S  =  q  S'  -\-  qS"  zwischen  denselben  Grenzen 
(D  —  d  und  CO  -\-  d  liegen.  Hiermit  ist  also  auch  bewiesen ,  dass 
mit  unbegrenzt  abnehmendem  q  das  Product  q  S  sich  dem  Grens- 
wertJie  co  unendlich  annähert"^). 


*)  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  man  den  oLigfen  allgemeinen 
Satz  nicht  umkehren  darf.  Besteht  z.B.  das  System  K  aus  einer  Zahl  k  =  l, 
aus  (ö  —  1)  Zahlen  Je  =  6,  aus  {0^  —  6)  Zahlen  k  =  6%  aus  {6^  —  0^)  Zahlen 
]c  =  d^  u.  s.  f.,  wo  0  eine  positive  ganze  Zahl  >1  bedeutet,  so  ist  für  jeden 
positiven  Werth  von  q 

9-  1  -L_izJ_ 

'^  -    '^  o{dQ-iy 

und  das  Product  qS  nähert  sich  mit  unendlich  abnehmendem  q  dem  Grenz- 

werthe 

—    ^— ^ 
'"^  ~  öl^' 

während  der  Quotient  T  :  t  bei  unendlich  wachsendem  t  fortwährend  von 
dem  Werth  1  abnehmend  durch  w  hindurch  geht  bis  zu  dem  Werth  1  :  6, 
dann  aber  sogleich  wieder  zu  dem  Werth  1  zurückspringt,  um  von  Neuem 
denselben  Veränderungsprocess  zu  erleiden  (vergl.  §.  144). 


ni.   Ueber  einen  geometrisclien  Satz. 


§.  120. 

In  einer  Ebene  sei  eine  vollständig  begrenzte  Figur  F  von 
allenthalben  endlichen  Dimensionen  construirt,  deren  Flächeninhalt 
wir  mit  A  bezeichnen  wollen.  Sind  ferner  X  und  Y  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Axen,  und  construirt  man  parallel  mit  ihnen  zwei 
Systeme  äquidistanter  Parallelen,  welche  ein  über  die  ganze  Ebene 
ausgebreitetes  Gitter  bilden,  so  wird,  wenn  8  der  Abstand  je  zweier 
benachbarter  Parallelen,  und  T  die  Anzahl  der  Gitterpuncte  ist, 
welche  innerhalb  F  liegen,  das  Product  T8^  mit  unendlich  ab- 
nehmendem 8  sich  dem  Grenzwerthe  A  nähern*). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  das  System  der 
mit  Y  parallelen  Geraden  und  nehmen  der  Einfachheit  halber  an, 
dass  jede  derselben  die  Begrenzung  der  Figur  nur  zweimal  schnei- 
det; bezeichnen  wir  mit  h  die  Länge  des  innerhalb  F  liegenden 
Stückes  irgend  einer  solchen  Parallelen,  so  ist  h8  nahezu  der 
Flächeninhalt  des  zwischen  dieser  und  der  folgenden  Parallelen  ent- 
haltenen Theiles  der  Fläche  F,  und  es  wird  in  der  Lehre  von  der 
Quadratur  bewiesen ,  dass  die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  h  8 
sich  mit  unendlich  abnehmendem  8  dem  wahren  Flächeninhalt  A 
der  Figur  unbegrenzt  nähert.  Bezeichnen  wir  nun  mit  n  die  An- 
zahl der  auf  h  liegenden  Gitterpuncte  (wobei  es  gleichgültig  ist, 
ob  ein  zufällig  auf  der  Begrenzung  von  F  liegender  Gitterpunct 
mitgezählt  oder  ausgeschlossen  wird) ,  so  besteht  h  aus  {n—l) 
Stücken  =  8  und  aus  einem  Rest,  welcher  höchstens  ^=2  8   ist, 


')  Diriclilet:  Recherches  etc.  §.1. 

20* 
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so  dass  wir  Ji^=nd  -\-  sd  setzen  können,  wo  s  einen  positiven  oder 
negativen  echten  Bruch  bedeutet.    Es  ist  daher 

es  ist  ferner,  da  s  absolut  genommen  höchstens  =  1  ist,  die  Summe 
y  £0  höchstens  gleich  der  endlichen  Ausdehnung  der  Figur  F  in 
der  Richtung  der  Axe  X,  und  es  wird  daher  d  ^  ed  mit  d  gleich- 
zeitig unendlich  klein.  Folglich  nähert  sich  das  Product  Td^ 
demselben  Grenzwerthe  A^  welchem  sich  S  h8  nähert;  was  zu  be- 
weisen war. 

Es  leuchtet  übrigens  ein,  dass  dieser  Satz  nicht  an  die  Be- 
schränkung gebunden  ist,  nach  welcher  die  Parallelen  mit  der 
Axe  Y  nur  einmal  in  die  Figur  F  ein-  und  nur  einmal  aus  ihr  aus- 
treten. Man  kann  immer  die  Figur  F  als  ein  Aggregat  von  po- 
sitiven und  negativen  Flächentheilen  ansehen,  welche  einzeln  der 
angegebenen  Bedingung  genügen;  und  wendet  man  auf  jeden  ein- 
zelnen Theil  den  Satz  an,  so  ergiebt  sich  daraus  sofort  die  Richtig- 
keit desselben  für  die  ganze  Figur  F. 


IV.   Ueber  die  Geschlechter,  in  welche  die  Classen  der 
quadratischen  Formen  von  bestimmter  Determinante 

zerfallen*). 


§.  121. 

Ist  (a,  &,  c)  eine  quadratische  Form  von  der  DetermiÄante 
&2  —  ac  ==  D,  und  sind  ^,  ^'  irgend  zwei  durch  diese  Form  dar- 
stellbare Zahlen  (wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  die  darstellenden 
Zahlen  relative  Primzahlen  sind  oder  nicht),  so  lässt  sich  das  Pro- 
duct  ^  z'  stets  in  die  Form  x'^  —  D\ß  bringen ,  wo  x  und  y  ganze 
Zahlen  bedeuten;  denn  aus  der  Annahme 

z  =  aci''^1hay^cy\     z'  =  aß'^  i- 2hßd -]- c8^ 
folgt  (nach  §.  54),  dass  die  Form  (a,  &,  c)  durch  die  Substitution 
(^1  ^)  in  eine  Form  (^,  x,  z')  übergeht,  deren  Determinante  x'^  —  zz' 
von  der  Form  Dy'^  ist.  Aus  dieser  BemerJiung  lassen  sich  folgende 
Schlüsse  ziehen**). 

1.  Ist  ?  eine  ungerade  in  D  aufgehende  Primzahl,  so  hat  für 
alle  durch  l  nicht  theilbaren  Zahlen  w,  welche  durch  die  Form 
(a,  6,  c)  darstellbar  sind,  das  Symbol 


(t) 


einen  und  denselben  Werth.     Denn  sind  w  und   n'  irgend  zwei 
solche   durch   l   nicht  theilbare    und  durch  (a,  ?>,  c)  darstellbare 


*)  Dirichle^:  MechercJies  sur  diverses  appUcations  etc.  §§.  3,  6  (Crelle's 
Journal  XIX). 

**)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  artt.  229—231. 
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Zahlen,  so  folgt  aus  nn'  =  x'^  —  Bif^  class  nn'  ^  x'^  (mocl  ?),  und 
folglich 

(^)-  +  '.  «"»  (t)  =  (t) 

ist. 

2.  Ist  D  ^  3  (mod.  4) ,  so  hat  für  alle  ungeraden  durch  die 
Form  darstellbaren  Zahlen  n  der  Ausdruck 

einen  und  denselben  Werth.  Denn  sind  n  und  n'  irgend  zwei  solche 
ungerade  Zahlen,  so  ist 

nn'  =^  x''-  —  Dtf  ^  x'^  -\-iß  (mod.  4); 
da  ferner  nyi'  eine  ungerade  Zahl  ist,    so  muss  eine  der  beiden 
Zahlen    x ,  y    gerade ,    die   andere    ungerade  sein ;    hieraus  folgt 
nn'  ^  1  (mod.  4),  also  auch  n  ^  n'  (mod.  4),  und  hieraus 

(_  lyZ-iin-l)    ^r^  (_  l)Va(«'-l). 

3.  Ist  Z)  ^  2  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_  iy/H(n^-l) 

einen  und  denselben  Werth.     Denn  aus 

nn'  =  x'^  —  B'ip  ^  x'^  —  2y^  (mod.  8) 
folgt,  da  X  ungerade  ist,  nn'  ^  i:  1  (mod.  8) ,  also  auch  ^  ^  +  n' 
(mod.  8),  woraus  die  obige  Behauptung  sich  unmittelbar  ergiebt. 

4.  Ist  D  ^  6  (mod.  8) ,  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(^__  l)V2(n-l)  +  V8(«2-l) 

einen  und  denselben  Werth.    Denn  aus 

n  w' =  ^2  —  Z)^/"^  =  ^2  _|_  2  2/2  (mod.  8) 

folgt,  da  X  ungerade  ist,  nn'  ^  1  oder  ^  3  (mod.  8),  je  nach- 
dem y  gerade  oder  ungerade  ist;  dann  ist  entsprechend  n  ^  n' 
oder  ^  3n'  (mod.  8),  und  man  findet  leicht,  dass  in  beiden  Fällen 

n  —  1    ,    n^  —  1       n'—l    ,    n' ^  —  l  .      ^   ^. 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

5.  Ist  D  ^  4  (mod.  8) ,  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 
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einen  und  denselben  Werth.     Denn  aus  nn'  =  x^  —  JDy"^  folgt, 
da  X  ungerade  ist,  nn'  ^  1  (mod.  4),  also  n  ^  n'  (mod.  4). 

6.    Ist  D  ^  0  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  jeder  der  beiden  Ausdrücke 

(_l)V.(n-i)    ^ind    (— l)V8(«^-i) 
für  sich  einen  unveränderlichen  Werth.     Denn  aus 
nn'  =  x^  —  JDif  =  ^2=1  (mod.  8) 
folgt  n  ^  n'  (mod.  8). 


§.J[22. 

Auf  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  beruht  die  Ein- 
theilung  der  quadratischen  Formen  einer  gegebenen  Determinante 
D  in  Geschlechter]  wir  beschränken  uns  hier  auf  die  ursprüng- 
lichen Formen,  weil  das,  was  für  sie  gilt,  leicht  auf  die  anderen 
Formen  übertragen  werden  kann;  ausserdem  betrachten  wir  für 
den  Fall  einer  negativen  Determinante  nur  positive^  d.  h.  solche 
Formen,  deren  äussere  Coefficienten  positiv  sind.  Es  sei  also 
(a,  &,  c)  eine  ursprüngliche  Form  der  öten  Art  (§.  61),  so  wissen 
wir  (§.  93),  dass  man  den  Variabein  derselben  stets  solche  Werthe 
^,  y  beilegen  kann,  dass 

ax^-{-2bxy  -\-  cy'^ 

positiv  und  relative  Primzahl  zu  2  D  wird ;  dabei  ist  es  gleichgültig, 
ob  X  und  y  relative  Primzahlen  zu  einander  sind  oder  nicht.  Be- 
zeichnet man  nun  mit  ?,  ?',  l"  .  .  .  alle  von  einander  verschiedenen 
in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  hat  für  alle  durch 
eine  und  dieselbe  Form  (a,  &,  c)  erzeugten  Zahlen  6n  jedes  der 
Symbole 

/(5n\      /(Sn\      /6n\ 
und  folglich  auch  jedes  der  Symbole 
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für  sich  einen  unveränderlichen  Werth;  ist  ferner  D  nicht  ^  1 
(mocl.  4),  also  ö  =  1,  so  gilt  dasselbe,  je  nachdem  D  ^  3  (mod.4), 
B  =  2  (mod.8),  D  =  6  (mod.8),  D  =  4(mod.8),  B  =  0(mod.8) 
ist,  entsprechend  von  dem  Ausdruck 

oder  von  jedem  der  beiden  Ausdrücke 

(_l)y/n-l)      ui^a      (—  l)V8(n2-l). 

Die  Anzahl  dieser  Ausdrücke 


(!)•  (?) 


(_  i)V.(^^-i)  u.  s.  w., 


die  Avir  die  Charaktere  C  nennen  wollen,  hängt  nur  von  der  De- 
terminante B  ab  und  soll  im  Folgenden  immer  mit  X  bezeichnet 
werden;  offenbar  ist  l  gleich  der  Anzahl  der  in  B  aufgehenden 
ungeraden  Primzahlen  ?,  ?',  V  .  .  .,  wenn  Z)  ^  1  (mod.  4);  in  den 
übrigen  Fällen  mit  Ausnahme  von  D  ^  0  (mod.  8)  ist  sie  um  1 
und  im  Falle  Z)  ^  0  (mod.  8)  ist  sie  um  2  grösser.  Das  System 
der  bestimmten  Werthe  +  1 ,  welche  diesen  X  Charakteren  C  für 
eine  bestimmte  Form  {a^  &,  c)  zukommen,  wollen  wir  den  Total- 
CharaUer  dieser  Form  nennen.  Nach  dem  Ausfall  dieses  Total- 
Charakters  theilen  wir  sämmtliche  ursprüngliche  Formen  von 
gleicher  Determinante  und  gleicher  Art  in  Geschlechter  ein,  indem 
wir  je  zwei  Formen  in  dasselbe  Geschlecht  oder  in  zwei  verschie- 
dene Geschlechter  werfen,  je  nachdem  der  Total-Charakter  der 
einen  Form  mit  dem  der  andern  identisch  ist,  oder  nicht;  ein 
Geschlecht  ist  hiernach  der  Inbegriff  aller  ursprünglichen  Formen 
von  gleicher  Determinante  und  gleicher  Art,  für  welche  jeder  der 
l  Charaktere  C  für  sich  genommen  denselben  Werth  besitzt.  Da 
nun  alle  Zahlen  ön,  welche  durch  eine  bestimmte  Form  darstellbar 
sind,  auch  durch  alle  mit  ihr  äquivalenten  Formen  dargestellt 
werden  können,  so  gehören  alle  Formen  einer  und  derselben 
Classe  auch  in  ein  und  dasselbe  Geschlecht]  ein  Geschlecht  ist  da- 
her immer  der  Inbegriff  einer  bestimmten  Anzahl  von  Formen- 
Classen.  Da  ferner  jeder  der  A  Charaktere  C  zwei  einander  ent- 
gegengesetzte Werthe  haben  kann,  so  leuchtet  ein,  dass  die  sämmt- 
lichen  ursprünglichen  Formen  von  einer  gegebenen  Determinante 
B  und  von  der  öten  Art  höchstens  2^  verschiedene  Genera  bilden 
können. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  die  äussern  Coefficienten  einer 
Form  immer  durch  diese  Form  dargestellt  werden,  wenn  man  der 
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einen  Variabebi  den  Werth  1,  der  andern  den  Werth  0  beilegt; 
mithin  können  die  Charaktere  dieser  Form  immer  aus  einem  dieser 
beiden  Coefficienten  erkannt  werden. 

Beispiel  1 :     Für  die  Determinante  D  =  —  35  =  1  (mod.  4) 
bilden  (§.  67)  die  sechs  Formen 

(1,  0,  35),    (5,  0,  7),    (3,  ±  1,  12),    (4,  ±  1,  9) 

ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver)  Formen  der 
ersten  Art,  und  die  beiden  Formen 

(2,  1,  18),    (6,  1,6) 
ein  solches  Formensystem  der   zweiten  Art.      Um   diese  Formen 
(oder  die  durch  sie  repräsentirten  Classen)  in  Geschlechter  einzu- 
theilen,  haben  wir  die  beiden  Charaktere 


ft)  "^  (?) 


zu  betrachten,  und  dsi  l  ==  2  ist,  so  sind  für  jede  der  beiden 
Formenarten  höchstens  vier  Geschlechter  zu  erwarten.  Die  wirk- 
liche Untersuchung  ergiebt  als  Resultat  folgende  Tabelle 


(«,  i>,  c) 

© 

© 

(1,  0,  35) 

+ 

-f 

(5,  0,  7) 

— 

— 

(3,  ±1,12) 

— 

— 

(4,  ±1,9) 

+ 

-f 

(2,  1,  18) 

4- 

+ 

(6,  1,  6) 

— 

— 

Es  zeigt  sich  also,  dass  jedes  der  beiden  Systeme  nur  in  ^wei  ver- 
schiedene Geschlechter  zerfällt;  die  drei  Formen 

(1,0,35),     (4,  ±1,9) 

bilden  ein  Geschlecht,  dessen  Total-Charakter  durch 


(!■)=+'■  (f)=+' 
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bestimmt  ist ;  die  drei  anderen  Formen 

(5,0,7),     (3,  ±1,12) 
bilden  ein  zweites  Geschlecht,  dessen  Total-Charakter  durch 

n 


■  (t)  = 


5 -        ' 

bestimmt  ist.  Und  jede  der  beiden  Formen  der  zweiten  Art  bildet 
ein  Geschlecht  für  sich. 

Beispiel  2:     Für  die  Determinante  D  :=  —  5^3  (mod.  4) 
bilden  (§.  71)  die  beiden  Formen 

(1,0,5),     (2,1,3) 
ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver)  Formen ;  um 
sie  in  Geschlechter  einzutheilen,  müssen  wir  die  beiden  Charaktere 

(_l)V.(n-i)   ^nd    (j) 
betrachten.     Der  Form  (1,  0,  5)  entspricht 

und  der  Form  (2,  1,  3)  entspricht 

Jede  dieser  beiden  Formen  bildet  also  ein  Geschlecht  für  sich; 
da  /l  =r  2  ist,  so  ist  auch  hier  die  Anzahl  der  Geschlechter  nicht 
=  2^,  sondern  nur  =  2^~^. 

Beispiel  3:      Für    die   Determinante    D  =  24  ^  0  (mod.  8) 
findet  man  leicht  (nach  §§.  75,  78,  82),  dass  folgende  vier  Formen 

(1,4,-8),    (-1,4,8),    (3,3,-5),   (-3,3,5) 
ein  vollständiges  Formensystem  bilden;  es  sind  hier  die  folgenden 
drei  Charaktere  zu  betrachten : 

(_!)%(«-!),      (_l)Va(«^-l),      g); 

der  ersten  der  obigen  Formen  entspricht 

(_  1)%(»-1)  =  +  1 ,      (_  1)V.(..-I)  =  +  1 ,      Q.^  =  +  1 ; 

der  zweiten 

(_iy/.(„_„=_l^     (_l)V.f»--i)  =  +  l,      (l^^-l; 

der  dritten 
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(__1)V.(.-I)=._1,      (_1)W.'-1)=_1,      (^|^=+l; 


und  der  vierten 


(_  l)V.(n-l)   =z  +  1  ,       (_  1)V8(«2-1)  =   —  1,      {^\  =   —1. 

Auch  hier  zeigt  sich  also,  dass  die  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen 
Geschlechter  nicht  =  2\  sondern  nur  =  2^"^  ist. 


§.  123. 

Mit  Hülfe  des  Reciprocitätssatzes  lässt  sich  nun  in  der  That 
nachweisen,  dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  Geschlechter  höchstens 
=  2^  ^  ist.  Wir  setzen  D  =  D'S'-^  wo  S'^  das  grösste  in  D  auf- 
gehende Quadrat  bezeichnet,  und  legen  den  Buchstaben  d\  £,  P 
dieselbe  Bedeutung  in  Bezug  auf  D'  bei,  welche  sie  in  §.  52  in 
Bezug  auf  die  dort  mit  D  bezeichnete  Zahl  erhalten  haben.  Dann 
wird 

©=(?)=—»•■«■-»  ©■ 

wo  n  jede  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  relative 
Primzahl  zu  2  Z)  ist.  Da  nun  die  Determinante  D  keine  Quadrat- 
zahl, also  Z)'  nicht  =1  ist,  so  kann  auch  nicht  gleichzeitig 
0=4-15  £=-f-l  und  P  =:  1  sein,  und  hieraus  folgt  leicht,  dass 
der  Ausdruck 


dV-iin-l)   gVöCn^-l)    /.üN 


entweder  mit  einem  der  Charaktere  C,  oder  mit  dem  Producte  aus 
mehreren  dieser  Charaktere  identisch  ist;  bezeichnen  wir  diese 
Charaktere  mit  C  und  ihr  Product  mit  11  C'^  so  ist  also  stets 


n<^'  =  (f)- 


sobald  n  positiv  und  relative  Primzahl  zu  2D  ist.  Da  nun  durch 
jede  ursprüngliche  Form  der  öten  Art  stets  Zahlen  ön  dargestellt 
werden  können,  in  welchen  n  dieser  Bedingung  genügt  (§.  93), 
und  zwar  solche  Zahlen  6n^  von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist 
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(§.  60),  so  ergiebt  sich,  class  der  Total-Charakter  einer  jeden  Form 
so  beschaffen  ist,  dass  stets 

n  c  =  + 1 

und  niemals  77  C"  =  —  1  wird.  Da  nun  unter  den  sämmtlichen 
2^  Zeichencombinationen,  welche  man  erhält,  wenn  man  jedem  der 
l  Charaktere  C  sowohl  den  Werth  -|-  1  wie  den  Werth  —  1  bei- 
legt, offenbar  die  Hälfte  so  beschaffen  ist,  dass  77  0'  =  —  1  wird, 
so  folgt,  dass  diesen  Zeichencombinationen  oder  Total-Charakteren 
keine  wirklich  existirenden  Formen  entsprechen  können.  Mithin 
ist  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter  höchstens 
=  2'^-!. 

Im  Folgenden  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  allen  denjenigen 
Total-Charakteren ,  welche  in  Uebereinstimmung  mit  der  oben  an- 
gegebenen Relation  sind,  wirklich  existirende  Formen  entsprechen, 
dass  also  die  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen  Geschlechter  ==  2^~^ 
ist,  und  ausserdem,  dass  jedes  Geschlecht  eine  gleiche  Anzahl  von 
Formen-Classen  enthält. 


§.  124. 

Wir  wollen  wieder  (wie  in  §.  89)  mit  n  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  bezeichnen,  die  relative  Primzahlen  zu  2D  sind,  ferner 
mit  m  alle  diejenigen  Zahlen  l^,  von  welchen  D  quadratischer  Rest 
ist,  und  mit  ^i  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  in  m  auf- 
gehenden Primzahlen.  Es  sei  ferner  ^(w)  eine  der  Bedingung 
tp(n')  i^(n")  =  ip(n'n")  genügende  Function,  so  ist  stets 

2  ^0^2)  1  2."i/^(m)=  2  ^(n)  2  (— )^(H 

vorausgesetzt,  dass  die  hier  vorkommenden  unendlichen  Reihen  be- 
stimmte von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängige  Werthe 
haben.  Offenbar  geht  diese  Gleichung  durch  die  Specialisirung 
il)(n)  =  n~^  in  die  Endgleichung  des  §.  89  über,  und  sie  könnte 
auch  genau  auf  dieselbe  Art  wie  diese  bewiesen  werden.  Wir 
ziehen  hier  folgende  Verification  vor. 

Verfährt  man,  wie  in  §.  91,  so  erhält  man  durch  Ausführung 
der  Multiplication  der  beiden  unendlichen  Reihen  auf  der  rechten 
Seite 


Geschlechter  der  Formen.  317 

WO 

ist,  und  d  alle  Divisoren  der  Zahl  n  durchlaufen  muss.  Denkt 
man  sich  nun  die  Zahl  n  dargestellt  als  Product  von  Primzahl- 
potenzen Ä^  B  .  .  .  und  bezeichnet  man  mit  a  alle  Divisoren  von 
Ä^  mit  h  alle  Divisoren  von  JB  u.  s.  w.,  so  leuchtet  ein,  dass  r„  das 
Product  aus  den  Summen 

ist.     Wenn  nun  z.  B.  J.  =r  cf^^  und  q  eine  Primzahl  ist,  so  wird 


^^© 


wenn  D  quadratischer  Rest  von  q  ist ;  ist  dagegen  D  Nichtrest  von 
q^  so  wird 


(_)^1     oder     =0, 


je  nachdem  cc  gerade  oder  ungerade,  d.  h.  je  nachdem  Ä  ein  Qua- 
drat oder  kein  Quadrat  ist.  Bezeichnet  man  daher  mit  h  alle  die- 
jenigen Zahlen  *^,  in  welchen  nur  solche  Primfactoren  aufgehen, 
von  denen  D  Nichtrest  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  jede  Zahl  l^,  für 
welche  r«  von  Null  verschieden  ausfällt,  von  der  Form  mh"^  ist; 
und  zwar  ist  dann  r„  gleich  der  Anzahl  t^  aller  Divisoren  von  m. 
Da  ferner  ifj  (mh^)  =  i/^  (w)  ip  Qi^)  ist,  so  wird  die  rechte  Seite  unserer 
Gleichung  gleich 

Wir  wenden  uns  nun  zur  linken  Seite;  da  jede  Zahl  n  von  der 
Form  1cm  ist,  so  ergiebt  sich  zunächst 

und  folglich  braucht  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass     » 

ist*).  Führen  wir  links  die  Multiplication  aus,  indem  wir  alle  Glie- 
der des  Productes,  welche  denselben  Factor  T/;(m)  enthalten,  in  ein 
einziges  zusammenfassen,  so  erhalten  wir  ein  Resultat  von  der  Form 


Der  gemeinscliaftliche  Werth  beider  Seiten  ist  das  Quadrat  von2'^/;(> 
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wo  der  Coefficient 

aus  ebenso  vielen  Gliedern  besteht,  als  die  Zahl  m  quadratische 
Divisoren  ö^  besitzt,  und  wo  die  Zahl  v  für  jede  Zerlegung  von 
der  Form  m  =  fö-^  angiebt,  wie  viele  verschiedene  Primzahlen  in 
f  aufgehen.  Es  braucht  daher  jetzt  nur  noch  nachgewiesen  zu 
werden,  dass  x\n  =  x^  ist,  d.  h.  es  muss  folgender  Satz  bewiesen 
werden : 

Zerlegt  man  eine  ganze  positive  Zahl  m  auf  alle  mögliche  Arten 
in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  ein  Quadrat  ö'^^  ist ,  und  be- 
zeichnet man  mit  v  jedesmal  die  Anzahl  der  in  dem  andern  Factor 
£  aufgehenden  von  einander  verschiedenen  Primzahlen,  so  ist  V  2*" 
gleich  der  Anzahl  r,,^  aller  Divisoren  der  Zahl  m. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  aber 
leicht  auf  folgende  Weise.     Ist 

m  =  a"hßcy  .  .  ., 
wo  a,  h^  c  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen  bedeuten,  so 
ist  jeder  Divisor  s  von  der  Form 

s  =  ABC  .  .  ., 
wo  Ä,  B^  C  .  .  .  resp.  irgend  welche  Glieder  aus  den  Reihen 

a«,  a«-2^  a«-^  ... 
bß,  bß'^,  hß-^  .  .  . 
er,    cy-2,    er-*  .  .  . 

u.  s.  w.  bedeuten,  welche  so  weit  fortzusetzen  sind,  als  die  Ex- 
ponenten nicht  negativ  werden.  Lässt  man  nun  jedem  Factor 
Ä,  B,  C  .  .  .  resp.  einen  Factor  A\  B\  C .  .  .  entsprechen,  welcher 
=r  2  oder  =  1  ist,  je  nachdem  der  entsprechende  Exponent  >  0 
oder  =  0  ist,  so  wird  ' 

2^  =zA!B'G'  .  .  ., 

und  folglich 

S  2^=3  V  ^'  .  V  ^'  .  V  C".  .  .; 

da  aber,  wie  unmittelbar  einleuchtet 

ist,  so  findet  man 

2  2"  =  (« -f  1)  (/3  -f  1)  (r  +  1)  .  .  .  =  r,n. 
was  zu  beweisen  war. 
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Die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung  ist  also  hiermit  eben- 
falls erwiesen. 

Bei  einer  aufmerksamen  Prüfung  der  vorstehenden  Ableitung 
wird  man  leicht  den  Zusammenhang  zwischen  ihr  und  dem  (in  §.91 
aufgestellten)  Satze  über  die  sämmtlichen  Darstellungen  einer  Zahl 
6n  durch  das  vollständige  System  S  der  ursprünglichen  Formen 
der  öten  Art  erkennen,  und  man  wird  auf  diese  Weise  zu  einem 
sehr  einfachen  Beweise  dieses  letztern  Satzes  gelangen,  wenn  man 
von  dem  in  §.  60  oder  §.  86  gewonnenen  Resultat  ausgeht,  dass 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Gruppen  von  eigenÜichenY>di\:^iQ\\m\gQ\\ 
einer  Zahl  öm  durch  die  Formen  des  Systems  S  gleich  2»"  ist,  wo 
fi  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Primzahlen  be- 
deutet. 

Schliesslich  bemerken  wdr,  dass  der  Satz  sich  bedeutend  ver- 
allgemeinern lässt,  wenn  man  statt  des  in  ihm  vorkommenden 
Jacobi'schen  Symbols  irgend  eine  Function  d  (n)  einfüln^t,  welche 
der  Bedingung  0  (n')  6  {n")  =  ö  {n'n")  genügt  und  nur  eine  end- 
liche Anzahl  verschiedener  Werthe  besitzt. 

§.  125. 

Nach  §.  123  zerfallen  die  sämmtlichen  (positiven)  Formen  von 
der  Determinante  D  und  von  der  öten  Art,  und  also  auch  die 
sämmtlichen  h  Formenclassen  in  höchstens  t  =  2^~^  verschiedene 
Geschlechter,  deren  Total-Charaktere  sämmtlich  der  Bedingung 

n  c"=-hi 

genügen,  und  die  wir  mit 

Gl,   G2  •  '  .   Gr-c 

bezeichnen  wollen;  die  Anzahl  der  Formen-Classen ,  welche  diese 
Geschlechter  enthalten,  sollen  entsprechend  mit 

öu  9-2  -'  '  9t 
bezeichnet  werden,  so  dass  also,  wenn  eins  dieser  Geschlechter, 
z.  B.  Gr->  nicht  wirklich  vorhanden  sein  sollte,  g^  =:  0  zu  setzen 
ist.  Es  soll  nun  gerade  im  Folgenden  gezeigt  w^erden,  dass  dies 
niemals  eintritt,  dass  also  diese  r  Geschlechter  wirklich  existiren, 
und  ausserdem,  dass  sie  alle  gleich  viele  Formen-Classen  enthalten, 
dass  also 

1    , 

9i  —  92  ~  9.  '  "  —  —  h 

ist. 
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Zu  diesem  Zweck  benutzen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesene  Gleichung*),  indem  wir 

setzen,  wo  x{n)  irgend  eins  der  2^  =  2r  Glieder  der  Summe  be- 
deutet, welche  durch  die  Entwicklung  des  über  alle  A  Charaktere 
C  erstreckten  Productes 

n  (1  +  c) 

entsteht;  der  Bedingung  i^'(w)  z^(^/)  =  i){nn')  geschieht  offen- 
bar durch  jede  solche  Specialisirung  Genüge,  denn  alle  Factoren 
(7,  aus  denen  eine  solche  Function  %{n)  zusammengesetzt  ist,  ge- 
nügen derselben  Bedingung.  Da  ausserdem  i  (n)  für  jede  Zahl  w, 
die  relative  Primzahl  zu  2D  ist,  =  +  1  ist,  so  convergiren  die 
vier  in  der  Gleichung  vorkommenden  unendlichen  Reihen  unab- 
hängig von  der  Anordnung  ilirer  Glieder  für  jeden  positiven  Werth 
s  >  1.  Es  ist  also  unter  dieser  Annahme,  da  x(n-)  =  x(n)  %{n) 
=--  -f  1  ist, 


Denken  wir  uns  nun  wieder  (wie  in  §.  88)  ein  vollständiges 
System  S  von  h  Formen 

(a,  b,  c),    (a\  h\  c')  .  .  . 

von  der  Determinante  D  und  von  der  öten  Art  aufgeschrieben, 
und  unterwerfen  wir  die  Variabein  x^  y  }QdiQv  Form  den  dort  an- 
gegebenen Bedingungen  L,  IL,  IIL,  so  wird  jede  Zahl  6m  im 
Ganzen  auf  x  .  2,"  verschiedene  Arten  erzeugt,  wo  %  die  ebenda- 
selbst festgesetzte,  nur  von  D  und  ö  abhängige  Bedeutung  hat. 
Die  sämmtlichen  h  Formen  des  Systemes  S  zerfallen  nun  in  zwei 
Gruppen,  nämlich  in  eine  Gruppe  von  ^Formen,  die  wir  mit 
(a,  &,  c)  bezeichnen  wollen,  für  welche   %{m)  =  -|-  1  ist,  und  in 


*)  Auch  ohne  Hülfe  derselben  gelangt  man  auf  einem  etwas  kurzem, 
wenn  auch  principiell  nicht  verschiedenen  Wege  zum  Ziele,  wenn  man  von 
der  aus  §,  91  folgenden  Gleichung  x:Stnxp{n)  =  ^H'{f^)  ausgeht,  wo  \p  eine 
willkürliche  Function,  und  ay  alle  die  Zahlen  bedeutet,  welche  durch  das 
System  der  Formen  {a,  b,  c)  unter  den  Bedingungen  I.,  IL  des  §.  90  erzeugt 
werden.  Setzt  man  dann  \jj{n)  =  w— «  zr(l -|-yr  C),  wo  yr  den  AVerth  des 
Charakters  C  im  Geschlechte  Gr  bedeutet,  so  wird  dies  letztere  rechts  sofort 
isolirt,  während  der  Grenzprocess  auf  der  linken  Seite  für  jeden  Bestandtheil 
Crxi'*^)  <3es  Productes  77(1  -\-  yr  C)  einzeln  ausgeführt  werden  kann. 
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eine  zweite  Gruppe  von  H'  Formen,  die  wir  mit  (a',  h\  c')  bezeich- 
nen wollen,  für  welche  %{m)  =  —  1  ist.  Offenbar  werden  auf 
diese  Weise  alle  Qr  Formen  des  Systems  5,  welche  einem  und  dem- 
selben Geschlecht  G,.  angehören,  auch  einer  und  derselben  dieser 
beiden  Gruppen  zugetheilt;  denn  für  alle  diese  Formen  hat  jeder 
Factor  von  %  (m)  für  sich  genommen  und  folglich  auch  %  (m)  selbst 
einen  und  denselben  Werth.  Und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  alle 
Zahlen  öm,  denen  x(7n)  =+1  entspricht,  ausschliesslich  durch 
Formen  der  ersten  Gruppe,  und  alle  Zahlen  öm,  denen  %(m)z=  —  1 
entspricht,  ausschliesslich  durch  Formen  der  zweiten  Gruppe  er- 
zeugt werden. 
Mithin  ist 


X  S  Xim)  —  = 


wo  auf  der  rechten  Seite  die  den  H  Formen  (a,  6,  c)  der  ersten 
Gruppe  entsprechenden  Doppelsummen  mit  positivem  Vorzeichen, 
und  die  den  H'  Formen  (a',  h\  c')  der  zweiten  Gruppe  entsprechen- 
den Doppelsummen  mit  negativem  Vorzeichen  behaftet  sind. 

Multiplicirt   man  jetzt    die    Gleichung   mit  der  unendlichen 
Reihe 

so  erhält  man  links  zufolge  der  obigen  Gleichung  das  Resultat 


führt  man  ferner  auf  der  rechten  Seite  die  Multiplication  wie  in 
§.  90  aus,  so  verändert  sich  äusserlich  ihre  Gestalt  nicht,  sondern 
es  fällt  allein  die  frühere  Bedingung  III.  fort,  nach  w^elcher  die  den 
Variabein  x^  y  beigelegten  Werthe  relative  Primzahlen  zu  einander 
sein  mussten.     Man  erhält  daher 


Setzen  wir  jetzt  s  =  1  -f-  (>  ?  ^^^  multij)liciren  wir  mit  q  ,  so 
nähert  sich  mit  unendlich  abnehmendem  positiven^  jedes  der  Ji 
Producte 

Dirichlet,    Zahleutheorie,  Ol 
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Q^ 


a,^2_j_2?>;r2/  +  c?/"\-(^+!?^        ^/a'x-^-^2b'xy-]-c'if\~^^+Q'> 


einem  und  demselben  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  TT,  wel- 
cher für  eine  negative  Determinante  in  §.  95,  für  eine  positive  in 
§.  98  bestimmt  ist;  mithin  Avird  der  Grenzwerth,  welchem  sich  das 
Product  aus  q  und  aus  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
nähert,  gleich  {H—H')  W. 

Für  die  beiden  Fälle  nun,  in  welchen  für  x(n)  entweder  das 
Anfangsglied  1  oder  das  Glied  U  C  der  Entwicklung  des  Productes 
n(l  -f  C)  genommen  wird,  ist  H  =  h  und  ^'  =  0;  und  die  obige 
Gleichung  stimmt  genau  mit  der  in  §.  90  überein,  welche  später 
zur  Bestimmung  der  Classenanzahl  h  führte.  In  den  übrigen 
(2  r  —  2)  Fällen,  d.  h.  also,  wenn  unter  %  (n)  irgend  ein  Glied  des 
entwickelten  Ausdrucks 

n  (1  +  c)— 1  — ric" 

verstanden  wird,  nähert  sich  aber,  wie  im  folgenden  Paragraphen 
nachträglich  gezeigt  werden  soll,  jede  der  beiden  unendlichen 
Reihen 


V  iM    und    S  (-)  ^^ 


mit  unendlich  abnehmendem  q  einem  endlichen  Grenzwerth,  und 
folglich  das  Product 

^     ^  n^+Q     ^  \n)  w^+c 
dem  Grenzwerth  Null.      Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  ge- 
fundenen Grenzwerth  {H —  //')  TI"^,  wo  W  eine  von  Null  verschie- 
dene Grösse  war,  so  ergiebt  sich 

H—H  =  0, 
d.  h.  jedem  dieser  (2r  —  2)  Fälle  entspricht  eine  Eintheilung  aller 
h  Formen  des  Systems  S  in  zwei  Gruppen,  deren  jede  eine  gleiche 
Anzahl  H  =  H  =  ^l^h  Formen  enthält. 

Zufolge  der  obigen  Bemerkung,  dass  die  Qr  Formen  des  Sy- 
stems S^  welche  einem  und  demselben  Geschlecht  Gr  angehören, 
bei  jeder  einzelnen  Specialisirung  von  %{n)  entweder  alle  in-  die 
erste,  oder  alle  in  die  zweite  Gruppe  fallen,  lässt  sich  jede  solche 
Gleichung  von  der  Form  H — //'r=0,  welche  einem  dieser  (2r — 2) 
Fälle  entspricht,  in  folgender  Weise  aufschreiben 
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9i  ±9-2  ±93  ±'  "  ±9t  =0,  (g) 

wo  die  Anzahl  gi  jedesmal  mit  positivem,  irgend  eine  andere  An- 
zahl gr  aber  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen  behaftet  ist, 
je  nachdem  in  diesem  Fall  die  Formen  des  Geschlechts  Gr  der- 
selben Gruppe  angehören,  wie  die  Formen  des  Geschlechts  Gi ,  oder 
nicht,  d.  h.  je  nachdem  die  Werthe,  welche  x(n)  in  dem  Geschlecht 
Gl  und  in  dem  Geschlecht  Gr  erhält,  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt sind.  Ist  z/  der  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Fälle,  in  wel- 
chen das  Erstere  eintritt,  über  die  Anzahl  der  übrigen,  so  wird, 
wenn  man  alle  Gleichungen  (g)  addirt,  die  den  (2  t  —  2)  verschie- 
denen Fällen  entsprechen,  der  Coefficient  von  gi  gleich  (2r  —  2), 
und  der  von  g^  gleich  z/  werden.  Um  nun  diesen  Ueberschuss  z/ 
zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  mit  yi  und  7,.  die  bestimmten  Werthe 
+  1 ,  welche  irgend  einer  der  l  Charaktere  C  resp.  in  dem  Ge- 
schlecht Gl  und  Gr  annimmt,  und  unter  diesen  mit  y/  und  7/  die- 
jenigen Werthe,  welche  den  Charakteren  C  entsprechen;  man  über- 
zeugt sich  dann  leicht,  dass 

z/  =  n(i+rir.)-i-  nr/r/ 

ist;  denn  wenn  wir  das  erste,  aus  X  Factoren  von  der  Form 
(1  +  7i  Tr)  bestehende,  Product  rechter  Hand  entwickeln  und  die 
daraus  entstehenden  beiden  Glieder  1  und  //  y/  y,/  gegen  die  bei- 
den andern  Glieder  fortheben,  so  bleiben  2^  —  2  =  2r  —  2  Glieder 
zurück,  deren  jedes  einem  bestimmten  Gliede  des  entwickelten  Aus- 
drucks 

n(i  +  c)-i-nc", 

d.  h.  einer  bestimmten  Specialisirung  von  %(n)  entspricht,  und 
zwar  wird  ein  solches  Glied  =  -|-  1  oder  =  —  1  werden,  je  nach- 
dem die  beiden  Werthe,  welche  das  correspondirende  %  00  i^^  ^^~ 
schlecht  Gl  und  im  Geschlecht  Gr  annimmt,  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt ausfallen;  die  algebraische  Summe  aller  dieser  Glieder  ist 
also  in  der  That  gleich  dem  Ueberschuss  z/,  was  zu  beweisen  war. 
Da  nun  die  beiden  Geschlechter  Gi  und  G^,  verschieden  sind,  so 
ist  mindestens  einer  der  X  Factoren  (l  -\-  yi  yr)  gleich  Null ,  und 
da  ausserdem  11  yi  =  i^  TI  yj  =  l  und  folglich  auch  77  y^  yj 
=  1  ist,  so  erhalten  wir  z/  z=  —  2.  Da  dieser  Ueberschuss  z/  nun 
für  alle  von  Gi  verschiedenen  Geschlechter  gleich  gross  ist,  so  er- 
halten wir  durch  Addition  sämmtlicher  (2 1  —  2)  Gleichungen  (g) 
das  Resultat 

(2  r-2)  g,  —  2  (g,  +  ,,7,  -f  .  .  .  +  gr)  =  0, 

21-^ 
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und  da  ausserdem 

9\  +  (1-2  4-  .^3  H -^  9t  ='h 

ist,  so  folgt 

2 TT//]  —  2h  =  0,    also    ^i  =  ^-  =  -^— ^ . 

Da  endlich  für  jedes  andere  Geschlecht  G.2^  G-^  .  .  .  Gi  die 
Untersuchung  ebenso  geführt  werden  kann,  wie  für  das  Geschlecht 
6ri,  so  erhalten  wir  als  Endresultat  den  Satz*): 

Bie  Ansalü  der  wirldich  existirenden  Geschlechter  ist  gleich 
2^—^,  und  alle  diese  Geschlechter  enthalten  gleich  viele  Formen- 
classen. 


§.  126. 

Zur  Vervollständigung  des  vorstehenden  Beweises  haben  wir 
nun  noch  zu  zeigen,  dass  für  jede  der  2  r  —  2  Specialisirungen  von 
%{n)^  welche  den  Gliedern  des  obigen  entwickelten  Ausdrucks  ent- 
sprechen, jede  der  beiden  unendlichen  Reihen 


mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  sich  einem  endlichen 
Grenzwerth  nähert.  Dies  kann  mit  Rücksicht  auf  frühere  Unter- 
suchungen (§.  101)  in  folgender  Weise  geschehen. 

Jede    der    beiden    in  Rede  stehenden  Summen   ist    von  der 
Form 

n'  '  \Ljn'' 


metische  Progression  (Supplement  VI.)  lässt  sich  der  obige  Satz  sehr  kurz  be- 
weisen. Da  nämlich  alle  Zahlen  w,  für  welche  jeder  der  A  Charaktere  C  einen 
vorgeschriebenen  Werth  -{-  1  besitzt,  in  gewissen  arithmetischen  Reihen  ent- 
halten sind,  deren  Differenz  4  D  ist,  während  ihre  Anfangsglieder  relative 
Primzahlen  zu  4 1)  sind  (vergl.  §.  52),  so  existiren  unter  diesen  Zahlen  n 
auch  Primzahlen  p ;  genügen  nun  die  für  die  Charaktere  C  vorgeschriebenen 
Werthe  -|^  1  der  Bedingung  ilC"  =  -1-1,  so  istD  quadratischer  Mest  von  p, 
und  folglich  existirt  eine  (positive)  ursprüngliche  Form  erster  Art,  deren 
erster  Coefficient  =:p  ist,  welche  mithin  den  vorgeschriebenen  Total-Charakter 
besitzt. 
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wo  d'^  =  1^  ri"^  =  l  ^  und  L  irgend  ein  ungerader  Divisor  von  D 
ist;  da  quadratische  Factoren  im  Nenner  eines  Jacobi'schen  Sym- 
bols fortgelassen  werden  dürfen,  so  können  wir  annehmen,  dass 
L  durch  keine  Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  ist.  Ferner  ist 
jedenfalls  nicht  gleichzeitig  ^=-|-l?  V  ^=  '{- ^  ^  L  =  1;  denn 
sonst  wäre  entweder  x(n)  =  1 ,  oder  x(n)  =  TI  C ^  gegen  unsere 
Voraussetzung. 

Bezeichnen  wir  mit  LL'  das  Product  aus  allen  von  einander 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  ist  das 
System  der  Zahlen  n  identisch  mit  dem  System  aller  positiven 
ganzen  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu  SLL'  sind;  wir  be- 
trachten zunächst  nur  die  ersten  q)(8L  L')  Zahlen  n ,  d.  h.  die- 
jenigen Zahlen  w,  welche  kleiner  als  8LL'  sind,  und  zeigen,  dass 
die  Summe  der  entsprechenden  Werthe  von  «„  gleich  Null  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  a  irgend  eine  der  vier  Zahlen 
1,  3,  5,  7;  mit  h  irgend  eine  der  (p{L)  Zahlen,  welche  relative 
Primzahlen  zu  L  und  nicht  grösser  als  L  sind;  endlich  mit  h' 
irgend  eine  der  (p  (L')  Zahlen ,  welche  relative  Primzahlen  zu  Z' 
und  nicht  grösser  als  L'  sind.  Es  wird  dann  (nach  §.  25)  durch 
die  drei  Congruenzen 

n  ^  a  (mod.  8) ,    n  ^  b  (mod.  X) ,    n^V  (mod.  L') 

eine  und  nur  eine  Zahl  n  bestimmt,  welche  relative  Primzahl  zu 
8LL'  und  zugleich  kleiner  als  8 XL'  ist;  und  wenn  jede  der  drei 
Zahlen  «,  &,  h'  unabhängig  von  den  anderen  alle  ihr  zukommenden 
Werthe  durchläuft,  so  werden  auf  diese  Weise  auch  alle  (p(8LL') 
Zahlen  n  erzeugt,  die  relative  Primzahlen  zu  8LL'  und  kleiner 
als  8LL'  sind.     Da  nun  jedesmal 

ist,  so  wird  die  über  diese  Werthe  von  n  ausgedehnte  Summe 

^a,  =  (p(L')  .  V  ÖV^<«-^>  7jV8(«^i)  .  V  {-^\ 
nun  ist  aber  (nach  §.  52,  I.) 

.(4)=o. 

ausgenommen,  wenn  L  =  1  ist;  ausserdem  findet  man  leicht, 
dass  aucli 
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ist ,  ausgenommen ,  wenn  6  =  rj  =  -\-  l  ist.  Da  nun ,  wie  schon 
oben  bemerkt  ist,  diese  beiden  Ausnahmefalle  jedenfalls  nicht 
gleichzeitig  eintreten,  so  ist 

2  «„  =  0 , 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  die  angegebenen  Werthe  von  n 
bezielit. 

Da  ferner,  sobald  n'  ^  n  (mod.  8 XL'),  auch  «„/  =  a^  ist,  so 
wird  immer 

S  w„  =  0 

sein,  wenn  die  Summation  auf  beliebige  cpißLL')  aufeinander 
folgende,  also  nach  dem  Modul  8ZL'  incongruente  Werthe  von 
n  ausgedehnt  wird.  Und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe 
aller  Werthe  von  «„,  die  beliebig  vielen  auf  einander  folgenden 
Werthen  von  n  entsprechen  (von  w  =  1  an  gerechnet)  stets  unter- 
halb einer  endlichen  angebbaren  Grenze  bleibt.  Nach  einer  frühern 
Untersuchung  (§.  101)  ist  daher  die  Reihe 

wenn  ihre  Glieder  nach  der  Grösse  der  Nenner  geordnet  werden, 
eine  für  jeden  positiven  Werth  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  also  näliert  sich  auch  jede  der  beiden  obigen  Reihen  mit 
unendlich  abnehmendem  positiven  q  einem  endlichen  Grenzwerth, 
was  zu  beweisen  war. 


Theorie  der  Potenzreste  für  zusammengesetzte 
Moduli. 


§.  127. 

Es  ist  in  §.  28  gezeigt,  dass  wenn  die  Zahl  a  relative  Prim- 
zahl gegen  den  Modul  ^  ist,  stets  positive  ganze  Exponenten  n 
von  der  Beschaffenheit  existiren,  dass  a"  ^  1  (mod.  7c)  ist;  diese 
Exponenten  n  sind  die  sämmtlichen  Vielfachen  des  kleinsten  unter 
ihnen ;  bezeichnet  man  diesen  mit  ^,  so  sagt  man,  die  Zahl  a  gehöre 
zum  Exponenten  8\  und  die  8  Zahlen 

1,  a,  «2  .  .  .  a^-i  (^) 

sind  sämmtlich  incongruent.  Mit  Hülfe  des  verallgemeinerten 
Fermat'schen  Satzes  ist  dort  ebenfalls  gezeigt,  dass  d  immer  ein 
Divisor  von  (p  (k)  ist ;  dies  Resultat  lässt  sich  aber  auch  ohne  Hülfe  des 
Fermat'schen  Satzes  ableiten  durch  eine  eigenthümliche  Methode, 
welche  sehr  häufig  zum  Nachweise  der  Theilbarkeit  einer  Zahl 
durch  eine  andere  gebraucht  werden  kann.  In  unserm  Falle  ge- 
staltet dieselbe  sich  folgendermaassen. 

Ist  a'  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  Tb,  so  sind  (nach  §.  18) 
die  d  Zahlen 

a',  a'a,  a' a^  .  .  .  a' a^-^  {A') 

sämmtlich  incongruent;  dasselbe  gilt  von  den  d  Zahlen 

>    a'\  a"a,  a"  a^  .  .  .  a"a^-^  {A!') 

sobald  a"  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  h  ist.  Jeder  solche  Com- 
plex,  wie  A'  oder  A\  enthält  8  unter  einander  incongruente  Zah- 
len, die  sämmtlich  relative  Primzahlen  gegen  h  sind  und  also  als 
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Kepräsentanten  von  8  Zahl-Classen  in  Bezug  auf  den  Modul  Je  an- 
gesehen werden  können.  Gesetzt  nun,  es  findet  sich  eine  und  die- 
selbe Zahlclasse  in  jedem  der  beiden  Complexe  Ä'  und  Ä"  ver- 
treten ,  so  giebt  es  zwei  Exponenten  /i',  fi"  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

a' .  af^'  =  a" .  a""  (mod.  Je) 

ist;  nehmen  wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  dass 
^"  ^  ft',  so  erhält  man  durch  Division  mit  a."'  die  Congruenz 

a'  =  a"  .  a,""-i"'  (mod.  h) ; 

und  hieraus  folgt  sogleich ,  dass  jede  in  Ä'  enthaltene  Zahl  a'  .  a'"' 
auch  einer  Zahl  von  der  Form  a" .  a" ,  d.  h.  einer  in  Ä"  enthal- 
tenen Zahl  congruent  ist.  ,Wir  können  hieraus  schliessen,  dass 
entweder  zwei  solche  Complexe  J.',  Ä'^  dieselben  d  Zahlclassen 
enthalten,  oder  dass  keine  einzige  Classe  in  beiden  gleichzeitig 
vertreten  ist. 

Bildet  man  nun  der  Reihe  nach  *alle  solche  aus  d  Zahlclassen 
bestehenden  Complexe  von  der  Form  Ä\  Ä"  .  .  .  ^  und  zwar  nur 
solche,  welche  von  einander  verschieden  sind,  so  muss  endlich  jede 
der  q)  (k)  Zahlclassen ,  welche  relative  Primzahlen  zu  Tc  enthalten, 
in  einem  dieser  Complexe,  und  auch  nur  in  einem,  vertreten  sein; 
ist  daher  s  die  Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Complexe, 
so  muss  (p(k)  =  6  ö,  also  cp  (k)  theilbar  durch  d  sein ,  was  zu  be- 
weisen war. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  Fermat'sche  Satz  als  Folgerung; 
denn  erhebt  man  die  Congruenz 

a^^  =  1  (mod.  Je) 
zur  £ten  Potenz,  so  erhält  man 

a(pw  =  1  (mod.  Ic). 


§.  128. 


Für  den  Fall ,  dass  der  Modul  h  eine  Primzahl  p  ist ,  wurde 
ferner  in  §.29  bewiesen,  dass  zu  jedem  Divisor  ö  von  (p(p)=p — 1 
genau  cp(d)  Zahlen  gehören,  die  nach  dem  Modul  p  incongruent 
sind;  und  in  §.  30  sind  die  Eigenschaften  der  sogenannten  primi- 
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tiven  Wurzeln  von  ^  betrachtet,  d.  h.  derjenigen  (p(p — 1)  incon- 
gruenten  Zahlen  (/,  welche  zum  Exponenten  p  —  1  selbst  gehören. 
Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  ähnliche  Gesetze  auch  für  zu- 
sammengesetzte Moduln  gelten. 

Zunächst  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  in  welchem  der 
Modul  h  eine  Potenz  von  einer  ungeraden  Frimzdhl  p  ist,  und  wir 
werden  der  Analogie  nach  unter  einer  primitiven  Wurzel  von  h 
jede  Zahl  g  verstehen,  welche  zum  Exponenten  (p{l^)  gehört.  Dem 
Beweise  der  wirklichen  Existenz  solcher  primitiven  Wurzeln  schicken 
wir  folgenden  Hülfssatz  voraus : 

Ist  h  irgend  eine  ganze  Zahl  und  n  ^  1  eine  positive  ganze 
Zahl,  so  ist  stets 

(1  -j-  hp'')P  =  1  4-  hp^^^  (mod.  _p^+2). 

Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht  durch  die  Entwicklung  der 
linken  Seite  nach  dem  binomischen  Satze;  man  findet  nämlich  zu- 
nächst, indem  man  sich  auf  die  drei  ersten  Glieder  beschränkt, 

(1  'I-  hp^)p  =  1  -1-  Äjp^+i  +  l(p—  1) /i2p27r-hi  (niod.  ^377^ ^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  obige  Congruenz,  wenn  man  bedenkt, 
dass  p  ungerade,  also  l(p —  1)  eine  ganze  Zahl,  und  ferner,  dass 
sowohl  jp2^+^  als  SLUch  p^^  durch  j?^ +2  theilbar  ist. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  gehen  wir  an  unsere  Unter- 
suchung und  nehmen  zunächst  einmal  an,  es  existire  für  den  Mo- 
dul jj^+i,  wo  3r  ^  1  ist,  wirklich  eine  primitive  Wurzel  g]  dann 
liegt  es  nahe  zu  fragen :  zu  welchem  Exponenten  gehört  eine  solche 
Zahl  g  in  Bezug  auf  den  Modul  p^  ?  Es  sei  d  dieser  Exponent, 
also 

g<^=l-\-hp^, 
so  erhält  man  mit  Hülfe  des  soeben  bewiesenen  Satzes 

g'^p  =  1  (mod.  p^+^); 
da  nun  g  primitive  Wurzel  von  p^+i  ist ,  so  muss  dp  durch 
(p(pn+i^  =  (p—  l)p^,  und  folglich  d  durch  (p—  1)  p^-i  theil- 
bar sein ;  andererseits  muss  aber,  da  g  zum  Exponenten  d  in  Bezug 
auf  den  Modul  p^  gehört,  nothwendig  ip  (p^)  =  (p — 1)  p^-^ 
durch  8  theilbar  sein;  mithin  ist  d  =  (p(p^),  d.  h.  g  ist  auch 
primitive  Wurzel  von  p^.  Zugleich  leuchtet  ein ,  dass  die  in  der 
Gleichung 

g(p-i)p^-'^  =  1  -f  hp^ 
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vorkommende    Zahl  h   nicht   durch  p  theilbar   sein   kann;    denn 
sonst  wäre 

gip-i)P^~^  =  1  (mod.  j)^+i), 
also  fj  keine  primitive  Wurzel  von  p^+'^. 

Setzt  man  diese  Schlüsse  weiter  fort,  so  erhält  man  zunächst 
das  Resultat: 

Jede  primitive  Wurzel  g  von  einer  höJiern  Potenz  einer  un- 
geraden Primzahl  p  ist  nothwendig  eine  primitive  Wurzel  der  Zahl 
p  selbst ,  und  ztvar  von  der  Beschaffenheit ,  dass  gP~'^  —  1  nicht 
durch  jo^  theilbar  ist. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  es  sei  g  eine  primitive 
Wurzel  von  p^^  und  zwar  von  der  Beschaffenheit ,  dass  die  in  der 
Gleichung 

g(p-l)p'^~^    =1-1-  hp'' 

vorkommende  Zahl  h  nicht  durch  p  theilbar  ist;  und  wir  fragen 
jetzt:  zu  welchem  Exponenten  gehört  diese  Zahl  g  in  Bezug  auf 
den  Modul  j)^+i?    Ist  ä  dieser  Exponent,  also 

f/^  =  1  (mod.  p^+^) , 
so  ist  auch 

g"^  ^  l  (mod.  p"^) , 

und  folglich  d  theilbar  durch  (p(p'^)]  da  aber  andererseits  d  ein 
Divisor  von  9(^^+1)  =  jp  9  (j)^)  sein  muss,  so  ist  8  entweder 
r=r  (p(p^)^  oder  =  cp(p^+^)-^  das  Erstere  ist  aber  nicht  der  Fall, 
weil  unserer  Voraussetzung  zufolge  die  Zahl  h  nicht  durch  p  theil- 
bar ist;  also  ist  d  =  qp(p^"i'^),  d.  h.  die  Zahl  g  ist  primitive  Wur- 
zel von  jj^+i.     Zugleich  leuchtet  aus  der  Congruenz 

fj(p-\)p^  =  (1  -{-  Jipny  =  1  _^  /i|)7n-i  (niod.  j)^+2) 
ein,  dass  die  in  der  Gleichung 

vorkommende  Zahl  h'  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Schlussweise  erhalten  wir  das  zweite 

Resultat : 

Jede  primitive  Wurzel  g  einer  ungeraden  Primzahl  p,  für 
tvelche  die  Differenz  g^-^  —  1  nicht  durch  p"  theilbar  ist ,  ist  auch 
eine  primitive   Wurzel  aller  höheren  Potenzen  von  p. 
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Um  also  die  Existenz  von  primitiven  Wurzeln  y  für  höhere 
Potenzen  von  p  nachzuweisen ,  und  um  alle  diese  Zahlen  g  zu  fin- 
den, hahen  wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  der  That  primitive 
Wurzeln  g  von  p  existiren,  für  welche  gp-^ —  1,  oder,  was  dasselbe 
sagt,  für  welche  g^'  —  g  nicht  durch  p'^  theilbar  ist.  Dies  gescliieht 
leicht  auf  folgende  Weise.  Ist  /  irgend  eine  primitive  Wurzel  von 
j?,  so  sind  alle  in  der  Form 

g^f-^px 
enthaltenen  Zahlen  g  ebenfalls  primitive  Wurzeln  von  p ;  dann  ist 
nach  dem  binomischen  Satze 

gp=fp(mod..p'^y, 
setzen  wir  daher 

/'=/+/>(mod.p2), 
so  wird 

gp—g=p(f'  —  x)  (mod.  p'^) , 
und  folglich  ist  g  r=  f  -]-  px  jedesmal  eine  primitive  Wurzel  aller 
Potenzen  von  p^  ausgenommen,  wenn  x  ^  f  (mod.  p)^  also 
r/ =/>  (mod.jp2) 

ist.  Da  nun  ^){p —  1)  nach  dem  Modul  jp  incongruente  Zahlen/ 
existiren,  und  aus  jeder  Zahl  /  genau  {p  —  1)  in  Bezug  auf  den 
Modul  p'^  incongruente  Zahlen  g  =z  f  -\-px  von  der  Beschaffenheit 
abgeleitet  werden  können,  dass  g^—^  —  1  nicht  durch  p"^  theilbar 
wird,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  sämmüichen  primitiven  Wurzeln  von  höheren  Potenzen 
einer  ungeraden  Primzahl  p  sind  die  sämmüichen  Individuen  von 
(p —  l)<3P(i>  —  1)  verschiedenen  Zahlclassen  in  Bezug  auf  den 
Modul  _^2. 

Beispiel:  Sämmtliche  primitive  Wurzeln  der  Primzahl  p  ^=  1 
sind  in  den  beiden  Reihen  7^4-3,  7  x  -\- b  enthalten ;  da  nun 

3^  =  31,     57  =  19  (mod.  49) 
ist,  so  sind  alle  in  den  arithmetischen  Reihen   7^-|-3,  lx~\-h 
enthaltenen  Zahlen,  mit  Ausnahme  derer,  welche  ^31  oder  ^19 
(mod.  49)   sind,    auch  primitive   Wurzeln  von  allen  höheren  Po- 
tenzen von  7. 
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§.129. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Existenz  von  primitiven 
Wurzeln  g  für  jeden  Modul  p^  nachgewiesen  ist ,  der  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  p  ist ,  kann  man  leicht  die  übrigen  ele- 
mentaren Fragen  über  die  Potenzreste  beantworten.  Setzt  man 
zur  Abkürzung 

so  sind  die  Potenzen 

9^  9\  (f  '  •  :9'-^  (mod.p^) 
sämmtlich  incongruent,  und  bilden  daher  ein  vollständiges  System 
incongruenter  Zahlen,  mit  Ausschluss  der  durch  p  theilbaren 
Zahlen.  Ist  daher  n  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl,  so 
existiren  stets  unendlich  viele  Exponenten  y,  die  aber  nach  dem 
Modul  c  sämmtlich  einander  congruent  sind,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

n^  g^  (mod.  p"^) ; 

man  nennt  dann  y  den  Index  der  Zahl  n  für  die  Basis  g^  und 
drückt  dies  in  Zeichen  so  aus 

Ind.  n  ^  y  (mod.  c); 

durchläuft  y  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul 
c,  so  durchläuft  n  ein  vollständiges  System  von  Zahlen,  die  relative 
Primzahlen  zu  ^^^und  unter  einander  nach  dem  Modul  p^  incon- 
gruent sind.  Für  die  Rechnung  mit  diesen  Indices  gelten  dieselben 
Gesetze,  wie  die  (in  §.  30  angegebenen)  für  den  Fall  n  =z  l.  Wir 
lieben  hier  besonders  hervor,  dass 

Ind.  (1)  =  0,    Ind.  (—  1)  ^  |c  (mod.  c), 

und  ferner,  dass  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p^  ist, 
je  nachdem  Ind.  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Aus  dem  Index  einer  Zahl  n  lässt  sich  leicht  der  Exponent  t 
bestimmen,  zu  welchem  n  in  Bezug  auf  den  Modul  p^  gehört;  aus 

folgt  nämlich 
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soll  also  n^  ^  1  sein ,  so  muss  t  Ind.  n  durch  c  theilbar ,  und 
folglicli  t  ein  Multiplum  von  c  :  d  sein,  wo  d  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisor  von  c  und  Ind.  n  bedeutet;  die  kleinste  aller 
dieser  Zahlen  ^,  d.  h.  der  Exponent,  zu  welchem  n  gehört,  ist  daher 
=  c:d. 

Hieraus  folgt,  dass  n  stets  und  nur  dann  eine  primitive  Wurzel 
von  p^  ist,  wenn  Ind.  n  relative  Primzahl  zu  c  ist;  die  Anzahl  aller 
nach  dem  Modul  p^  incongruenten  primitiven  Wurzeln  von  p^  ist 
daher  gleich  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  c— 1, 
welche  relative  Primzahlen  zu  c  sind,  also  gleich  gp  (c)  =  cpcp  (p^). 
Dasselbe  Resultat  ist  aber  auch  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem 
Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen. 


§•  130. 


Die  Primzahl  2  verhält  sich  anders  als  die  ungeraden  Prim- 
zahlen, welche  bisher  ausschliesslich  betrachtet  wurden. 

Für  den  Modul  2  kann  jede  ungerade  Zahl  als  primitive  Wurzel 
angesehen  werden. 

Für  den  Modul  2"^  =  4  ist  3  ^  — 1  eine  primitive  Wurzel; 
zu  jeder  ungeraden  Zahl  n  giebt  es  einen  entsprechenden  Expo- 
nenten a  von  der  Beschaffenheit,  dass 

w  =  (—  1)«  (mod.  4) 
ist;  und  zwar  ist  a  ^  0  (mod.  2)  oder  ^  1  (mod.  2),  je  nachdem 
n  ^  1  oder  ^  3  (mod.  4)  ist. 

Bis  hierher  findet  also  noch  völlige  Analogie  mit  den  unge- 
raden Primzahlen  Statt;  sobald  aber  ein  Modul  2^  betrachtet  wird, 
in  welchem  der  Exponent  A  ^  3  ist,  hört  dieselbe  auf.  Es  lässt 
sich  nämlich  zeigen,  dass ,  wenn  n  irgend  eine  ungerade  Zahl  be- 
deutet, immer  schon 

r.V.9'(2^  =  n^"'^  =  1  (mod.  2^) 
ist.     In  der  That  ist  dieser   Satz   richtig  für   A  r=  3 ;  denn   das 
Quadrat  jeder  ungeraden  Zahl  w  ist  ^  1  (mod.  8).     Nehmen  wir 
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ferner  an,  der  Satz   sei  für  einen  beliebigen  Exponenten  A  ^  3 
schon  bewiesen,  es  sei  also 

so  folgt  hieraus  durch  Quadriren 

n-'^~^  =  1  -f  7^2^+1  -^h''2^^  =  1  (mod.  2^+^), 

d.  h.  der  Satz  gilt  auch  für  den  nächstfolgenden  Exponenten  X  -\-  1. 
Er  gilt  mithin  allgemein,  da  er  für  A  =  3  gilt. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  es  in  diesen  Fällen  wenigstens  Zahlen 
giebt,  die  zu  dem  Exponenten  |  (p  (2^)  =  2^--^  gehören ;  man  über- 
zeugt sich  leicht,  dass  die  Zahl  5  diese  Eigenschaft  für  jeden  Modul 
2^  ^  8  besitzt.     Es  ist  nämlich 

5  =  1+4  (mod.  8) 
52=  1-^8  (mod.  16) 
54=  1  +  16  (mod.  32) 
58=  1  +  32  (mod.  64) 


allgemein 
also 


52^-3  =  i  _|_  2^-1  (i^od.  2^), 


52^-^  niemals  =  1  (mod.  2^), 

woraus  unmittelbar  folgt,  dass  der  Exponent,  zu  welchem  die  Zahl 
5  nach  dem  Modul  2^  gehört,  kein  Divisor  von  2^~^  sein  kann, 
und  also,  da  er  doch  Divisor  von  2^~^  sein  muss,  nothwendig 
=  2^-2  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  zur  Abkürzung 

l(p(2^)  —  2^-^:=:h 
setzt,  dass  die  h  Zahlen 

50,    51,    52  .  .  .  5*-i 

sämmtlich  nach  dem  Modul  2^  incongruent  sind;  dasselbe  gilt  von 
den  Zahlen 

—  50,    —  5\    —  52  ...  —  5^-1 

da  ferner  die  erstem  sämmtlich  ^  1  (mod.  4),  die  letztern  sämmt- 
lich ^  3  (mod.  4)  sind,  so  bilden  sie  zusammengenommen  ein 
System  von  cp  (2^)  nacli  dem  Modul  2^  incongruenten  ungeraden 
Zahlen.  Ist  daher  n  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  kann  man 
stets 
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n  =  (—lytyß  (mod.  2^) 

setzen,  wo  a  nach  dem  Modul  2,  und  ß  nach  dem  Modul  h  voll- 
ständig bestimmt  ist.  Durchläuft  k  ein  vollständiges  Eestsystem 
in  Bezug  auf  den  Modul  2 ,  und  ß  unabhängig  von  a  ein  vollstän- 
diges Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  b ,  so  durchläuft  n  ein 
vollständiges  System  von  Zahlen ,  die  in  Bezug  auf  den  Modul  2^ 
incongruent  und  relative  Primzahlen  zu  2^,  d.  h.  ungerade  sind. 
Diese  beiden  Zahlen  w  und  ß  kann  man  die  Indices  der  Zahl  n 
nennen;  sie  befolgen  ganz  ähnliche  Gesetze,  wie  die  Indices  für 
die  früher  betrachteten  Moduli.  Wir  heben  noch  besonders  her- 
vor, dass  n  ^  ib  1  oder  ^  ±  3  (mod.  8)  ist,  je  nachdem  ß  gerade 
oder  ungerade. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  vorstehende  Form, 
in  welche  jede  ungerade  Zahl  n  gebracht  werden  kann,  auch  noch 
für  den  Fall  /l  ==  2  gilt;  die  Anzahl  h  der  Werthe  von  ß  reducirt 
sich  nämlich  auf  1 ,  und  da  5  ^  1  (mod.  4) ,  so  geht  die  obige 
Form  in  die  frühere  n  ^  ( —  1)'"^  (mod.  4)  über.  Für  eine  spätere 
Untersuchung  ist  es  sogar  zweckmässig,  dieselbe  Form  der  Dar- 
stellung aller  relativen  Primzahlen  zu  einem  Modul  von  der  Form 
2^  auf  die  Fälle  A  =  0  und  A  =  1  auszudehnen ;  da  in  denselben 
nur  eine  einzige  Zahlclasse  darzustellen  ist,  so  wird  man  a  und  ß 
auch  nur  einen  einzigen  Werth  beizulegen  haben ;  setzen  wir  daher 
a  =  &  =  1,  wenn  /l  =  0  oder  A  =  1  ist,  in  allen  anderen  Fällen 
(A  ^  2)  aber  a  =  2,  &  ==  1 9  (2^),  so  können  wir  sagen ,  dass  der 
Ausdruck 

n  =  (—  ly  5ß  (mod.  2^) 
alle  incongruenten   relativen  Primzahlen   zum  Modul    durchläuft, 
wenn  a  und  ß  resp,  vollständige  Restsysteme  in  Bezug  auf  a  und 
b  durchlaufen. 


§.  131. 


Es  sei  nun  der  Modul  eine  beliebige  zusammengesetzte  Zahl 
Je  =  2^jf?^j/^'  .  .  ., 
wo  p,  p'  von  einander   verschiedene  ungerade  Primzahlen,    und 
A,  TT,  5r'  .  .  .  ganze  positive  Exponenten  bedeuten,  deren  erster,  A, 
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auch  =  0  sein  kann.     Ist  n  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  ä;,  so 
kann  man  stets 

n  =  (~  1)«  bß  (mod.  2^) 
n  ^  gy  (mod.  p^) 
n^  g'y'  (mod. /^') 


setzen,  wo  g^  g'  .  .  .  primitive  Wurzeln  resp.  von  p"^^  p'^  ,  ,  .  be- 
deuten. Geben  wir  den  Zahlen  a,  6  die  im  vorigen  Paragraphen 
festgesetzte  Bedeutung  und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

so  sind  die  Exponenten  oder  Indices 

w,    /3,    y,    /  .  .  . 
vollständig  bestimmt  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Moduli 

a^    h^    c^    c'  .  .  .^ 

und  umgekehrt  entspricht  jedem  solchen  Systeme  von  Indices 
(nach  §.  25)  eine  bestimmte  Classe  von  Zahlen  n  nach  dem  Mo- 
dul /c,  die  relative  Primzahlen  zu  Ic  sind.  Durchlaufen  die  Indices 
a,  ^,  7,  y'  .  .  .  unabhängig  von  einander  ihre  a,  h^  c^  c'  .  .  .  Werthe, 
so  durchläuft  n  sämmtliche 

abcc'  .  .  .  =  cpQc) 
Zahlclassen  in  Bezug  auf  den  Modul  Je,  welche  relative  Primzahlen 
zu  h  enthaHen. 

Sind  die  Indices  w,  ^,  y,  /  .  .  .  einer  Zahl  n  bekannt,  so  ist 
es  leicht,  den  Exponenten  d  zu  bestimmen,  zu  welchem  die  Zahl 
n  gehört;  denn  offenbar  ist  d  das  kleinste  gemeinschaftliche  Mul- 
tiplum  aller  derjenigen  Exponenten,  zu  welchen  die  Zahl  n  in  Be- 
zug auf  die  einzelnen  Moduli  2^,  jp^,  j?'^'  .  .  .  gehört.  Dieser  Ex- 
ponent d  ist  daher  immer  ein  Divisor  von  dem  kleinsten  gemein- 
schaftlichen Vielfachen  ^  der  Zahlen  a^h,  c,  d  .  .  .  Es  können 
daher  primitive  Wurzeln  von  ^',  d.  h.  Zahlen,  die  zum  Exponenten 
(p  (k)  gehören,  nur  dann  existiren ,  wenn  ^  =  q)  (k)  ist ;  man  über- 
zeugt sich  leicht,  dass  dies  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  der  Modul 
Je  =  1,  oder  =  2,  oder  =  4,  oder  eine  Potenz  einer  ungeraden 
Primzahl,  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist;  und  umge- 
kehrt leuchtet  ein,  dass  in  diesen  Phallen  immer  primitive  Wurzeln 
existiren. 
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Da  ferner  die  Möglichkeit  einer  binomischen  Congruenz  von 
der  Form 

x''^  ^  n  (mod.  li) 
und  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  nur  von  der  Möglichkeit  derselben 
Congruenz  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Moduli  2^  p"^,  p'^'  .  .  .  ab- 
hängt (nach  §.  37) ,  so  überzeugt  man  sich  leicht ,  dass  zur  Beur- 
theilung  dieser  Frage  und  zur  Auffindung  der  Wurzeln  der  Con- 
gruenz die  Kenntniss  der  Indices  der  Zahl  n  vollständig  ausreicht. 
Die  wirkliche  Ausführung  dieser  Untersuchung  unterdrücken  wir 
hier,  weil  sie  sich  ganz  ebenso  gestaltet  wie  in  §.31.  Der  Fall 
m  =  2  würde  auf  diese  Weise  behandelt  auf  das  in  §.37  ge- 
wonnene Besultat  zurückführen.  Ebenso  leicht  ist  es,  den  ver- 
allgemeinerten Wilson'schen  Satz  (§.  38)  von  Neuem  zu  beweisen. 


Üirichlet,  Zalileutheovie.  22 


VI.    Beweis  des  Satzes,  dass  jede   unbegrenzte    arith- 
metische Progression,  deren  erstes  Glied  und  Diiferenz 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor  sind,  un- 
endlich viele  Primzahlen  enthält. 


§.  132. 

Der  allgemeine  Beweis  dieses  Satzes*)  stützt  sich  auf  die  Be- 
trachtung einer  Classe  von  unendlichen  Reihen  von  der  Form 

wo  der  Buchstabe  n  alle  ganzen  positiven  Zahlen  durchlaufen 
muss,  ui:hd  die  reelle  oder  complexe  Function  i/;(n)  der  Be- 
dingung 

ip {n)  ip {n')  ■=  il){nn') 
genügt.  Hieraus  folgt  für  7^  =  n'  =  1,  dass  ^  (1)  =  1  oder  =  0 
ist;  da  aber  im  letztern  Fall  ip{n)  ==  fp{\)  t(n)  für  alle  VVerthe 
von  n  verschwinden  würde,  so  nehmen  wir  immer  an,  dass  t^(l) 
=  1  ist.  Wir  nehmen  ferner  an,  die  Function  ^(n)  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  Summe  der  analytischen  Moduln  aller  Werthe 
i}^(n)  endlich  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  L  einen  von  der 
Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängingen  endlichen  Werth  besitzt. 
Man  überzeugt  sich  dann  leicht  von  der  Richtigkeit  der  folgenden 
Gleichung 


^)  IJirichJet:  Abhandlunpfen  der  Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  1837. 
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wo  das  Productzeiclien  sich  auf  alle,  in  beliebiger  Ordnung  auf 
einander  folgenden,  Primzahlen  q  bezieht*). 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  die  Reihe  L  die  Glieder 
1^(1)  =  1,    ^(q)==^,    i^(q^)  =  ^'^  ..  . 
enthält,  und  die  Summe  derselben  für  sich  einen  endlichen  Werth 
hat,  da^  der  Modulus  von  ^  (g)  <  1 ,  und  folglich 

ist.  Sind  ferner  gi,  g'2?  ^'s  •  •  •  die  sämmtlichen  Primzahlen  g,  wie 
sie  in  dem  Producte  linker  Hand  aufeinander  folgen,  so  wird  das 
Product  Q  der  ersten  m  Factoren 

1  1  1 

l-ilj{q,)'     1—1^(^2)  •••    l-i/;(g^)' 

wenn  man  jeden  derselben  nach  der  vorstehenden  Gleichung  in 
eine  unendliche  Reihe  entwickelt  und  die  Multiplication  ausführt, 
gleich  Z" !/;(?),  wo  die  Summation  über  alle  die  ganzen  positiven 
Zahlen  l  auszudehnen  ist,  in  welchen  keine  andern  als  die  Prim- 
zahlen gi,  g.2  •  •  •  (Im  aufgehen.  Ist  daher  h  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  und  nimmt  man  m  so  gross,  dass  unter  den  Primzahlen 
gi,  ^2  •  •  •  (Im  sich  alle  diejenigen  finden,  welche  <  h  sind,  so 
enthält  U  il^  (?)  alle  Glieder  der  Reihe  U 1^  (w) ,  in  welchen  n  <  h 
ist,  und  ausserdem  noch  unendlich  viele  andere,  in  denen  n  >  h 
ist.  Mithin  unterscheidet  sich  das  Product  Q  von  der  Summe 
Z!  ip  (n)  um  eine  Summe  von  der  Form  U  i}j  {n') ,  in  welche  aber 
nur  noch  Zahlen  n'  eingehen,  welche  ^  h  sind.  Da  nun  die  Summe 
der  Moduln  aller  Glieder  ip  (n)  endlich  ist ,  so  kann  man  h ,  und 
also  auch  m  so  gross  wählen,  dass  die  Summe  der  Moduln  aller 
Glieder  ip(n'),  und  folglich  auch  der  Modul  der  Differenz  Q  —  I!ip(n) 
kleiner  wird  als  jede  vorher  gegebene  Grösse;  d.  h.  mit  unbegrenzt 
wachsendem  m  nähert  sich  Q  dem  Grenzwerth  2JiA(w),  was  zu  be- 
weisen war. 

Ausser  diesen  Reihen  von  der  Form  L  =  Eil){n)    haben  wir 
noch  diejenigen  Reihen  zu  betrachten,  welche  durch  die  Entwick- 


*)  Unter  dieser  Classe  von  Reihen  sind  auch  diejenigen  enthalten,  welche 
im  fünften  Abschnitt  betrachtet  sind.  Yergl.  §§.  124,  135.  Der  Werth  einer 
solchen  Function  \p  ist  offenbar  für  alle  Zahlen  vollständig  bestimmt,  sobald 
er  für  alle  Primzahlen  willkürlich  angenommen  ist.  Die  ältesten  Unter- 
suchungen über  solche  Reihen  und  Producte  finden  sich  bei  Euler:  In- 
troductio  in  analysin  inßnitorum.    Cap.  XV. 

22* 
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lung  ihrer  natürlichen  Logarithmen  entstehen.  Wenn  der  Modulus 
von  z  ein  ecliter  Bruch  ist,  so  ist  bekanntlich 


^  -h  I  ^2  +  1  ^3  4_  1  ^4  +  .   .   .   ^  log  __  , 

und  zwar  ist  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Logarithmen  rechter 
Hand  stets  zwischen  den  Grenzen  — \7ti  und  -\-\7ti  zu  nehmen. 
Setzt  man  hierin  z=:i>  (q)  und  für  q  alle  Primzahlen,  so  erhält  man 
zufolge  der  Gleichheit  (I) 

:L    1^  Ö)  -h  I  V    1^  ö^)  _!_  1  V    ^  (g3)  -f.  ...:=.   log  X,  (II) 

und  offenbar  hat  die  aus  unendlich  vielen  unendlichen  Reihen  be- 
stehende linke  Seite  einen  von  der  Anordnung  der  Summationen 
unabhängigen  endlichen  Werth,  weil  selbst  die  Summe  der  Moduln 
aller  ihrer  Glieder  einen  endlichen  Werth  besitzt.  Der  imaginäre 
Theil  des  Logarithmen  rechter  Hand  ist  die  Summe  aller  imaginären 
Theile  der  Logarithmen  der  einzel*Qen  Factoren,  aus  denen  das 
obige  unendliclie  Product  besteht. 

Wir  fügen  zu  diesem  Resultat  noch  einige  Bemerkungen  hinzu. 
Ist  zunächst  ^(n)  eine  reelle  Function,  so  sind  alle  Factoren  des 
unendlichen  Productes  positiv,  also  ist  log  L  reell,  und  da  die 
Pteihe  logL  einen  endlichen  Werth  hat,  so  ist  L  ein  positiver  von 
Null  verschiedener  Werth.  Ist  aber  il) (n)  imaginär,  und  ij^' (n) 
der  jedesmal  mit  i>  (n)  conjugirte  complexe  Werth,  so  ist  auch 
il^' (n)  il^' (n^  =  ip' (nn'),  und  die  über  alle  ganzen  positiven  Zahlen 
n  ausgedehnte  Summe  L'  r=  U  ti^'  (^?)  ist  die  mit  L  r=  U  ijj  (n)  con- 
jugirte Zald.     Zugleich  wird 

und  zwar  ist  logZ'  conjugirt  mit  logL,  so  dass  die  Summe  logL 
-\-  log  L'  =  log  (L  L')  reell  wird. 

Ist  endlich  der  Werth  der  Function  ilß  für  alle  in  einer  l)e- 
stimmten  Zahl  Ä;  aufgehenden  Primzahlen  —  0,  so  ist  ip  (n)  jedes- 
mal =  0,  wenn  n  keine  relative  Primzahl  zu  /;  ist,  und  die  Glei- 
chungen (I)  und  (II)  bleiben  richtig,  wenn  man  n  alle  relativen 
Primzahlen  zu  Z:,  und  q  alle  in  /,;  nicht  aufgehenden  Primzahlen 
durchlaufen  lässt. 
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§.  133. 

Es  sei  nun  (wie  in  §.  131)  li  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
und  zwar 

l  =  l^f^^'-^'  .  .  ., 

wo  j;,  p'  .  .  .  von  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen  be- 
deuten; wir  geben  ferner  den  Buchstaben 

a,    &,    c,    c'  .  .  . 
ihre  frühere  Bedeutung  (§.  131)  und  bezeichnen  entsprechend  mit 

Ö,    t/,    03,    co'  .  ,  , 
irgend  welche  Wurzeln  der  Gleichungen 

Ö«=l,     i?^==l,      (0'^=!,      G}'<^'=\... 

Ist  nun  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  und  zugleich  relative 
Primzahl  zu  Ic^  und  sind  ihre  Indices 

w  (mod.  a) ,    ß  (mod.  h) ,    y  (mod.  c) ,    /  (mod.  d)  .  .  . , 
so  genügt,  wie  man  leicht  sieht,  der  Ausdruck 

6''r]ßcoVcj'r'  ... 

1^  (n)  =  — 

der  Bedingung  il){n)^  (n')z=^(nn')'^);  wenn  ferner  der  Exponent 
s  >  1  ist,  was  wir  im  Folgenden  annehmen  Avollen,  so  ist  die  Summe 
der  Moduln  n~^  aller  Glieder  ^(w)  endlich  (§.  117),  und  folglich 
gelten  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  des  vorigen  Paragraphen 

n^ i--=v^(^)  =  L 

1  — T^(g) 

l^(q)^ll  P(q')+l  1  ^(q')i-"  '  =  log  L 
in  welchen  q  alle  in  Ic  nicht  aufgehenden  Primzahlen ,  n  alle  rela- 
tiven Primzahlen  zu  ]c  durchlaufen  muss ;  beide  Reihen  haben ,  so 
lange  s  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  un- 


*)  Der  Zähler  /(w)  =  ö^^/w^w'/  .  .  .  besitzt  die  charakteristischen 
Eigenschaften  /  (w)  x  (^')  =  /  (*^  w')  und,  wenn  n'  =  n"  (mod.  k)  ist,  x  W  =  xi'^")- 
Umgekehrt,  wenn  eine  Function  ;^(n)  die  erste  Eigenschaft  hat,  und 
wenn  sie  ausserdem  nur  eine  endliche  Anzahl  m  (von  Null  verschiedener) 
Werthe  (o^,  0J2...  (Om  besitzt,  so  sind  diese  letzteren  nothwendig  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  Gleichung  w"  =  1. 
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abhängige  Summen.  Wir  können  hinzufügen,  dass  beide  Reihen 
auch  stetige  Functionen  von  s  sind,  so  lange  s  >  1  ist;  wir  be- 
weisen diese  Behauptung  für  alle  Werthe  von  s,  welche  grösser 
als  ein  beliebiger  unechter  Bruch  6  sind,  weil  hieraus  offenbar  die 
Stetigkeit  dieser  Reihen  für  alle  Werthe  von  s  >  1  (excl.  1)  folgt. 
Jede  der  beiden  Reihen  L  und  log  L  ist  von  der  Form 

«1  4_  ^  j_^    , 

15    I    2*  "^  3*   i-  •  •  -5 

wo  die  Moduln  der  Coefficienten  «i ,  «; ,  Wg  .  .  .  sämmtlich  eine 
endliche  Grösse  Ä(-=l)  nicht  übertreffen.  Um  die  Stetigkeit 
einer  Function  von  s  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  (s  ^  6) 
zu  beweisen,  genügt  esdarzuthun,  dass,  wie  klein  auch  eine  positive 
gegebene  Grösse  d  sein  mag,  die  Function  jedesmal  in  einen  ersten 
und  zwar  stetigen,  und  in  einen  zweiten  Bestandtheil  zerlegt  wer- 
den kann,  dessen  Modulus  innerhalb  des  ganzen  Intervalls  (s  ^  ö) 
<  d  ist;  denn  hieraus  folgt,  dass  der  Modulus  einer  plötzlichen 
Werthänderung  der  ganzen  Function,  die  doch  nur  von  dem  zweiten 
Bestandtheil  herrühren  kann,  kleiner  als  2  d,  und  folglich,  da  die 
gegebene  Grösse  d  beliebig  klein  sein  darf,  nothwendig  =  0  sein 
muss  (vergl.  §§.  101,  143).  In  unserm  Falle  ergiebt  sich  die  Mög- 
lichkeit einer  solchen  Zerlegung  auf  folgende  Weise ;  ist  n  eine  be- 
liebige ganze  Zahl,  so  ist  die  Summe  der  ersten  n  Glieder 

^  ^  j_  ^    .  I    ^ 

is  '^  2'  '^  '  '  '  ~^  n' 

eine  stetige  Function;  der  Modulus  der  Summe  aller  folgenden 
Glieder  ist  kleiner  als 


V(n  + 


1)^      (71 -{-2y 

und  folglich  für  alle  Werthe  s  ^  (j  auch  kleiner  als 

.       ^  W-f  1)^  +  (^+2^  +  •••)' 

da  nun  (?  ein  unechter  Bruch  ist,  und  folglich   (nach  §.  117)  die 
Reihe 

1  +  1  +  1 +  ... 

l(r   ^    2^   ^    3*^  ^ 

convergirt,  so  kann  für  jede  gegebene  Grösse  d  entsprechend   n 
so  gross  gewählt  werden,  dass 
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wird;  hiermit  ist  für  jede  gegebene  Grösse  ö  die  MögHchkeit  einer 
Zerlegung  unserer  Eeihe  in  zwei  Bestandtheile  von  der  obigen  Art, 
und  also  auch  die  Stetigkeit  der  Reihen  L  und  log  L  für  jeden 
Werth  s  >  1  nachgewiesen. 

Der  Beweis  des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression 
gründet  sich  nun  auf  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Reihen 
L  und  logZ  bei  unbegrenzter  Annäherung  des  Exponenten  s  an 
den  Werth  1.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  diese  Reihen  je  nach 
der  Wahl  der  in  dem  Ausdrucke  ilj(n)  vorkommenden  Einheits- 
Wurzeln  0^  Y},  03,  ö'  .  .  .  ein  ganz  verschiedenes  Verhalten  zeigen ; 
da  diese  Wurzeln  resp.  a,  h^  c^  c'  .  .  .  verschiedene  Werthe  haben 
können,  so  sind  in  der  Form  L  im  Ganzen 

ahcc'  .  .  .  =  cp(k) 

verschiedene  besondere  Reihen  enthalten ;  wir  theilen  diese  Reihen 
L  in  drei  Classen  ein: 

In  die  erste  Classe  nehmen  wir  nur  eine  einzige  Reihe  Li  auf, 
und  zwar  diejenige,  in  welcher  alle  Einheits- Wurzeln  ö,  rj^  «,  w' . . . 
den  Werth  -f  1  haben. 

In  die  siveite  Classe  nehmen  wir  alle  übrigen  Reihen  Li  auf, 
in  welchen  alle  Einheits-Wurzeln  reelle  Werthe,  also  die  Werthe 
i 1  haben. 

In  die  dritte  Classe  nehmen  wir  alle  übrigen  Reihen  Ij^  auf, 
d.  h.  alle  diejenigen,  in  welchen  wenigstens  eine  der  Einheits- 
Wurzeln  imaginär  ist.  Die  Anzahl  dieser  Reihen  ist  jedenfalls 
gerade,  und  sie  sind  paarweise  mit  einander  conjugirt;  denn  ent- 
spricht eine  solche  Reihe  L^  den  Wurzeln  0^  rj,  cj,  ai'  .  .  .^  so 
entspricht  immer  eine  zweite  solche  Reihe  X's  den  Wurzeln  0~^^ 
t^— 1,  «~i,  w'-i  .  .  .,  und  diese  beiden  Systeme  von  Wurzeln  sind 
nicht  identisch. 

Wir  wollen  nun  das  Verhalten  aller  dieser  Reihen  genau  un- 
tersuchen, wenn  der  Exponent  s  =  1  +  ^  sich  dem  Werthe  1 
nähert,  d.  h.  also,  wenn  die  positive  Grösse  q  unendlich  klein  wird. 
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§.  134. 


Betrachten  wir  zunächst  das  Verhalten  der  ersten  Reihe 


in  welcher  n  alle  relativen  Primzahlen  zu  k  durchlaufen  muss,  so 
leuchtet  ein,  dass  dieselbe  als  ein  Aggregat  von  q)  (k)  Partialreihen 
von  der  Form 


angesehen  werden  kann,  wo  v  relative  Primzahl  zu  Je  und  ^  k  ist. 
Da  nun  (nach  §.  117)  das  Product  aus  einer  solchen  Reihe  und 
aus  Q  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  einem  endlichen  posi- 
tiven, von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  fc-i  nähert,  so  können  wir 

L  -  ^ 

setzen,  wo  l  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  ebenfalls  einem 
endlichen,  positiven,  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  nähert. 

Ganz  anders  verhalten  sich  aber  die  Reihen  L  der  zweiten  und 
dritten  Classe;  wir  haben  gesehen,  dass  alle  diese  Reihen,  so  lange 
s  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängige 
Werthe  besitzen;  von  jetzt  an  wollen  wir  aber  ihre  Glieder  il^(n) 
so  anordnen,  dass  die  Zahlen  n  ihrer  Grösse  nach  wachsend  auf 
einander  folgen;  die  so  geordneten  Reihen  L  der  zweiten  und 
dritten  Classe  convergiren  dann  für  alle  positiven  Werthe  von  s  und 
sind  nebst  ihren  Derivirten  auch  stetige  Functionen  des  positiven 
Exponenten  s. 

Um  dies  nachzuweisen,  betrachten  wir  zunächst  die  ganze 
rationale  Function 

f(x)  =  S  0''r}ßa)r(X)'y'  .  .  .  x"" 

der  Variabein  x^  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  diejenigen  cp  (k) 
positiven  ganzen  Zahlen  v  bezieht,  die  relative  Primzahlen  zu  k 
und  <  k  sind ,  und  wo  «,  ^,  y,  y'  .  .  .  die  Indices  der  Zahl  v  be- 
deuten.    Setzt  man  x  =  1,  so  erhält  man 

/(l)  =  ^  O'^rjßcorco'Y'  .  .  ., 
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wo  die  Inclices  w ,  /3 ,  7 ,  y'  .  .  .  unabhängig  von  einander  voll- 
ständige Restsysteme  resp.  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  6,  c,  c'  .  .  . 
durchlaufen  müssen;  es  ist  daher 

/(l)  =  2  Ö«.2  fjß.l  ioy.Y.  «'/.  .  . 

Da  nun  nach  unserer  Voraussetzung  die  Reihe  L  eine  Reihe  der 
zweiten-  oder  dritten  Classe  und  folglich  mindestens  eine  der  Ein- 
heitswurzeln ö,  t^,  ö,  (ö' . . .  nicht  =  +  1  ist,  so  ist  auch  mindestens 
eine  der  Summen 

2  Ö«,   2  n^   2  «n   2  «'/  ... 

gleich  Null,  und  hieraus  folgt 

/(l)  -  0. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  kann  man  nun  die  oben  behaup- 
teten Eigenschaften  der  Reihen  L  auf  verschiedene  Arten  nach- 
weisen. Die  eine  besteht  darin,  dass  man  die  Reihe  L  in  ein 
bestimmtes  Integral  verwandelt.  Nach  der  von  Legendre  einge- 
führten Bezeichnung  ist 

1 

eine  für  alle  positiven  Werthe  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  bedeutet  ferner  n  irgend  einen  positiven  Werth,  und  ersetzt 
man  x  durch  x'^,  so  ergiebt  sich 


£M  =f,.-.  (log  Lyä.; 


und  hieraus  folgt  leicht  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105),  dass  die 
Summe  der  ersten  m  cp  (k)  Glieder  der  Reihe  L  gleich 
1 

ist.  Da  nun/(^)  eine  durch  x  theilbare  ganze  Function  von  x 
ist,  welche  für  x  =  1  verschwindet,  so  bleibt  innerhalb  des  ganzen 
Integrationsgebietes  der  Modulus  der  Function 

1     /(^) 
X    1  —  x^ 

unterhalb  einer  angebbaren  endlichen  Grösse,  und  hieraus  folgt 
leicht,  wenn  man  m  unendlich  wachsen  lässt,  dass 
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r  l      f'l     f{x)    A       1  V~' 7 

ist.  Es  zeigt  sich  also  in  der  Tliat,  dass  die  unendliche  Reihe  L 
der  zweiten  oder  dritten  Classe,  wenn  ihre  Glieder  in  der  ange- 
gebenen Weise  geordnet  sind,  für  jeden  positiven  Wertli  von  s 
convergirt;  beachtet  man  ferner,  dass  r(s)  für  alle  positiven  Werthe 
von  s  ebenfalls  positiv  und  von  Null  verschieden,  sowie,  dass  die 
Derivirte  von  r(s)  eine  stetige  Function  von  s  ist,  so  folgt  aus 
dem  vorstehenden  geschlossenen  Ausdruck  für  die  Reihe  X,  dass 
dieselbe  nebst  ihrer  Derivirten  eine  stetige  Function  von  s  ist,  so 
lange  s  positiv  bleibt. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  aber  auch  auf  anderm 
Wege,  nämlich  mit  Hülfe  des  weiter  unten  in  §.  143  bewiesenen 
allgemeinen  Satzes.  Denn  da  zufolge  der  Gleichung /(l)  =:  0  die 
Summe  der  Coefiicienten 

d'' nß  coY  o' 7'  .  .  . 

von  je  (p  (k)  auf  einander  folgenden  Gliedern  der  Reihe  L  den  Werth 
Null  hat,  so  bildet  die  Reihe  L  eine  solche  unendliche  Reihe,  wie 
sie  in  §.  143  betrachtet  wird;  man  braucht  dort  nur  unter 
hl  hl  %  •  '  '  die  Werthe  der  successiven  Zahlen  n  zu  verstehen, 
so  ergeben  sich  unmittelbar  unsere  obigen  Behauptungen  über  die 
Convergenz  und  Stetigkeit  der  Reihe  L  und  ihrer  Derivirten. 

Aus  diesem  Resultat  ergiebt  sich  nun,  dass  jede  Reihe  L  der 
zweiten  oder  dritten  Classe ,  wenn  der  Exponent  s  =r  1  -f-  ^  ab- 
nehmend dem  Werth  1  unendlich  nahe  kommt,  sich  einem  völlig 
bestimmten  endlichen  Grenzwerth,  nämlich  dem  Werth 


j 


•1  /(^) 

X    1  — X 


dx 


nähert,  welchen  die  Reihe  L  bei  der  oben  angegebenen  Anordnung 
ihrer  Glieder  für  s  =  1  annimmt. 
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§.  135. 

Es  hat  nun  zwar  gar  keine  Schwierigkeit,  denWerth  des  vor- 
stehenden Integrals  mit  Hülfe  von  Logarithmen  und  Kreisfunctionen 
darzustellen*);  dass  aber  dieser  endliche  Grenzwerth  einer  Keihe 
L  der  zweiten  oder  dritten  Classe  von  Null  verschieden  ist  —  und 
gerade  hierin  besteht  der  Hauptpunct  der  ganzen  nachfolgenden 
Untersuchung  —  würde  sich  aus  diesem  Ausdrucke  schwer  oder 
gar  nicht  erkennen  lassen.  Es  ist  nun  von  dem  höchsten  Interesse, 
dass  dieser  Nachweis  für  die  Reihen  Li  der  zweiten  Classe  sich 
mit  Hülfe  der  Untersuchungen  des  fünften  Abschnitts  über  die 
Classenanzahl  der  quadratischen  Formen  führen  lässt;  ja  A^dr  kön- 
nen hinzufügen,  dass  historisch  jene  Untersuchungen  ihren  Aus- 
gangspunct  an  dieser  Stelle  genommen  haben. 

Wir  betrachten  eine  bestimmte  Reihe  L^  der  zweiten  Classe, 
welche  den  Wurzeln 

ö  =  ±l,     ??=:±1,     a9=i:l,     w'  =  ±l... 

entspricht ;  es  sei  P  das  Product  aller  der  in  h  aufgehenden  un- 
geraden Primzahlen  p^  denen  eine  negative  Wurzel  o  =  —  1  ent- 
spricht, und  S  das  Product  der  übrigen  in  l^  aufgehenden  ungeraden 
Primzahlen  (falls  in  der  einen  oder  andern  dieser  beiden  Gruppen 
gar  keine  Primzahl  enthalten  sein  sollte ,  ist  P  oder  5  =  1  zu 
setzen);  da  nun  eine  Zahl  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
einer  Primzahl  ist,  je  nachdem  ihr  Index  y  gerade  oder  ungerade 
ist  (§.  129),  so  leuchtet  ein,  dass 


(07  a'V'  . 


© 


ist ;  wenn  ferner  ö  =  —  1 ,   also  a  —  2 ,  und  h  ^0  (mod.  4)  ist, 
so  sind  alle  Zahlen  n  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

ö«  =   (—  1)«  =  (—  l)V.(n-l); 


*)  Bei  der  wirkliche:!  Ausführung  der  Rechnung  durch  Zerlegung  in 
Partialbrüche  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105)  würde  man  auf  die  in  der 
Theorie  der  Kreistheilung  vorkommenden  Summen /(r)  stossen,  wo  r  irgend 
eine  Wurzel  der  Gleichung  r-t  z=  1  bedeutet. 
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ebenso,  wenn  rj  =  —  1 ,  also  &  >  1 ,  und  7c  ^  0  (mod.  8)  ist ,  so 
sind  alle  Zahlen  n  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

riß  =  (—  l)ß  =  (—  1)Vb(««-i). 

Diese  Bemerkungen  veranlassen  uns  (vergl.  §§.  101,  123),  je  nach 
den  vier  verschiedenen  Zeichencombinationen  ö,  rj  vier  verschiedene 
Determinanten  IJ  zu  betrachten;  wir  setzen  nämlich,  mit  gehöri- 
ger Rücksicht  auf  das  Zeichen  +  1 : 

JD  =  ±  PS-'=1  (nwd.  4), 
D  =  ±  PS' =  3  (mod.  4), 
D  =  ±2PS-'  =  2  (mod.  8), 
D  =  ±2PS^  =  6  (mod.  8), 

Nun  sind  alle  ungeraden  Zahlen  n  auch  relative  Primzahlen  zu 
2Z),  und  umgekehrt,  alle  relativen  Primzahlen  zu  2  2)  sind  auch 
ungerade  Zahlen  n,  und  gleichzeitig  ist 

0''nßG)yc3'r  . .  .  =  öv.(«-i)t^Va(n-^-i)  fJi\  =  fR\- 

ist  daher  h  gerade,  so  stimmen  die  sämmtlichen  Zahlen  n  mit  den 
sämiiajtlichen  relativen  Primzahlen  zu  2  D  überein,  und  es  ist 


wenn 

Ö=+l, 

'?=+! 

wenn 

Ö=::-l, 

n=  +  i 

wenn 

Ö=+l, 

ri=-l 

wenn 

ö=-l, 

r,=-\. 

ist  aber  y,  ungerade,  so  sind  unter  den  Zahlen  n  auch  gerade  Zahlen ; 
da  in  diesem  Falle  aber  nothwendig  ö=-]-li  '»?=  +  l^  ^Iso 
Z)  =  1  (mod.  4)  ist,  so  ist  (vergl.  §.  102) 

'        ^  \P)  n'>~  (2\    \_^\n)n'' 

\P)  2^ 
wo  in  der  letzten  Summe  rechter  Hand  der  Buchstabe  n  nur  noch 
alle  ungeraden  relativen  Primzahlen  zu  7c,  d.  h.  alle  relativen  Prim- 
zahlen zu  2D  zu  durchlaufen  hat. 

Um  daher  zu  beweisen,  dass  die  Ileihe  L.2  sich  einem  von  Null 
verschiedenen  Grenzwerth  nähert,  braucht  man  dasselbe  nur  von 
der  Reihe 


V  n  J  n' 


nachzuweisen.  Nun  leuclitet  ein,  dass  die  Zahl  B  nie  eine  Quadrat- 
zahl  sein  kann;  denn  da  eine  Quadratzahl   niemals  ^  3  (mod.  4), 
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'fe 


oder  ^  2  (mod.  8)  oder  ^  G  (mod.  8)  ist,  so  bleibt  nur  die  ein- 
zige Möghchkeit  D^l  (mod. 4);  da  aber  in  diesem  Falle  ß=  -\-  1, 
^  =  -f-  1  ist ,  so  muss ,  da  L)  eine  Reihe  der  zweiten  Classe  ist, 
wenigstens  eine  der  Wurzeln  w,  o)'  .  .  .  =  —  1  sein,  und  folglich 
P  mindestens  durch  eine  ungerade  Primzahl  p  theilbar,  also  nicht 
=  1  sein ;  mithin  ist  D  in  keinem  Falle  eine  Quadratzahl.  Wir 
haben  nun  (in  §§.  96  und  98)  gesehen,  dass  die  Anzahl  h  der 
Classen  nicht  äquivalenter  ursprünglicher  Formen  von  der  (nicht 
quadratischen)  Determinante  D  ein  Product  aus  mehreren  Factoren 
ist,  von  denen  der  eine  der  Grenzwerth  der  obigen  Reihe 


^(-)- 


ist;  da  nun  immer  mindestens  eine  Form  (1,  0,  — D)  existirt,  also 
h  niemals  :=  0  ist,  und  da  ferner  die  übrigen  in  dem  Ausdruck 
von  h  vorkommenden  Factoren  nicht  unendlich  gross  sind,  so  ist 
auch  dieser  Grenzwerth  von  Null  verschieden.  Und  hieraus  folgt, 
dass  auch  der  Grenzwerth  einer  jeden  Reibe  Lo  der  zweiten  Classe 
ein  von  Null  verschiedener  und  folglich  positiver  Werth  ist,  was  zu 
beweisen  war. 

In  dem  einfaclisten  Falle,  wo  h  eine  Potenz  einer  ungeraden 
Primzabl  _2?  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist,  existirt 
nur  eine  Reilie 


L, 


sf-)- 


der  zweiten  Classe ;  in  diesem  Falle  bedarf  es  nicht  der  Zuziehung 
der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  um  nachzuweisen,  dass  der 
Grenzwerth 


vp)i 


dieser  Reihe  von  Null  verschieden  ist;  für  diese  Summe  haben 
wir  nämlich  in  §.  103  einen  Ausdruck  gefunden,  welcher  neben 
solchen  Factoren,  die  offenbar  von  Null  verschieden  sind,  noch  den 
Factor 


y,  (  —  ]  rn    oder    }l  ( ~ )  loa  sin 


■p  j "  ^  \p  j """  "  ~y 

enthält,  je  nachdem  p  ^^  3  oder  ^  1  (mod.  4)  ist ,  und  wo  m  alle 
Zahlen  1,  2,  3  ...  (j)^ — 1)  durchlaufen  muss.  Im  ersten  Fall  ist 
aber  IJm  und  folglich  auch 
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ungerade,  also  von  Null  verschieden;  im  zweiten  Fall  ist  (§.  107) 

^  /ni\  ,        .     mir  y  ~{-  ^Vp 

—  1  (  —  )  log  sm =  log  '^ — ^ , 

wo  die  ganzen  Zahlen  ^,  ^  der  Gleichung  y^ — p^'^  =  4:p  genügen; 
es  kann  folglich  ^,  und  also  auch  der  vorstehende  Ausdruck  nicht 
r=  0  sein. 


§.  136. 

Um  nun  dasselbe  auch  für  jede  Reihe  L^  der  dritten  Classe 
zu  beweisen,  addiren  wir  alle  cp  (k)  Gleichungen  von  der  Form 

S  t(ri)-hl  S  ^Ö'O  -hi  S  i^(q')  +  •  •  •  =  logL, 

welche  den  verschiedenen  Wurzel -Systemen  0^  rj^  cj^  co'  .  .  .  ent- 
sprechen. Bedeutet  q  irgend  eine  in  h  nicht  aufgehende  Primzahl, 
und  ^  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  liefert  die  linke  Seite 
einer  jeden  solchen  Gleichung  ein  Glied 


in  welchem 


mit  dem  Coefficienten 


_1_  _1_ 


behaftet  ist,  wo  «,  ß^  y^  y'  .  .  .  die  Indices  von  q  bedeuten.  Die 
Summe  aller  dieser  den  verschiedenen  Wurzelsystemen  ö,  rj^ 
«,«'...  entsprechenden  Coefficienten  wird  daher  gleich  dem 
Product 

wo  die  Summenzeichen  sich  der  Reihe  nach  auf  die  a,  7>,  c^  c'  .  .  . 
verschiedenen  Werthe  von  0^  7]^  co^  co'  .  .  .  beziehen.  Bekanntlich 
ist  nun  die  Summe  aller  gleich  hohen  Potenzen  der  Wurzeln  von 
einer  Gleichung  der  Form  a;'"  =  1  nur  dann  von  Null  verschieden, 
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und  zwar  =  m,  wenn  der  Exponent  dieser  Potenzen  durch  m 
theilbar  ist;  mithin  ist  das  vorstehende  Product  nur  dann  von  Null 
verschieden,  und  zwar  =  abcc'  .  .  .  =  cp(k)^  wenn  die  Exponenten 
« ^,  /3  fi,  )^ ft,  //!<..  .  resp.  durch  a^  h^  c^  c'  .  .  .  theilbar ~  sind;  da 
nun  «^,  /3|u,  y^^  y'^  .  .  .  die  Indices  von  qf^  sind,  so  wird  dies  nur 
dann  und  immer  dann  eintreten,  wenn 

q^  =  1  (mod.  2^),  ^."  =  1  (mod.  jp^),     g<"  =  1  (mod.  p'^')  .  .  ., 

d.  h.  also,  wenn 

q^  =  1  (mod.  h) 

ist.  Mithin  wird  die  Summe  aller  jener  Gleichungen  folgende 
Eorm  annehmen 

=  log  Li  4-  2  log  L2  +  s  log  (L,  xy, 

wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite  Sammenzeichen  u.  s.  f. 
sich  auf  alle  die  in  h  nicht  aufgehenden  Primzahlen  q  bezieht, 
welche  resp.  den  Bedingungen  g  ^  1 ,  g^  ^  1  (mod.  k)  u.  s.  f. 
Genüge  leisten;  auf  der  rechten  Seite  bezieht  sich  das  erste 
Summenzeichen  auf  alle  Reihen  L2  der  zweiten  Classe ,  das  zweite 
auf  alle  verschiedenen  Paare  L3  L's  conjugirter  Reihen  dritter 
Classe.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  sind  wir  im  Stande  zu  be- 
weisen, dass  der  endliche  Grenzwerth,  welchem  sich  irgend  eine 
Reihe  L^  der  dritten  Classe  nähert,  von  Null  verschieden  ist. 

Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  das  schon  früher  (§.  134)  er- 
haltene Resultat,  dass  jede  solche  Reihe  Ls  für  alle  positiven 
Werthe  von  s  eine  stetige  Function  von  s  ist,  und  dass  dasselbe 
auch  von  ihrer  Derivirten  gilt.     Wir  können  daher 

Ls=f(s)-{-iF(s) 
L's  =  f(s)-iF(s) 

setzen,  wo  /(s),  F(s)  und  die  Derivirten  /'(s),  -F'(.s)  stetige 
Functionen  von  s  sind,  so  lange  s  positiv  bleibt;  da  also  der  Grenz- 
werth von  L3  =/(l)  -\-  iF(l)  ist,  so  muss,  falls  derselbe  =  0  ist, 
nothwendig/(l)  =  0  und  F(l)  =0  sein;  hieraus  folgt  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Differentialrechnung,  dass  für  jeden  Werth 
s  =  1  -f  (>,  welcher  >  1  ist, 
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Ls  =  Q  {/(I-f  ö»  +  ^F' (!  +  £())  1 

sein  wird,  wo  d  und  s  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  liegen ;  mit- 
hin wird 

wo  R  (in  Folge  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Derivirten 
/'  (s),  F'  (s))  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  sich  einem 
endlichen  (nicht  negativen)  Grenzwerth 

f'(iy-  +  F'(iy 

nähert.     Hieraus  folgt  nun 

log(L,Ly=-2  1ogi  +  logJ?, 

wo  logJt!  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  entweder  einem 
endlichen  Grenzwerth  nähert  oder  negativ  über  alle  Grenzen 
wächst,  falls  R  unendlich  klein  wird. 

Sind  im  Ganzen  m  solche  Paare  von  Keihen  dritter  Classe  vor- 
lianden,  welche  gleichzeitig  mit  q  unendlich  klein  werden,  so  ist 
folglich 

^\og(L,L',)  =  -2m\og~-^t, 

wo  t  jedenfalls  nicht  positiv  über  alle  Grenzen  wachsen  kann,  son- 
dern entweder  endlich  bleibt,  oder  negativ  über  alle  Grenzen 
wächst;  denn  da  jedes  Product  L^  L'a  sich  einem  endlichen  niclit 
negativen  Wertli  nähert,  so  kann  auch  kein  Glied  log  (Zj  L'^)  posi- 
tiv über  alle  Grenzen  wachsen. 

Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  der  Grenzwerth  einer  jeden 
Reihe  Ly  der  zweiten  Classe  von  Null  verschieden  ist,  so  nähert 
sich  die  Summe 

1    log  1.2 

der  (jedenfalls  reellen)  Reihen  log  L2  einem  endlichen  Grenz- 
werth. 

Ausserdem  ist  schon  bewiesen,  dass  das  Product  q  Li  sich 
einem  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wertli  nähert;  mit- 
hin ist 

lo.Gj/v,  r:^-  W  — +  /', 
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'ö 


wo  t'  endUch  bleibt;  folglich  ist  die  ganze  rechte  Seite  der  obigen 
Gleichung  von  der  Form 

—  (2m— 1)  log  — -f-  T, 

wo  T  mit  unendlich  abnehmendem  q  jedenfalls  nicht  positiv  über 
alle  Grenzen  wachsen  kann.  Existirte  also  mindestens  eine  Reihe 
Ls  dritter  Classe,  welche  mit  q  unendlich  klein  würde ,  d.  h.  wäre 
m  mindestens  =  1 ,  so  würde  die  ganze  rechte  Seite  unserer 
Gleichung  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  negativ  unend- 
lich wachsen.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  linke  Seite  für  alle 
Werthe  von  q  positiv  bleibt.  Mithin  ist  m  =  0,  d.  h.  jede  Reihe 
der  dritten  Classe  nähert  sich  einem  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
werth,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  endlich  noch,  dass  auch  jede  der  Reihen  log  L^ 
einen  endlichen  Grenzwerth  haben  muss,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  nach  dem  früher  Bewiesenen  (§.  133)  jede  solche  Reihe  sich 
stetig  mit  s  ändert,  so  lange  s  >  1  ist. 


§.  137. 

Das  Resultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  besteht 
darin,  dass  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der  positiven  Grösse 
Q  z=  s  —1  die  Reihe  log  Lj  positiv  über  alle  Grenzen  wächst, 
während  alle  übrigen  Reihen  log  L  sich  endlichen  Grenzwerthen 
nähern.  Mit  Hülfe  desselben  sind  wir  im  Stande,  den  Satz  über 
die  arithmetische  Progression  vollständig  zu  beweisen. 

Es  sei  nämlich  m  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  Z:,  so  mul- 
tipliciren  wir  jede  der  cp  (Je)  Reihen  von  der  Form 

welche  einem  bestimmten  System  von  Einheits  -  Wurzeln  ö,  ^,  w, 
«'  .  .  .  entspricht,  mit  dem  correspondirenden  Werth 

O-^i  rj~ß^  w-ri  w'-yi'  ..,  =  %, 
wo  «1,  /?!,  71,  y/  .  .  .  dielndices  der  Zahl  m  bedeuten,  undaddiren 
alle  Producte;  dann  wird,  wenn  wieder  w,  /3,  y,  /  .  .  .  die  Indices 
einer  bestimmten  Primzahl  q  sind,  das  Glied 

_L  J_ 
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den  Coef fielen ten 

erhalten,  wo  sicli  das  Summenzeichen  auf  alle  g)(Z;;)  Wurzel-Systeme 
bezieht;  dieser  Coefficient  ist  daher  auch  gleich  dem  Product  aus 
den  einzelnen  Summen 

in  welchen  die  Buchstaben  /),  7^,  «,  cö'  .  .  .  resp.  ihre  «,  h^  c^  c'  .  .  . 
verschiedenen  Werthe  durchlaufen  müssen;  dieser  Coefficient  wird 
folglich  nur  dann  von  Null  verschieden ,  und  zwar  =1  ahcc'  .  .  . 
=  9J(A')  sein,  wenn  die  Exponenten  «ft  —  «1 ,  ß^  —  ^] ,  y^i  —  j^,, 
y'  ^  —  y/  .  .  .  resp.  durch  a,  b^  c^  c'  .  .  .  theilbar  sind,  d.  h,  wenn 

g."  ^  m  (mod.  Ti) 

ist.  Die  Summation  aller  Producte  %  logL  giebt  daher  das  Re- 
sultat 

=^  ^  %logL, 

wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite,  dritte  Summenzeichen 
u.  s.  f.  sich  auf  alle  Primzahlen  q  bezieht,  welche  resp.  den  Be- 
dingungen q  ^^  m^  (^2  ^  m^  q^  ^  m  (mod.  Je)  u.  s.  f.  genügen, 
während  das  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  die 
sämmtlichen  9  (Ä")  verschiedenen  Wurzel-Systeme  Ö,  ??,  «,  oj'  .  .  . 
bezieht.  Bezeichnet  man  nun  mit  £  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
mit  Ausnahme  von  1,  so  ist  oifenbar 


IV     1 

2       -        g2S 

4- 

IV     ^     -}-  ^    V 

1 

;+••• 

— 

Q 

kleiner  als 

1  V 

2  -^ 

1 

.  I   1  V  -L  4- 1 

V 

^-1 

^+- 

'  *  1 

wo  in  jeder  Summe 

Jo    '• 

alle  seine  Werthe 

durchläuft 

;(la 

nun, 

sobald 

^  ^  2,  immer 

1    ^   1 

:::-  — 

^■'  —   2 

1 

1 

1<1 

^■^  =  8 

1 

ist,  so  ergiebt  sicli 


Q<-Z^; 
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während  daher  s  ahnehmend  sich  dem  Werthe  1  nähert,  bleibt  Q 
fortwährend  unterhalb  einer  endlichen  Grösse.  Da  ferner  alle 
Glieder  %  log  L  sich  endlichen  Grenzwerthen  nähern,  mit  Ausnahme 
des  einzigen  Gliedes  logLj,  welches  über  alle  Grenzen  wächst,  so 
muss  auch  die  Summe 

^  ä' 

über  alle  Grenzen  wachsen;  dies  wäre  aber  nicht  möglich,  wenn 
diese  Summe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestände, 
und  folglich  muss  es  unendlich  viele  Primzahlen  q  geben,  welche 
EiE  m  (mod.  h)  sind;  d.  h.  also: 

Jede  unhegrende  arithmetische  Progression  1cx-\-m,  deren  An- 
fang sglied  m  und  Differenz  h  relative  Primzahlen  sind^  enthält  un- 
endlieh  viele  positive  Primzahlen  q  *). 


*)  Ueber  die  Ausdehnung  dieses  Satzes  auf  Linearformen  mit  complexen 
Coefficienten ,  sowie  auf  quadratische  Formen  siehe  Birichlet:  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  der  complexen  Zahlen ,  Abhandlungen  jder 
Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  1841;  Monatsbericht  der  Berliner  Aka- 
demie (März  1840)  oder  Crelle's  Journal  XXI ;  Comptes  rendus  der  Pariser 
Akademie  1849,  T.  X,  p.  285. 


23* 


VII.    Ueber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreis- 

tlieilung". 


^  §.  138. 

Sind  J}-,  p'  ^  p"  .  .  .  positive  und  von  einander  verschiedene 
Primzalilen,  so  stimmen  (nach  §.  9)  die  Glieder  des  entwickelten 
Productes 

mit  den  sämmtlichen  Divisoren  des  Productes 

P  =  iip'p"  ... 
üherein;   dieselben  Divisoren  entstehen   offenbar  auch   durch  die 
Entwicklung  des  Productes 

(p_l)Qy_lj(y'_l)..., 

aber  die  eine  Hälfte  derselben  wird  mit  positivem,  die  andere  mit 
negativem  Zeichen  behaftet  sein;  wir  wollen  die  erstem  mit  öi, 
die  letztern  mit  8^  bezeichnen,  so  dass 

(i'-l)  (i^'-l)  (p"-l)  •  •  •  =  2  Ö.-S  ö, 

wird,  und  wir  bemerken,  dass  die  Zahl  P  selbst  zu  der  Classe  der 
erstem  gehört.  Ist  nun  8  irgend  ein  Divisor  von  P,  aber  <  P, 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Anzahl  der  durch  8  theilbaren 
Zahlen  8^  genau  gleich  der  Anzahl  der  durch  8  theilbaren  Zahlen 
^2  ist.  Denn  wenn  man  mit  g,  g;',  q"  .  .  .  alle  diejenigen  Prim- 
factoren  von  P  bezeichnet,  welche  nicht  in  8  aufgehen,  so  stimmen 
die  durch  8  theilbaren  Zahlen  6\  und  — 8^  resp.  mit  den  positiven 
und  negativen  Gliedern  des  entwickelten  Productes 
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ö(q-l){u'-l)(q"-l)... 
Überein,  und  da  ö  <  P  ist,  also  mindestens  eine  solche  Primzahl 
q  vorhanden  ist,   so  ist  die  Anzahl  der  positiven  Glieder   dieses 
Productes  genau  gleich  der  Anzahl  der  negativen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.  Bedeutet  m 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  >  1 ,  und  sind  p^  p\  p"  .  .  .  die 
sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  m  aufgehenden  posi- 
tiven Primzahlen,  so  kann  man 


m 


('-7)('-f)(-?)-  =  ^''-^- 


setzen,  wo  mit  ßi  und  —  ^j  resp.  alle  positiven  und  negativen  Glieder 
des  entwickelten  Productes  linker  Hand  bezeichnet  sind.  Behält 
man  die  vorhergehenden  Bezeichnungen  bei,  so  stimmen  offenbar 
die  Zahlen  fi,  und  ^2  resp.  mit  den  Zahlen  m' öi  und  m' 62  überein, 
wenn  zur  Abkürzung  m  =  m'  P  gesetzt  wird.  Bedeutet  nun  (i 
irgend  einen  Divisor  von  m,  mit  Ausnahme  von  m  selbst,  so  folgt 
hieraus  wieder,  dass  unter  den  Zahlen  ^i  ebenso  viele  durch  ft 
theilbar  sein  werden,  wie  unter  den  Zahlen  ^2-  Denn,  wenn  ^i' 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  fi  und  m'  ist,  so  kann 
man  ft=r^'d  setzen,  wo  d  nothwendig  ein  Divisor  von  P,  und  zwar 
<  P  sein  muss;  und  da  eine  Zahl  ^1  r=  m' 8^  oder  /[I2  =  m'  Ö2 
stets  und  nur  dann  durch  ^  z=  ^i'  8  theilbar  ist ,  sobald  resp.  8^ 
oder  ^2  durch  8  theilbar  ist,  so  ergiebt  sich  in  der  That,  dass  die 
Anzahl  der  durch  ft  theilbaren  Zahlen  11^  genau  gleich  der  Anzahl 
der  durch  ^  theilbaren  Zahlen  ^2  ist. 

Von  dieser  Eigenschaft  der  Zahlen  fti  und  /ig  kann  man  viel- 
fache Anwendungen  machen.  Hängen  z.  B.  zwei  Functionen  f(m) 
und  F(m)  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  m  durch  eine  der  beiden 
Relationen 

oder 

n/(f«)  =  J'(m) 

zusammen,  wo  das  Summen-  oder  Productzeichen  sich  jedesmal 
auf  alle  Divisoren  ^i  (incl.  m)  der  Zahl  m  bezieht,  so  folgt  daraus 
resp.  die  Umkehrung 

f(m)  =  2  PCaj  —  V  Fiuo) 
oder 

^""^  =  lm,7)' 
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wo  die  Summen-  oder  Prodiictzeiclien  sich  auf  alle  Werthe  von  ^i 
oder  auf  alle  Werthe  von  ^2  beziehen;  denn  ersetzt  man  rechts 
jeden  Werth  F(^i)  und  F(^2)  durch  die  Summe  oder  das  Product 
der  Werthe /(ft),  die  den  sämmtlichen  Divisoren  ^i  von  ^i  oder  fig 
entsprechen,  so  werden  zufolge  der  obigen  Eigenschaft  der  Zahlen 
fAj,  ^2  ^^11g  Werthe /(fi)  sich  aufheben,  in  welchen  ft  <  tn  ist,  und 
es  wird  allein  der  Werth  /  (m)  zurückbleiben. 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Aufgabe,  die  Anzahl  (p{m)  der 
ganzen  Zahlen  zu  bestimmen,  Avelche  relative  Primzalilen  zu  m  und 
nicht  grösser  als  m  sind;  aus  dieser  Definition  der  Function  (p(m) 
ist  in  §.  13  ohne  alle  Rechnung  der  Satz  abgeleitet,  dass 

^  cp(^)  —  m 

ist,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  ^  von  m  be- 
zieht; setzen  Avir  daher  F(jn)  ■=  m,  so  ergiebt  sich  umgekehrt 

also 

diese  Function  ist  daher  durch  den  Satz  des  §.13  schon  vollständig 
charakterisirt. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.  Ist  der  Werth  der  Func- 
tion/(m)  =  j),  sobald  die  Zahl  m  eine  Potenz  einer  Primzahl  p 
ist,  dagegen  =  1,  so  oft  m  =  1  oder  durch  mehrere  verschiedene 
Primzahlen  theilbar  ist,  so  leuchtet  ein,  dass 

n/W  =  m 

ist,  wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  ^  von  m  be- 
zieht; hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze,  dass  umgekehrt  der 
Quotient 

also  nur  dann  von  1  verschieden  ist,  wenn  m  eine  Potenz  einer 
Primzahl  ist;  und  zwar  ist  dieser  Quotient  dann  gleich  dieser 
Primzahl. 

Aus  der  Definition  der  Divisoren  ^1  und  ^i^  folgt  endlich  auch, 
dass  stets 

ist,  wenn  die  Function  1/^  die  Eigenschaft  ip(.^)ip(0')  =r  il)\i2s')  be- 
sitzt. 
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i.  139. 


Die  sämmtlichen  Wurzeln  q  der  Gleichung 

x'^  =  1  (1) 

sind  hekanntlich  in  der  Form  enthalten 

2  fiTt   ,    .  .     2n7t 

Q  =z  COS \-  i  sm , 

m  m 

wo  n  irgend  ein  vollständiges  Kestsystem  (niod.  m)  durchlaufen 
muss. 

Ist  n  relative  Primzahl  zu  m,  so  sind  die  Potenzen 

1,    ^,   ^2    .   .    .    ^m-l 

sämmtlich  ungleich,  und  sie  bilden  die  sämmtlichen  Wurzeln  der 
obigen  Gleichung  (1);  q  heisst  in  diesem  Fall  eine  primitiveWurzel 
dieser  Gleichung,  und  die  Anzahl  dieser  primitiven  Wurzeln  ist 
offenbar  =  (p  (m).  Ist  allgemeiner  v  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  n  und  m  =  ^v^  so  ist  q  eine  primitive  Wurzel  der 
Gleichung 

Xi^  =  1,  (2) 

und  da  umgekehrt  jede  Wurzel  der  letztern  Gleichung  (2)  auch 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (1)  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  sämmt- 
lichen Wurzeln  der  Gleichung  (1)  identisch  sind  mit  allen  primi- 
tiven Wurzeln  aller  der  Gleichungen  (2),  die  den  sämmtlichen  Di- 
visoren ^  der  Zahl  m  entsprechen.  Bezeichnet  man  daher  mit  q' 
alle  cp  (ft)  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  (2),  und  setzt 

/(f.)  =  n(x-e'), 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Wurzeln  q'  bezieht,  so  ist 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  ^  der  Zahl  m  be- 
zieht; durch  Umkehrung  dieser  für  jede  Zahl  m  geltenden  Rela- 
tion erhält  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

woraus  folgt,  dass  die  Coefficicnten  der  Function  f(ni)  sämmtlich 
ganze  rationale  Zahlen  sind. 
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Von  jetzt  an  betrachten  wir  nur  noch  den  Fall,  in  welchem 
m  =  P  =  pp'p"  •  •  •  eine  ungerade  und  durch  kein  Quadrat  theil- 
bare  ganze  Zahl  >  1  ist.     Dann  wird 

<p(P)  =  (p-i)  (y-i)  (i>"-i) . . .  =  V  ^,_v  (,,, 

eine  gerade  Zahl,  die  wir  mit  2^  bezeichnen  wollen,  und  die 
sämmtlichen  2r  relativen  Primzahlen  zu  P,  welche  <  P  sind,  zer- 
fallen in  z  Zahlen  a  und  in  r  Zahlen  h  von  der  Beschaffenheit, 
dass 

ist  (§.  52.  I.  oder  Supplemente  §.  IIG).     Setzen  wir  daher 

ö  ==  cos  -^  +  ^  sm  —-  =  e  ^ 

und 

Ä(x)  =  U(x  —  0-),  B(x)  =  U(x-e^), 
so  wird 

und  wir  wollen  im  Folgenden  die  allgemeine  Form  der  Coefficienten 
der  Functionen  ä(jö)^  B{x)  bestimmen. 

Zu  diesem  ZAvecke  erinnern  wir  zunächst  an  die  Newton'schen 
Formeln,  welche  dazu  dienen,  aus  den  Coefficienten  einer  Gleichung 
die  Summen  gleich  hoher  Potenzen  ihrer  Wurzeln,  und  umgekehrt 
aus  diesen  jene  abzuleiten.     Es  seien 

die  Wurzeln  einer  Gleichung 

x'""  +  ci  a;'"-i  +  C.2  x'''-^  -!-•••  +  c„  ==!  0, 
und 

Sk  =  <  -]-wl  -\--  '  --\-wi, 
so  lauten  diese  Formeln  folgendermaassen: 
Äi  +  ci  =  0 
S,  -^c,S^-\-2c2  =  0 


Sm  +Ci  S,n-1  +  C2  S„i-2  -{-•••  +  C,n-i  S^  -f-  m  C,,  =  0. 


und  folglich 
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Aus  der  Form  derselben  geht  hervor,  dass  Si^  S2  -  -  -  S,n  ganze 
rationale  Zahlen  sein  werden,  sobald  die  Coeflicienten  c^,  C2  •  .  .  c,» 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Wenden  wir  dies  auf  die 
Gleichung 

an,  so  ergiebt  sich,  dass 

für  jeden  Werth  A;  =  1,  2,  3  .  .  .  eine  ganze  Zahl  ist.  Anderer- 
seits ist  nun  (Supplemente  §.116) 

hiermit  sind  die  Summen  der  Zoten  Potenzen  der  Wurzeln  von  jeder 
der  beiden  Gleichungen 

Ä(x)  =  0,     B(x)  =  0 
gefunden,  und  da  dieselben  keine  andere  Irrationalität  enthalten 
als  die  Quadratwurzel 

so  gilt  zufo^e  der  Newton'schen  Formeln  dasselbe  von  sämmt- 
lichen  Coefficienten  dieser  beiden  Gleichungen,  und  zwar  werden 
zwei  gleich  hohe  Coefficienten  in  beiden  Gleichungen  sich  nur  durch 
das  Vorzeichen  dieser  Quadratwurzel  von  einander  unterscheiden, 
d.  h.  zwei  solche  Coefficienten  werden  die  Formen 

haben,  wo  y  und  ^  rationale  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  ferner 
])ehaupten,  dass  y  und  ^  entweder  ganze  Zahlen  oder  Brüche  mit 
dem  Nenner  2  sind,  obgleich  dies  aus  den  Newton'schen  Formeln 
nicht  unmittelbar  hervorgeht;  um  den  Beweis  dieser  Behauptung 
anzudeuten,  wollen  wir  jede  Gleichung,  deren  höchster  Coefficient 
=  1,  und  deren  übrige  Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
eine  primäre  Gleichung  nennen ;  dann  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass   die    Summe   und   Differenz  zweier   Wurzeln   von    primären 
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Gleichungen   (und  ebenso  ihr  Product)  wieder  Wurzeln  von  pri- 
mären Gleichungen  sind;  da  nun  0   die  Wurzel    einer  primären 
Gleichung  ist,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  Coefficienten  der  Func- 
tionen Ä  (x)  und  JB  {x)  und  folglich  auch  von 
2y    und    2^iV,(M)«yp, 

und  hieraus  folgt  sogleich ,  dass  die  rationalen  Zahlen  2  y  und  2  js 
(janse  Zahlen  sein  müssen. 

Fasst  man  dies  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass  man  gleich- 
zeitig 

2A{x)=  Y(x)  —  Z(x)i'/'^(^--^^'yP 

2B(x)=^  Y(x)  -f-  Z{x)  iV4(i'-i)^  yp 
setzen  kann,  wo  Y(x)  und  Z(x)  ganze  Functionen  bedeuten,  deren 
sämmtliche  Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind"^).     Multipli- 
cirt  man  die  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  man 

n  (:r."i  —  1) 


Y(xy~(-^^PZ(xy  =  A^ 


(^."2  _  1) 


Wir  bemerken  nun  noch,  dass  man  immer  nur  die  Hälfte  der 
Coefficienten  von  Y(x)  und  Z(x)  zu  berechnen  braucht.  Es  ist 
nämlich 

x^Ä  f-j)  =  n  (l  —  O^x)  =  (-  1)^Ö^«  n(^- Ö-«) 

x^B  (JA  =  U(l--0'x)  =  (—  lyo-^  n  (x  -  0-') ; 
nun  ist,  je  nachdem  P  ^  1,  oder  P  ^  3  (mod.  4)  ist, 

(-^)=+l,    oder    (^)  =  _1, 
und  folglich 

n  (x-e—)  =  Ä(x),  n  (x-e-^)  =  b{x)  ' 

oder 

n  {x~0'-)  =  B(x),  n  (x-e-')  ==  ä(x); 


^}  Vergl.  Gauss:  B.  A.  art.  357. 
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ist  ferner  P  nicht  r=r  3,  so  existirt  unter  den  Zahlen  a  eine  Zahl  a' 
von  der  Beschaffenheit,  dass  («'  —  1)  relative  Primzahl  zu  P  ist, 
und  da  die  Reste  derProducte  aa'  mit  den  Zahlen  a,  und  die  Reste 
der  Producte  ha'  mit  den  Zahlen  h  im  Complex  übereinstimmen, 
so  ist 

a'S«^2ö^5     a'  ^h  ^  Yih  (mod.  P) 
und  folglich 

2f*^0,     V2,  =  o  (mod.  P), 
-also 

ö^«  =  1 ,     ö^«*  r=  1. 
Mithin  ergiebt  sich  (da  r  gerade,  sobald  P  ^  1  (mod.  4)) 


,  wenn  P  =:  1  (mod.  4) 


wenn  P  ^  3  (mod.  4) 


,  wenn  P  ^  1  (mod.  4) 


;r^P 
und,  mit  Ausnahme  von  P  i=  3, 
A{x)  =  {-xYb(^J^^ 

B{x)  =  {-xyÄ(^^^ 

und  hieraus 

r(.)  =  ..r(±)- 

und,  mit  Ausnahme  von  P  =  3 , 
Y{,x)  =  (-xyY(^^y 

-Z(x)  =  (-xrz(l-'j 

Diese  Gleichungen  enthalten  Relationen  zwischen  je  zwei  gleich 
weit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Coefficienten  der  Func- 
tionen Y(x)  und  Z(x). 

Die  wirkliche  Berechnung  der  Coefficienten  der  beiden  Func- 
tionen 

Y(x)  =  y,x^  -I-  2/1^7-1  H _^  y^ 

Z(x)  —.  Z^  X^  +  01  x^-^  +'  '  '  +  ^z 


-,  wenn  P^3  (mod.  4) 
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Zuerst  bildet  man   die  Potenz- 


geschieht nun   auf  folgende  Art. 
summen 

für  Ä;  =  1,  2,  3  .  .  .  bis  zu  |r  oder  i(ir —  1),  je  nachdem  r  gerade 
oder  ungerade  ist ;  dies  kann  nach  dem  Obigen  dadurch  geschehen, 
dass  man  ebenso  viele  Coefficienten  der  ganzen  Function 

n  (x.^^  —  1) 
n  (xy^  —  1) 

vom  höchsten  an  gerechnet  durch  wirkliche  Division  bestimmt,  und 
dann  die  Newton'schen  Formeln  anwendet;  indessen  hält  es  nicht 
schwer,  durch  Betrachtungen,  welche  ebenfalls  auf  der  im  §.  138 
bewiesenen  Haupteigenscliaft  der  Zahlen  (.ii  und  ^2  beruhen,  fol- 
gende Regel  abzuleiten:  es  sei  Q  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  ]c  und  F  =  Q B^  und  r  die  Anzahl  der  in  R  aufgehen- 
den Primzahlen,  so  ist*) 

s,  =  (-iy<p(Q). 

Nachdem  diese  Werthe  Sk  gefunden  sind,  erhält  man  die  Coeffi- 
cienten der  Functionen  Y(x)  und  Z(x)  durch  die  beiden  aus  den 
Newton'schen  Formeln  abgeleiteten  Recursionsgleichungen 


2hy, 


2  Iva J-     


+(t)^[(I)-+(t)-+-+(?)'"]| 


-f 


-f-  Si  2k-\ 


wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass 

«/o  ^  2,     ^0 
ist. 


*)  Allgemeiner  lautet  diese  Kegel  so:  ist  m  —  in' P  eine  beliebige  po- 
sitive ganze  Zahl,  P  das  Product  aus  allen  von  einander  verschiedenen  in 
m  aufgehenden  Primzahlen,  und  Sk  die  Summe  der  Iden  Potenzen  aller  pri- 
mitiven Wurzeln  der  Gleichung  x""  =:  l ,  so  ist  Sk  ==  0,  so  oft  k  nicht 
durch  m'  theill)ar  ist;  ist  aber  k  =  vi' K ,  ferner  Q  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  K  und  P  =  QU,    und  r  die  Anzahl   der    in  B  auf- 


gehenden Primzahlen,  so  ist 


Sa  =  {-iym'g.{Q). 
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Beispiel  1 :  P  =  3 ;  in  diesem  Falle  müssen  alle  Coefficienten 
berechnet  werden;  da 

ist,  so  erhält  man 

2y,  =  —  S,yo  =--  2,     2^,  =  (j^^yo  =  2, 

und  folglich 

Y(x)  =  2^:4-1,     ^(^O  =  1. 
Beispiel  2 :  P  =  5 ;  r  =  2 ;  da  wieder 

Ä  =  -  1 ,     (^)  =  1 

ist,  so  erhält  man  auch  wieder 

2/1  =  1 ,     ^1  = 
und  folglich 

Y{x)  =  2^2  _j_  ^  _|_  2,     Z(x)  =  ^. 

Beispiel  3:  P=  15  =  3.5;  r  =  4;  hier  ist 

und  folglich  erhält  man  successive 

^i  =  —  1,     ^1  =  1 
und 

2/2  =  — 4,     ^2  =  0; 
also  ist 

r(;r)  =  2^4  —  /^3_4^2_^_f_  2,     Z(x)  =  X"  —  x. 


VIII.   lieber  die  Pell'sche  Gleichung'. 


§•  141. 

Bedeutet  I)  eine  positive  ganze  Zahl,  die  aber  kein  vollstän- 
diges Quadrat  ist,  so  ist  in  §.  83  durch  die  Betrachtung  der  Pe- 
rioden von  reducirten  quadratischen  Formen,  die  zur  Determinante 
D  gehören,  nachgewiesen,  dass  die  Pell'sche  oder  Fermat'sche 
Gleichung 

,  P  —  Du^  =  1 

immer  unendlich  viele  Lösungen  in  ganzen  positiven  Zahlen  ^,  u 
besitzt,  und  es  ist  dort  auch  eine  Methode  gegeben,  durch  welche 
alle  diese  Lösungen  gefunden  w^erden  können.  Es  hat  durchaus 
keine  Schwierigkeit,  den  Zusammenhang  zwischen  allen  diesen 
Lösungen  zu  finden,  sobald  nur  erst  der  Hauptpunct  bewiesen  ist, 
dass  wirklich  eine  Lösung  existirt,  in  welcher  u  von  Null  verschie- 
den ist  (§.  85);  Lagrange  gebührt  das  Verdienst,  durch  Einführung 
neuer  Principien  in  die  Zahlentheorie  diese  Schwierigkeit  zuerst 
vollständig  überwunden  zu  haben,  und  diese  Principien  sind 
später  in  hohem  Grade  verallgemeinert*).  Wir  wollen  deshalb 
hier   noch  einen  Beweis  der  Lösbarkeit  der  Pell'schen  Gleichung 


*)    Vergl.    drei  Abhandlungen  von    Dirichlet   in    den    Monats])orichten 
der  Berliner  Akademie   vom    üctober  1841,   April  1842,  März  1840;   ferner 
die  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  1840,  T.  X,  p.  280  — 288.  —  Vergl. 
\    P.  Bachmann:.  De  unitatum  complcxarum  thcoria.     18G4. 
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mittheilen,  welcher  hn  Wesenthchen  auf  derselben  Grundlage 
beruht. 

Das  Fundament  dieses  Beweises  beruht  auf  der  Thatsache, 
dass  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen  Zahlen  ^,  y  existiren, 
für  welche,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

ist;  man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  aus  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  den  Satz  entlehnt,  dass  jeder  Näherungswerth 
X :  ?/,  den  man  durch  Entwicklung  einer  Grösse  co  in  einen  Ketten- 
bruch erhält,  um  weniger  als  y~^  von  a  verschieden  ist;  nimmt 
man  also  «  ==  VD,  so  giebt  es,  da  VD  irrational  ist,  unendlich 
viele  solche  Zahlenpaare  ^,  y  von  der  Beschaffenheit,  dass,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen, 

—  --yB<~.    also    x-yyD=- 

y  y  y 

ist,  wo  d  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet; 
hieraus  folgt 

x^^yyB  =  --\-2yyi), 

y 

und  durch  Multiplication 

^2_2)^2  =  ^-f  2öyD  <  14-  2 Vi). 

Um  aber  Nichts  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche  zu  ent- 
lehnen, wollen  wir  diesen  Satz  noch  auf  einem  andern  und  zwar 
ganz  einfachen  Wege  beweisen.  Es  sei  m  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl ,  so  legen  wir  der  Zahl  y  der  Reihe  nach  die  m  -\-  1 
Werthe 

0,  1,  2  ...  (m  —  1),  ni 

bei,  und  bestimmen  für  jeden  dieser  Werthe  die  zugehörige  ganze 
Zahl  X  durch  die  Bedingung 

{)^x~y\B  <\, 

welche  offenbar  jedesmal  durch  eine,  und  nur  durch  eine  ganze 
Zahl  X  erfüllt  wird.  Theilen  wir  nun  das  Intervall  von  0  bis  1 
in  m  gleiche  Intervalle,  Avelche  durcli  die  Werthe 
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0       1       2  on  —  1      711 


m '    m  m     '    m 


begrenzt  werden,  so  muss,  da  die  Anzahl  m -{- 1  der  Zahlenpaare 
x^  y  grösser  ist  als  die  Anzahl  m  dieser  Intervalle,  wenigstens 
eines  dieser  Intervalle  mehr  als  einen,  also  mindestens  zwei  von 
den  Werthen  x  —  yVD  enthalten,  die  zwei  verschiedenen  Wer- 
then  von  y  entsprechen.  Wir  bezeichnen  diese  beiden  Werthe  mit 
x'  —  ij  yi)  und  x"  —  y"  VD ;  dann  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
ihr  Unterschied 

(cc'-cc")-(y'-y")VB  =  x-yVB  <  ~, 

tri 

und  da  y\  y"  ungleich,  nicht  negativ  und  ^  m  sind,  so  ist  (abge- 
sehen vom  Vorzeichen)  auch  y  ^=  y'  —  y"  ^  m  und  von  Null  ver- 
schieden ;  mithin  wird  x  —  y  VD  auch  <  y—'^  und  von  Null  verschie- 
den, w^eil  VD  irrational  ist.     Hieraus  folgt  aber,  wie  oben,  dass 

rr2  — 1)2/2  <l-i-2yi) 
und  von  Null  verschieden  wird. 

Dass  nun  aber  auch  unendlich  viele  solche  Zahlenpaare  x^  y 
existiren,  ergiebt  sich  leicht;  sind  nämlicli  schon  beliebig  Adele 
solche  Zahlenpaare  x,  y  gefunden,  so  kann  man  immer  die  ganze 
Zahl  m  so  gross  nehmen,  dass  m~^  kleiner  wird  als  der  kleinste 
der  bisher  gefundenen  Werthe  x  —  yVD]  für  diese  Zahl  m  erhält 
man  aber  auf  die  angegebene  Weise  wieder  ein  Zahlenpaar  x^  y 
von  der  Beschaffenheit,  dass  ;:*;  —  yVD  <  m~'^  und  folglich  auch 
kleiner  als  alle  früher  gefundenen  Werthe  x  —  y  VD  wird ,  woraus 
folgt,  dass  dieses  Zahlenpaar  x^  y  von  den  frühern  verschieden  ist; 
mitliin  ist  die  Anzahl  dieser  Zahlenpaare  unbegrenzt. 


§•  142. 


Mit  Hülfe  dieses  Resultates,  dass  immer  unendlich  viele  Paare 
von  ganzen  Zahlen  ,t,  y  existiren,  für  welche  der  absolute  Wertli 
von  x"^  —  Dy^  <  \  -\-  2  VT)  und  von  Null  verschieden  wird,  lässt 
sich  nun  leicht  beweisen,  dass  die  Gleichung  P  —  Dii'^  ^=  1  immer 
in  ganzen  Zahlen  f,  u  lösbar  ist,  und  zwar  so,  dass  u  von  Null  ver- 
schieden ausfällt. 


Peitsche  Glelchuno'.  369 


Ö 


Da  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen,  welche  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen <  1  -f  2  VD  sind,  endlich  ist,  so  muss  der  Ausdruck 
x'^  —  J)i/2  für  unendlich  viele  Zahlenpaare  x^y  einer  und  derselben 
(von  Null  verschiedenen)  Zahl  Iz  gleich  werden ;  da  ferner  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Paare  von  Resten  w,  /3,  welche  zwei  Zahlen 
x^  y  (mod.  Iz)  lassen  können,  endlich,  nämlich  =  A;^  ist,  so  leuchtet 
ebenso  ein ,  dass  mindestens  ein  solches  Restsystem  «,  ß  unendlich 
oft  auftreten  muss,  dass  also  unter  den  unendlich  vielen  Zahlen - 
paaren  x^  y ^  für  welche  x"^  —  Dy'^  =  Ic  wird,  auch  wieder  un- 
endlich viele  Paare  x^  y  sich  finden  müssen,  in  welchen  x  -^  a^ 
y  ^  ß  (mod.  h)  ist,  wo  a,  ß  zwei  bestimmte  Reste  bedeuten.  Sind 
nun  x\  y'  und  x",  y"  irgend  zwei  solche  Zahlenpaare,  d.  h.  ist 
gleichzeitig 


und 


x'-'  —  Dy'^  =  x"^  —  I)y"^  =  h 
x'  ^  x'\    y'  ^  y"  (mod.  h) , 


so  kann  man 

(x'  —  y'  \D)  (x"  -f  y"  yD)=:k(t-{-u  VD) 

setzen,  wo  ^,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  offenbar  der  Gleichung 

t^  —  Du'-  :=  1 

genügen;  und  zwar  dürfen  wir  annehmen,  dass  u  von  Null  ver- 
schieden ist;  denn  aus  u  =  0^  t  =  ±  1  ergiebt  sich  vermöge  der 
obigen  Gleichung  x'  —  y'  yD  =  +  (^"  —  y"  V^) ;  da  aber  unend- 
lich viele  solche  Zahlenpaare  x\  y'  und  x'\  y"  existiren,  so  können 
wir  auch  immer  zwei  solche  auswählen,  dass  x'\y^'  verschieden  von 
i  ^\  dz  y\  und  folglich  u  von  Null  verschieden  ausfällt. 

Hiermit  ist  also  in  der  That  bewiesen,  dass  immer  eine  Lö- 
sung ^,  u  der  vorstehenden  Pell'schen  Gleichung  existirt,  in  welcher 
n  von  Null  verschieden  ist. 

Hieraus  lässt  sich  dann  (wie  in  §.  85),  ebenfalls  ohne  Hülfe 
der  Theorie  der  reducirten  Formen ,  zeigen ,  dass  alle  Auflösungen 
f,  %i  sich  aus  der  Gleichung 

t\.uyB^-V{T^Vyi)Y 

ergeben,  wo  T,  TJ  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten, 
die  der  Gleichung  genügen,  und  der  Exponent  n  alle  positiven  und 
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negativen  ganzen  Zahlen  durchläuft.  Nur  in  der  einen  Beziehung 
bleibt  diese  Theorie  der  Pell'schen  Gleichung  unvollständig,  dass 
aus  ihr  keine  directe  Methode  fliesst,  diese  kleinste  positive  Auf- 
lösung jT,  U  unmittelbar  zu  finden.  Hierzu  und  ebenso  zur  Be- 
urtheilung  der  Aequivalenz  zweier  Formen  und  also  auch  der  Dar- 
stellbarkeit einer  Zahl  durch  eine  Form  bleibt  die  Theorie  der 
reducirten  Formen  unentbehrlich. 


IX.   Ueber  die  Convergenz  und  Stetigkeit  einiger 
unendlichen  Reihen. 


§.  143. 

Die  von  Ähel"^)  herrührende  Methode  der  theilweisen  Sum- 
mation,  welche  in  §.  101  bei  der  Untersuchung  der  Convergenz 
und  Stetigkeit  einer  unendlichen  Reihe  angewendet  ist,  findet  ge- 
wissermassen  ihre  Erschöpfung  bei  dem  Beweise  des  folgenden  all- 
gemeinen Satzes,  in  welchem  aus  gewissen,  von  einander  unab- 
hängigen Voraussetzungen  über  zwei  Grössenreihen 

«1,  «2,  ^3  •  •  •  (a) 

hl,  h.2,  h  .  .  .  (b) 

Schlüsse  auf  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Grössenreihe 

«i&i,  a2b2,  a^hs  .  .  . 
gezogen  werden. 

Wenn  hei  unhegrenst  ivacJisendem  n  der  Modulus  der  Summe 
An  =  ai  -{-a^  -\-'  '  '  +a„ 
endlich  hleiht,   wenn  ferner  die  aus  den  Moduln  der  Differenzen 
hl  — &2?  ^2  — ^3  .  .  •  gehildete  Eeihe  ^  convergirt,  und  ausserdem  h^ 
mit  wachsendem  n  unendlich  Mein  wird;  so  convergirt  die  Eeihe 

?   —   «1  &1   -f  «2  &2  -f  «3^>3   H , 

und   ihr   Werth   ändert   sich  stetig  mit  den   Grössen  (b),  voraus- 
gesetzt, dass  auch  33  sich  stetig  ändert. 


*)  Becherches  sur  la  serie  etc.,  (Euvres  completes.     1839.    T.  I.  p.  66; 
Cr  eile's  Journal  I.  p.  311. 

24* 
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Aus  der  Annahme,  dass  der  Modulus  von  Ä„  stets  kleiner  als 
eine  angebbare  Constante  H  bleibt ,  und  dass  die  Reihe  5Ö  einen 
endlichen  Werth  besitzt,  folgt  zunächst  die  unbedingte  Convergenz 
der  Reihe 

weil  selbst  die  Moduln  ihrer  Glieder  eine  convergente  Reihe  bilden, 
deren  Summe  <  iJ23  ist.  Bezeichnet  man  nun  die  Summen  der 
ersten  n  Glieder  der  Reihen  ^,  Q  resp.  mit  P„,  §„,  so  ist  P„  = 
Qn-i  -\-  Anhni  uud  da  bn  mit  wachsendem  n  unendlich  klein  wird, 
so  convergirt  auch  die  Reihe  ^,  und  ihr  Werth  ist  gleich  dem  der 
Reihe  Q. 

Es  genügt  daher  ,'Tl¥fi'  letzten  Theil  des  Satzes  für  die  Reihe  O 
nachzuweisen.  Setzt  man  nun  O  =  §„  -f  Cl„  und  ^  z=  B„  -\-  ^„, 
wo  Bn  die  Summe  der  ersten  w  Glieder  der  Reihe  33  bedeutet,  so 
ist  der  Modul  von  Q„  <  033«;  bezeichnet  man  ferner  mit  C,  Q'n-, 
S'  .  .  .  diejenigen  Werthe  von  Q,  (^„,  33  .  .  .,  welche  einem  be- 
stimmten System  (b')  entsprechen,  so  wird,  wenn  die  veränderlichen 
Grössen  hn  sich  den  Grössen  hn  unbegrenzt  und  zwar  der  Art  an- 
nähern, dass  33  sich  dem  Werthe  33'  nähert,  auch  33„  sich  dem 
Grenzwerthe  ^^  nähern.  Nun  kann  man,  wie  klein  auch  eine  ge- 
gebene positive  Grösse  d  sein  mag,  immer  n  so  gross  wählen,  dass 
H^n  <  ^  ist;  mithin  wird  im  Verlaufe  der  Annäherung  auch 
H^ni  ^md  folglich  auch  der  Modul  des  Restes  0„  definitiv  <  d 
werden,  während  der  erste  Bestandtheil  Q^  sich  seinem  Grenz- 
werthe Q'n  nähert;  hieraus  folgt,  dass  der  Modul  von  Q  —  O' 
schliesslich  unter  2  d  herabsinkt ,  dass  also  O  sich  dem  Grenz- 
werthe C  nähert,  was  zu  beweisen  war*). 

Dem  vorstehenden  Beweise  des  obigen  Satzes  fügen  wir  noch 
folgende  Bemerkungen  hinzu.  Die  Convergenz  der  Reihe  O  folgt 
schon  aus  den  beiden  Annahmen,  dass  An  endlich  bleibt,  und  dass 
die  Reihe  33  convergirt;  zufolge  der  letzteren  muss  hn  niit  wach- 
sendem n  sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe  b  nähern,  weil 
ja  die  aus  den  Differenzen  hi  —  /a2  ^  ho  —  h^  .  .  .  gebildete  Reihe 

{h,-h,)-\-{h,~h,)^--.^h,~h 


*)  Offenbar  bleibt  ^  =  O  auch  dann  noch  stetig,  wenn  die  oben  als 
constant  vorausgesetzten  Grössen  (a)  sich  zugleich  der  Art  stetig  ändern, 
dass  das  Maximum  H  der  Moduln  von  An  auch  während  der  Aenderung 
endlich  bleibt. 
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ebenfalls  convergiren  muss;  aber  dieser  Grenz werth  B  kann  sehr 
wohl  von  Null  verschieden  sein,  und  es  leuchtet  ein,  dass  in  diesem 
Fall  die  Reihe  ^  stets  und  nur  dann  convergirt,  wenn  An  mit 
wachsendem  n  sich  ebenfalls  einem  bestimmten  Grenzwerthe  51 
nähert,  d.  h.  wenn  die  Reihe 

^  =  «1  -f  «2  +  «3  -j-  .  .  . 

convergirt;  und  zwar  ist  dann  ^  ==  O  +  51B.  Durch  diese  Ver- 
schärfung der  Annahme  über  die  Constanten  (a)  wird  es  also  ge- 
stattet, die  Annahme  h  =  0  aufzugeben,  während  die  Annahme, 
dass  S  einen  endlichen  Werth  besitzt,  bestehen  bleibt*).  Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  ist  aber  die  Bemerkung,  dass  jetzt  die  Reihe 
^  sich  schon  dann  mit  den  Grössen  (b)  stetig  ändert,  wenn  33  im 
Verlaufe  der  Aenderung  endlich  bleibt,  während  O  mit  33  und  h 
auch  unstetig  werden  kann.  Setzt  man  nämlich  %  =z  An-\-  3l„,  so 
wird  an  =  5l„_i  —  5I„,  und 

'^=:^hi-%i{h,  —  h,)-%2(h,-bs) ; 

ist  nun  d  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene  Grösse,  so  kann  man 
^>  so  gross  wählen,  dass  für  cäle'^''')  Werthe  n  ^  v  der  Modul  von 
%„  <  ^  wird;  während  daher  die  Summe  der  ersten  v  Glieder 
rechter  Hand  sich  stetig  mit  den  Grössen  (b)  ändert,  bleibt  der 
Modul  des  Restes  <  d  33  und  kann  folglich ,  da  33  endlich  bleibt, 
durch  8  so  klein  gemacht  werden,  wie  man  will;  mithin  ändert  sich 
^  stetig,  was  zu  beweisen  war. 


*)  Die  Grössenreihen  (b),  denen  endliche  Werthe  33  entsprechen,  besitzen 
unter  andern  merkwürdigen  Eigenschaften  die,  dass  aus  je  zwei  solchen  Sy- 
stemen (b'),  (b")  unendlich  viele  andere  abgeleitet  werden  können,  deren 
allgemeines  Glied  c  •{-  c' b'^  ~{-  c" h'^  ist,  wo  c,  c',  c"  beliebige,  von  n  un- 
abhängige Grössen  bedeuten. 

**)  Ist  das  System  (a)  ebenfalls  veränderlich,  so  ist  die  Voraussetzung, 
dass  %  sich  stetig  mit  den  Grössen  (a)  ändert ,  noch  nicht  hinreichend  für 
die  Stetigkeit  von  ^,  wovon  man  sich  durch  die  genaue  Prüfung  des  folgenden 
Beispiels  überzeugen  wird.  Es  sei  \j.>{x)  eine  stetige  Function,  welche  sowohl 
für  unendlich  kleine  als  auch  für  unendlich  grosse  Werthe  x  unendlich  klein 
wird,  wie  z.  B.  x:{l-\-  x^) ;  ist  nun  7i  ^  0  eine  veränderliche  Grösse,  und 
an'=  xp{nh)  —  i/' ((n  —  l)^)j  ferner  bn  ^=  1  —  nh  oder  =:  0,  je  nachdem 
n7i<i  l  oder  >  1  ist,  so  nähert  sich  $,  wenn  h  unendlich  klein  wird,  nicht 
dem  Werthe  Null,  welcher  h  =  0  entspricht,  sondern  dem  Werthe 

1 
fxp{x)dx, 

0 

obgleich  51  stetig  =  0,  und  33  zwar  nicht  stetig,  aber  doch  endlich  bleibt. 
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Wir  wollen  die  vorstehenden  Principien  auf  die  Birichlet' sehen 
JReihen  anwenden;  unter  dieser  Benennung  verstehen  wir  Reihen 
von  folgender  Form*) 

/(s)  =  'il  +  ^  +  ff5  4...., 

A/l  /t/2  «'S 

wo  Ä;i,  ^2  ^3  .  .  .  positive  Constanten  von  der  Art  bedeuten,  dass 
T('n  ^  ^71+1  ist,  und  dass  Z:„  mit  n  über  alle  Grenzen  wächst;  die 
Constanten  «i,  a^-^  ccs...  sind  beliebigereelleodercomplexe  Grössen; 
ebenso  kann  die  Veränderliche  s  beliebige  reelle  oder  complexe 
Werthe  annehmen,  doch  wollen  wir  uns  hier  der  Einfachheit  halber 
auf  reelle  Werthe  s  beschränken.  Behält  An  die  frühere  Bedeutung, 
so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Bleibt  An  endlich  bei  wachsendem  w,  so  convergirt  die  Beihe 
f(s)  für  alle  positiven  Werthe  s  und  ist  nebst  ihren  sämmtlichen 
Derivirten  stetig;  convergirt  die  Beihe  noch  für  s  =  0,  so  ist  sie 
auch  an  dieser  Stelle  stetig. 

Die  Behauptungen  über/(s)  folgen  unmittelbar  aus  der  allge- 
meinen Untersuchung,  wenn  man  bn  =  K^^  setzt,  wodurch  ^  in 
die  obige  Reihe  übergeht;  denn  ^  ist  =^p  oder  =0,  je  nachdem 
s  >  0  oder  =z  0  ist.  Um  auch  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  ihrer 
Derivirten /'(s)  darzuthun,  setzen  wir,  wenn  s  einen  festen  posi- 
tiven Werth,  und  e  eine  sehr  kleine  positive  oder  negative  Grösse 
bedeutet, 


^"^sVH      e+^)' 


SO  wird 

/(s)-/Mii). 

8 

Wählt  man  nun  v  so  gross,  dass  sloglii,  >  1,  und  e  so  klein,  dass 

ylog^^l  4-^j  <s\og'k^ 
ist,  so  ist  bp  ^  by^i  ^  bpj^2  •  ♦  •  •>  weil  die  Derivirte  der  Function 

ifi L^ 

8    \X'  ^^  +  V 

*)  Sie  nehmen  die  Gestalt  von  Potenzenreihen  an,  wenn  man  s  =  — loga' 
setzt. 
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für  alle  Werthe  x^'ky  negativ  ist ;  ausserdem  ist  b  =  0 ,  also 
33^-1  =  hp.  Wird  nun  t  unendlich  klein,  so  nähert  sich  6„  dem 
Grenzwerthe 

_  log  hn 

Ihn 

und  da  h'y  ^  0^4.1  ^  6^^2  •  •  .,  ferner  6'  =  0,  also  39^_i  =  h'y  ist, 
so  geht  ^v~^  stetig  in  den  Grenzwerth  33i/_i,  und  folglich  auch  39 
stetig  in  den  Werth  33'  über.  Mithin  nähert  sich  auch  ^  dem 
Grenzwerthe  ^',  d.  h.  es  ist 

und  da  diese  Reihe  wieder  von  derselben  Beschaffenheit  ist,  so 
wird  f'(s)  auch  eine  stetige  Function  von  s.  Ganz  ähnlich  lässt 
sich  der  Beweis  für  die  Derivirten  höherer  Ordnung  führen. 


§■  144. 

Der  wahre  Charakter  des  zuletzt  bewiesenen  Satzes  besteht 
darin,  dass  aus  dem  Verhalten  einer  Dirichlet'schen  Reihe /(s)  für 
s  ==  0  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven  Werthe  s 
gezogen  wird  (man  kann  ihn  leicht  so  umformen,  dass  von  dem 
beliebigen  Werthe  s  =  0  auf  alle  Werthe  s>ö  geschlossen  wird). 
Unter  diesem  Gesichtspuncte  erscheint  von  besonderm  Interesse 
eine  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  dem  allgemeinen.  Princip  des 
§.118;  beachtet  man  nämlich,  dass,  wenn  die  dort  mit  t  bezeichnete 
Grösse  zwischen  hn  und  hn-^i  >  hn  liegt,  die  entsprechende  Grösse 
T  =  n  nichts  Anderes  ist,  als  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe 

für  s  =  —  1 ,  so  erkennt  man ,  dass  dort  aus  dem  Verhalten  der 
Reihe  für  s=  — ■  1  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven 
Werthe  s,  und  namentlich  auf  ihr  Verhalten  an  der  Stelle  s  =  0 
gezogen  wird.  Eine  genauere,  auf  die  Vereinigung  und  Verall- 
gemeinerung beider  Sätze  hinzielende  Untersuchung  führt  zu  den 
nachstehenden  Resultaten,  in  welchen  zur  Abkürzung 
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K        hl  hn 

gesetzt  ist,  während  An  seine  früliere  Bedeutung  behält. 

1.  Bleibt  SnKfür  einen  hestimmten  negativen  Werth  s  end- 
lich bei  ivachsendem  w,  so  gilt  Dasselbe  für  jeden  negativen  Werth 
s,  und  ebenso  bleibt  An :  log  hn  endlich. 

2.  Bleibt  An',  log  hn  endlich  bei  wachsendem  n^  so  convergirt 
die  Reihe  f(s)för  jeden  positiven  Werth  s. 

3.  Nähern  sich  s SnK  ^*w^  sSnhn+ifür  einen  bestimmten  ne- 
gativen Werth  s  bei  wachsendem  n  einem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe  —  « ,  so  gilt  Basselbe  für  jeden  negcdiven  Werth  s ,  und 
ebenso  nähern  sich  An  '■  loghn  und  An  :  loghn^i  dem  gemeinschaft- 
lichen Grenzwerthe  -\-  co. 

4.  Nähern  sich  An '-loghn  '^^rid  An'-  loghn+i  bei  ivachsendem  n 
einem  gemeinschaftlichen  Grenziverthe  co,  so  nähert  sich  s/(s),  wenn 
s  positiv  unendlich  Mein  tvird^  demselben  Grenziverthe  co. 

Offenbar  entspringt  der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  aus  2., 
und  der  Satz  des  §.  118  aus  3.  und  4.;  um  die  Beweise  kurz  zu  füh- 
ren, bemerken  wir,  dass,  wenn 

J-tn  ^    -f-    ^  -r    ■   '   •    i-       r 

hl  IC2  Kn 

gesetzt  wird, 

Sn  -  Ruhr:  =  Ri  {vr-hr')  +  •  •  •  +  Rn-.  (K-i  - ^ro 

ist;  zerlegt  man  die  Summe  rechter  Hand  in  zwei  Bestandtheile, 
von  denen  der  eine  die  ersten  {m — 1)  Glieder,  der  andere  die 
übrigen  {n  —  m)  Glieder  enthält,  und  berücksichtigt,  dass  man 
allgemein 

kp  ku 

y—s        p—s  n  p  7 

h/v        /Vi/ 4-1  /..     .-.T  -1  r      I  -IT  -I  r    1^ 


setzen  kann,  wo  hp  ^  hp  ^  /v+i  ist,  so  erhält  man 

WO  M  und  N  Mittelwerthe  *)  aus   den  Grössen  R^h^  resp.    von 


*)  Unter  einem  Mittelwerthe  aus  complexen  Grössen  z  ist  jeder  com- 
plexe  Werth  C  von  der  Beschaffenheit  zu  verstehen,  dass  die  reellen  Be- 
standtheile von  C  und  C*  resp.  Mittelwerthe  aus  den  reellen  Bestandtheilen 
der  Grössen  ^  und  der  Grössen  ;s:i  sind. 
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V  =  l  his  V  =  m  —  1 ,  und  von  v  =  m  his  v  =  fi' —  1  bedeuten. 
Nimmt  man  nun,  wie  im  dritten  Satze  an,  dass  die  Grössen 
rBy¥y,  rlip¥pj^-i^  also  auch  die  Grössen  rR„hy  mit  wachsendem 

V  sich  einem  Grenz werthe  —  co  nähern,  und  lässt  man  m  mit  w, 
doch  so  langsam  über  alle  Grenzen  wachsen,  dass  Jcm  :  hn  unendlich 
klein  wird,  so  nähert  sich  rN  dem  Grenzwerthe  — ca,  während  M 
endlich  bleibt,  und  folglich  wird,  wenn  s  negativ  ist,  s  SnK  sich 
ebenfalls  dem  Grenzwerthe  —  co  nähern.    Ist  aber  s  =  0,  so  folgt 

A  -  K^:;  =  r  jjf  log  (|-)  +  iviog  (!')) , 

und  wenn  man  m  der  Art  mit  n  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 
dass  loglcj^.iloglcn  unendlich  klein  wird,  so  ergiebt  sich,  dass 
Än'.loghn  sich  dem  Werthe  ■}- co  nähert.  Die  Behauptungen  über 
sSnK+i  ^ind  ^;^:logJ^„+i  ergeben  sich  von  selbst,  weil  aus  der  An- 
nahme hervorgeht,  dass,  wenn  co  von  Null  verschieden  ist,  noth- 
wendig  hn'.Jyn+i  sich  dem  Werthe  1  nähert.  Zugleich  leuchtet  ein, 
dass  der  Beweis  des  ersten  Satzes  auf  dieselbe  Weise  geführt  wer- 
den kann,  und  zwar  viel  einfacher,  weil  es  gar  keiner  Zerlegung 
der  obigen  Summe  in  zwei  Bestandtheile  bedarf*). 

Der  Beweis  des  zweiten  und  vierten  Satzes  lässt  sich  in  ähn- 
licher Weise  führen;  setzt  man  nämlich,  wenn  s  einen  positiven 
Werth  hat, 


00 

j^  rslogxdx 1  -\-  sloghn 


so  ist 


^n+l 


kn 

nimmt  man  daher  an,  dass  An  '•  log  hn  endlich  bleibt ,  so  folgt  hier- 
aus leicht**),  dass  die  unendliche  Reihe 


*)  Die  auf  den  ersten  Blick  auifallende  Erscheinung,  dass  der  obige  Be- 
weis auch  für  positive  Werthe  r  gilt,  hängt  mit  ähnlichen  Sätzen  über  das 
Verschwinden  von  f{s)  —  Sn  für  positive  Werthe  s  bei  wachsendem  n  zu- 
sammen. 

**)  Offenbar  darf  man,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Sätze  zu  beeinträch- 
tigen, bei  ihrem  Beweise  annehmen,  dass  schon  yfcj  >  1  ist. 
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(K,-K,)-^j-^(K,-K,)-\- 


convergirt,  und  dass  ihre  Summe  mit  f(s)  übereinstimmt,  womit 
der  zweite  Satz  bewiesen  ist.  Bezeichnet  man  ferner  mit  M  und 
31'  Mittelwerthe  aus  den  Grössen  An'Aoghn  resp.  von  n  =  l  bis 
n  =  m  —  1,  und  von  w  =  m  bis  w  =  00 ,  so  kann  man 

f(s)  =  M(K,-K,„)  +  31'K,, 

setzen ;  nimmt  man  nun  (wie  im  vierten  Satze)  an,  dass  die  Grössen 
^„:logfc  und  Än'Aogkn+i  sich  einem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe  co  nähern,  so  gilt  Dasselbe  von  Ä^ :  log  hn ;  lässt  man  daher, 
während  s  positiv  unendlich  klein  wird,  gleichzeitig  m  über  alle 
Grenzen,  doch  so  langsam  wachsen,  dass  s\ogk,n  unendlich  klein 
wird,  so  nähert  sich  M'  dem  Grenzwerthe  w,  während  M  endlich 
bleibt,  und  da  sKi  und  s  K^,,  sich  dem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe 1  nähern,  so  nähert  sich  sf(s)  dem  Grenzwerthe  «,  was  zu 
beweisen  war. 

Nachdem  die  obigen  Sätze  bewiesen  sind,  führen  wir  einige 
Beispiele  an,  hauptsächlich  um  zu  zeigen,  dass  sie  nicht  ohne  Wei- 
teres umgekehrt  werden  dürfen. 

Beispiel  1.     Ist  c  >  1,  und  s  >  0,  so  ist 

/M  —  —  4-—   -4-  —  -^  —  4-...  —  ^^'  +  ^- 
für  jeden  negativen  Werth  s  ist  bei  wachsendem  n 

lim  ,<?     r^ns  —  ^^^'  +  ^        lim  ,S'o    .  ,  c(2«  +  i)5   ~   f^-^^^' 
lim  >^2«  t         j  ^25   '       ^^"^  ^2n  +  l  t'  2  ^2s  ' 

also  schwankt  5^/4  5  und  nur,  wenn  b  =  a  ist,  wird 

lim  Snkn  =  YZT^s''» 

trotzdem  ist,  auch  wenn  a  und  b  ungleich  sind, 

T       An          y         An           a-\-h 
lim , 7-  =:  hm  , — ^ —  ~  —. , 

log  kn  logkn  +  i  2l0gC 

und  wirklich  nähert  sich  sf(s)  für  unendlich  kleine  positive  Werthe 
von  s  demselben  Grenzwerth. 
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Beispiel  2.    Ist  wieder  c  >  1,  und  s  >  0,  so  ist 

J  \S)   25    "T        35  45     T" 


c'        c^'  ^  c^'        c^'  ^  (c  4-  1)2' 

da  Ä2n  =  —  n,  Ä2n-i  =  +  *^  ist,  so  schwankt  Än'Aoghn]  dennoch 
nähert  sich  sf(s)  dem  bestimmten  Grenzwerth  Null,  wenn  s  positiv 
unendlich  klein  wird. 

Beispiel  3.    Von  grösserem  Interesse  ist  die  folgende  Reihe 
f(s)  z=  e-'  +  ce-''  -\-  c^e~''^'  +  e^-'''  +  •  •  •, 
wo  e  wieder  >  1  ist;  da  log^„  =  c"~S  und 

A  =  1  +  c  +  c-^  +  .  .  .  +  e-'  =  ^!£^, 
so  ergiebt  sich  bei  wachsendem  n 

hm  , 7-  = r ,    lim 


log  'kn~~  c  —  \'  logÄv,+-i  ~~  c  —  \' 

und  es  zeigt  sich,  dass  sf{s)  für  unendlich  kleine  positive  Werthe 
von  s  sich  keinem  Grenzwerthe  nähert,  sondern  hin-  und  her- 
schwankt. Ist  nämlich  r  ein  bestimmter  positiver  Werth,  und  lässt 
man  s  =  rc~Q  dadurch  unendlich  klein  werden,  dass  q  wachsend 
alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchläuft,  so  nähert  sich  sf{s)  dem 
bestimmten,  aber  von  r  abhängigen  Grenzwerth 

wo  n  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -|-  ^  durchlaufen  muss. 
Offenbar  ist  i^{r)  eine  periodische  Function  von  logr,  welche  sich 
in  die  Fourier'sche  Reihe 


verwandeln  lässt,  wo  log^  logc  ==  —  2'Jti  logr  ist,  Tl  das  Euler'- 
sche  Integral  zweiter  Art  bedeutet,  und  n  alle  ganzen  Zahlen  von 
—  00  bis  -f-  CO  durchläuft;  sie  convergirt  für  jeden  complexen 
Werth  r,  dessen  reeller Bestandtheil  positiv  ist;  sie  ist  zugleich  der 
Grenzwerth  des  Integrals 

+  00 

sin(2»^  -}-  \)'n:x 


I 


YQXQ-rc    fl^^ 


^va.%x 


für  unendlich  grosse  Werthe  der  positiven  ganzen  Zahl  n.  Wird 
s  stetig  positiv  unendlich  klein,  so  schwankt  sf{s)  um  den  mittlem 
Werth  1 :  log  c,  welcher  auch  zwischen  den  Grenzwerthen  von 
A :  log /b;^  und  ^„:  log  ^„+1  liegt. 


Ueber  die  Composition  der  binären  quadratischen 
Formen. 


§.  U5. 

Den  Ausgangspiinct  für  unsere  Darstellung  der  von  Gauss*) 
gegründeten  Theorie  der  Composition  bildet  folgendes  Lemma: 
Ist 

bb^n  (mocla),    b'b'  =  I)  (mocl  a'),  (1) 

und  haben  die  drei  Zahlen  a,  a',  b  -\-  b'  Jceinen  gemeinschaftlichen 
Theiler^  so  existirt  in  Bezug  auf  den  Modulus  aa'  eine  und  nur 
eine  Classe  von  Zahlen  B,  tvelche  den  drei  Bedingungen 

B  =  b  (mod.  a),   B  =  b'  (mod.  a'\    BB  =  B  (mod.  ao!)    (2) 
genügen. 

Dies  leuchtet  unmittelbar  ein,  falls  a  und  a!  relative  Primzahlen 
sind  (§§.25,37);  unter  der  allgemeineren  Voraussetzung  aber,  dass 
a ,  a' ,  b  -\ry  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben ,  bestimme 
man  (nach  §.  24)  drei  ganze  Zahlen  h^  h'.  h'\  welche  die  Bedingung 
ha-\-h'a'-]-h"(b-i-b')  =  l  (3) 

befriedigen;  dann  werden  alle  durch  die  Congruenz 

B  =  hab'  +  h'a'b  +  h"{bb'  +  D)  (mod.  aa')  (4) 

bestimmten  Zahlen  B  und  nur  diese  den  Forderungen  (2)  genügen. 
Da  nämlich 


*)  B.  A.  art.  234  seqq.  —  Vergl.  Lejeune  Dirichlet:  De  formarum  bi- 
nariarum  secundi  gradus  compositione.    1851. 
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(B  —  b)  {B~h')  r=  BB-{h-\-h')B^hh' 
ist,  so  folgt  zunächst,  dass  die  Forderungen  (2)  vollständig  über- 
einstimmen mit  den  folgenden 

a'B  =  a'h,  aB  =  ah',  {h-j-b')B  =  hh'^B  (mod.  aa'),  (5) 
welche,  mit  h',h,h"  multiplicirt  und  addirt,  dieCongruenz  (4)  nach 
sich  ziehen.  Dass  umgekehrt  jede  durch  die  Congruenz  (4)  be- 
stimmte Zahl  B  den  Bedingungen  (2)  oder  (5)  genügt,  ergiebt  sich 
leicht,  wenn  man  aus  (3)  und  (4)  der  Reihe  nach  h',  h,  h"  eliminirt 
und  hierbei  die  Voraussetzungen  (1)  berücksichtigt. 

Wir  bemerken  schliesslich ,  dass  die  Zahlen  a,  a',  2  B  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben;  denn  ist  8  ein  solcher,  so  folgt 
aus  (2)  auch  b  ^^  h'  ^  B  (mod.  ö),  also  b  +  ?/'e^2  J5  =  0(mod.  d); 
mithin  ist  d  gemeinschaftlicher  Theiler  von  a,  a',  b  -\-b\  und  folg- 
lich ^  =  1. 


§.  14G. 

Zwei  binäre  quadratische  Formen  (a,  &,  c),  (a',  &',  c')  von  glei- 
cher Determinante  D  sollen  einig '^)  heissen,  wenn  die  Zahlen  a,a\ 
b  -\-b'  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  Da  unter  dieser 
Voraussetzung  auch  bb  ^  D  (mod.  a),  b'b'  ^  D  (mod.  a')  ist,  so 
folgt  aus  dem  vorhergehenden  Lemma  unmittelbar  die  Existenz 
von  unendlich  vielen  (nach  §.56  äquivalenten)  Formen  {aa\B^  C) 
derselben  Determinante  7),  deren  mittlere  Coefficienten  B  den  Be- 
dingungen B  ^  b  (mod. a),  B  ^b'  (mod.«')  genügen;  jede  solche 
Form  (aa'^B^C)  heisse  ^usammengesetd'^'^)  (composita)  aus  (a,b,e) 
und  (a\  b\  c'). 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  (nach  §.  56)  die  Formen  (a,  &,  c), 
(a',  //,  c')  resp.  den  Formen  (a,  B,  a' C),  (a',  B,  aC)  äquivalent 
sind;  diese  letzteren  sind  ebenfalls  einig,  weil  die  Zahlen  a,  a',  2B, 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben  (§.  145),  und  aus  ihnen 
ist  ebenfalls  die  Form  (aa',  B,  C)  zusammengesetzt.  Bedeuten 
nun  X,  y,  x\  \f  variabele  Grössen,  und  setzt  man 


*)  Diese   Benennung    soll   an   die  radices   concordantes   von    Dirichlet 
erinnern, 

**)  Vergl.  Gauss:  JX  A.  artt.  235,  242,  243,  244. 
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X  =  XX'  -  Cyy',     Y  =--  {ax-{-  By)  /  +  {a' x'  +  By')y,      (1) 
so  wird 

{ax  ^  {B  -\-y  D)y){a'  x'  -V  {B  ~^\B)y')  =  aa'  X-\-  {BArVD)Y\  (2) 
ersetzt  man  hierin  Vi)  durch  —  VD  und  multiplicirt  die  so  ent- 
stehende Gleichung  mit  der  vorstehenden,  so  ergiebt  sich  nach 
Wegwerfung  des  beiden  Seiten  gemeinschaftlichen  Factors  aa'  die 
Gleichung 

{ax'^  +  2Bxy^a'  Cy'')  {a'x'  ^ -{- 2Bx'iy -{- a  Cy'  2) 

=  aa'X^-\-2BXY+  (7^^ 

d.  h.  die  Form  (aa',  _B,  C)  geht  durch  die  hilineare  Substitution  {\) 

in  das  Product  aus  den  beiden  Formen  (a,  jB,  a'  C) ,   (a',  -B,  a  C) 

über. 

Auf  dem  vorstehenden  Resultate  beruht  zugleich  der  Beweis 
des  folgenden  Fundamentalsatzes  *)  : 

Sind  die  beiden  einigen  Formen  (a,  &,  c),  (a',  &',  c')  resp.  äqui- 
valent den  beiden  einigen  Formen  (m,  n^  Q,  (m',  w',  T),  so  ist  auch 
die  aus  den  beiden  ersteren  zusammengesetzte  Form  (aa\  -B,  C) 
äquivalent  der  aus  den  beiden  letzteren  zusammengesetzten  Form 
(mm\  N^  L). 

Aus  den  Voraussetzungen  folgt  zunächst,  dass  die  Formen 
(a,  B^  a'  C),  {a\  B.  aC)  resp.  denP'ormen  (m,iV,  m'L),(m',  JV",  mL) 
äquivalent  sind,  und  hieraus  (nach  §.  60.  Anmerkung)  die  Existenz 
von  vier  ganzen  Zahlen  x^  t/,  x\  y'  ^  welche  den  folgenden  Be- 
dingungen genügen 

a^2  _|_  2Bxy  +  a' Cy'^  =  m,  a'x"^  -{-  2Bx'y'  +  aCy'^  =  m'    (4) 

ax-^(B-^N)y  =  0,  (B —  N)x-^  a' Cy  =  0  (mod.  m)     (5) 

afx'  -^{B-j-N)y'  =  0,  {B  —  N)x'  Ar  aCy'  =  0  (mod.  m%    (6) 

und  ebenso  braucht  man,  um  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen 

{aa\  B,  G),  {mm\  N,  L)  darzuthun,  nur   die  Existenz  von  zwei 

ganzen  Zahlen  X,  Y  nachzuweisen,  welche  die  Forderungen 

aa'X2-f  25Xr+Cr2=  mm'  (7) 

aa'X-[-{B^N)Y=  0  (mod.  mm')  (8) 

{B  —  N)X-\-GY=0  (mod.  mm')  (9) 

befriedigen.  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  die  beiden  (offen- 
bar ganzen)  Zahlen  X,  T,  welche  nach  (1)  aus  den  vier  ganzen 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  239.  -  Birichlet  a.  a.  0. 
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Zahlen  x,  y,  x\  y'  gebildet  sind,  in  der  That  den  vorstehenden  Be- 
dingungen genügen.  Zunächst  folgt  (7)  unmittelbar  aus  (3)  und 
(4).     Da  ferner  aus  jeder  Gleichung  von  der  Form 

(t  +  u  VD)  {f  +  u'  VD)  =  (t"  +  u"  VD)  {t'"  +  n'"  YD) , 
wo  t,  u^  f  u.  s.  w.  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  in  Bezug   auf  die 
Variabele  0  identische  Gleichung 

(t  -f  U0)  (t'  +  u'z)  =  (t"  +  u"^)  {t'"  +  u^"z)  ■\-  (uu'  —  u"u"')  {sz-  D), 
und  hieraus,  da  NN  ^  D  (mod.  mm')  ist,  auch  die  Congruenz 
(t-\-uN)  (f-{-u'N)  ^  (t"  +  u"N)  (t"'-]-u"'N)  (mod.  mm') 
hervorgeht,  so  folgt  (8)  unmittelbar  aus  (2)  unter  Berücksichtigung 
von  (5)  und  (6).  Dieselbe  Gleichung  (2)  lässt  sich  endlich  durch 
Multiplication  mit  JB  —  VD,  oder  mit  (7,  und  durch  Division  mit  a 
oder  mit  a'  auf  die  folgenden  vier  Formen  bringen 

{{B  -yD)x-{-  a'  Cy)  (a'x'  +  (J5  -f  'VD)y')  =  a'  U 
{ax-{-{B-\-VB)y)  ({B -VD)x' +  aCy')  ^  aU 
({B  -VB)x-\r  a'  Cy)  ({B  —  VD)  x'  +  a  Cy')  =  (B-  VD)  ü 
C(ax  +  (E  +  VD)  y)  (a'x'  +  (5  +  VB)  y')  =  (5  +  VD)  ü, 
wo  zur  Abkürzung 

(B-yn)x-^CY=  u 

gesetzt  ist;  ersetzt  man  überall  VD  durch  iV,  so  gehen  nach  dem 
oben  angeführten  Princip  diese  Gleichungen  wieder  in  Congruenzen 
nach  dem  Modulus  mm'  über;  bezeichnet  man  den  aus  ü  hervor- 
gehenden Ausdruck,  d.  h.  die  linke  Seite  der  zu  beweisenden  Con- 
gruenz (9),  mit  F,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (5) 
und  (6),  dass  die  Producte  a' F,  a  F,  (B  —  N)  F,  (B -^  N)  F,  mit- 
hin auch  2B  V  durch  m m'  theilbar  sind ;  da  aber  die  Factoren  a, 
a',  2D  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  muss  der  an- 
dere Factor  F  für  sich  allein  durch  mm'  theilbar  sein,  also  die 
Congruenz  (9)  wirklich  Statt  finden. 

Mithin  genügen  die  beiden  ganzen  Zahlen  X,  Y  den  Bedin- 
gungen (7),  (8),  (9),  und  hieraus  folgt  (nach  §.  60.  Anmerkung)  die 
Aequivalenz  der  Formen  {aa\  D,  C),  (mm',  N,  L);  was  zu  be- 
weisen war. 
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§.  147. 

Um  den  Charakter  des  eben  bewiesenen  Fundamentalsatzes 
in  das  rechte  Licht  zu  setzen,  bemerken  wir  zunächst  Folgendes: 
Sind  (a,  &,  c),  (a\  h\  c')  zwei  einige  Formen^  so  sind  ihre  Theiler 
ö,  ö'  (§.  61)  relative  Primzahlen^  und  66'  ist  der  Theiler  der  aus 
ihnen  zusammengesetzten  Form  (aa'  J5,  C).  Denn  da  die  Formen 
(a,  &,  c),  (a',  5',  c')  resp.  den  Formen  (a,  5,  a'  (7),  (»',  5,  a  C)  äqui- 
valent sind,  so  ist  (nach  §.  61)  6  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  a,  2  J5,  «'  (7,  und  ö'  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  a',  2  5,  a  (7;  da  nun  a,  a\  2  5  keinen  gemeinschaftlichen 
Divisor  haben,  so  muss  die  in  a  und  2_B  aufgehende  Zahl  6  rela- 
tive Primzahl  zu  a'  (und  also  auch  zu  der  in  a'  aufgehenden  Zahl  ö') 
sein ;  und  da  6  in  a'  C  aufgeht ,  so  muss  6  auch  in  C  aufgehen ; 
ebenso  muss  ö'  relative  Primzahl  zu  a  sein  und  folglich  auch  in  C 
aufgehen.  Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  6  und  6'  relative  Prim- 
zahlen sind,  und  da  beide  sowohl  in  2-B,  als  auch  in  C  aufgehen, 
so  ist  6  6'  offenbar  gemeinschaftlicher  Divisor  der  drei  Zahlen  aa\ 
2B,  C.  Wollte  man  nun  annehmen,  öö'  wäre  nicht  ihr  grösster 
gemeinschaftlicher  Divisor,  sondern  sie  Hessen  sich  nach  der  Di- 
vision mit  6  6'  noch  durch  eine  Primzahl  j)  theilen ,  so  müsste  _p 
wenigstens  in  einer  der  beiden  Zahlen  a  :  6  oder  a' :  6'  aufgehen ; 
gesetzt  aber ,  jp  ginge  in  a\6  auf,  so  hätten  die  drei  Zahlen 
a,  2J5,  a'  G  den  gemeinschaftlichen  Divisor  jjö,  während  doch  6 
ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  ist.  Ebenso  wenig  kann  j? 
in  a':(5'  aufgehen,  und  folglich  ist  6  6'  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Divisor  der  Zahlen  aa',2B,  (7,  d.  h.  öö'  ist  der  Theiler  der 
Form  {aa\  B^  (7),  was  zu  beweisen  war. 

Umgekehrt:  hat  man  zivei  Formenclassen  K,  K'  von  gleicher 
Determinante  D,  deren  Theiler  ö,  6'  relative  Primzahlen  sind,  so 
hann  man  stets  zwei  einige  Formen  (a,  6,  c),  {a\  h\  c')  resp.  aus  den 
Classen  K,  K'  auswählen.  Denn  man  kann  (nach  §.  93)  den  Re- 
präsentanten (a,  &,  c)  der  Classe  K  zunächst  so  wählen,  dass  a  re- 
lative Primzahl  zu  ö'  wird,  worauf  der  Repräsentant  (a',  h\  c')  der 
Classe  K'  so  gewählt  werden  kann,  dass  a'  relative  Primzahl  zu 
a  wird;  dann  sind  aber  (a,  h,  c),  (a',  6',  c')  gewiss  zwei  einige  For- 
men.    Wie  nun  auch  zwei  einige  Formen  aus   den  Classen    ST,  K' 
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ausgewählt  sein  mögen,  so  wird  zufolge  des  bewiesenen  Funda- 
mentalsatzes  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Form  stets  einer  und 
derselbe-n  Formenclasse  ^  von  derselben  Determinante  D  ange- 
hören ,  deren  Theiler  nach  dem  Obigen  =6  6'  ist.  Wir  werden 
daher  sagen,  dass  diese  Classe  Ü  aus  den  beiden  einigen  Classen 
K,  K'  zusammengesetzt  ist,  und  werden  dies  durch  die  symbolische 
Gleichung*) 

^  =  KK'  =  K'K 

ausdrücken. 

Sind  ferner  je  zwei  der  drei  Classen  K^  K\  K"  einig,  so  lassen 
sie  sich  successive  zu  einer  Classe  zusammensetzen,  und  zwar  wird 
diese  resultirende  Classe  von  der  Anordnung  der  beiden  successiven 
Compositionen  völlig  unabhängig  sein**);  d.  h.  symbolisch  ausge- 
gedrückt,  es  wird 

(KK')K"  =  {KK")K'  =  {K'K")K 
sein.     Man  kann  nämlich  die  Repräsentanten   (a,  &,  c),  («',  h\  c'), 
(a",  h'\  c")  der  drei  Classen  K^  K',  K"  (nach  §.  93)  so  wählen,  dass 
tt,  a\  a"  relative  Primzahlen  sind;  bestimmt  man  nun  (nach  §.  25) 
B  durch  die  Congruenzen 

B  =  h  (mod.  a),  B  =  h'  (mod.  a') ,  B  =  h"  (mod.  a"), 

so  wird  von  selbst  BB^D  (mod. aa' a")^  also  D  =  BB  —  aa'a"C\ 
wo  C  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Dann  enthält 

die  Classe  K       die  Form  (a,  B^  a'  a"  C) 


K'        „ 

» 

(a',  B,  aa"C) 

K"       „ 

r 

(a",  B,  aa'C) 

KK'    „ 

V 

{aa',  B,  a"  C) 

KK"    „ 

V 

(aa",B,  a'C) 

K'K"  „ 

}J 

{a'a'\  B,  aC) 

und  jede  der  Classen  (KK')K\  {KK")K',  {K'K")K  enthält 
folglich  dieselbe  Form  {aa'a'^B^  (7);  mithin  sind  diese  drei  Classen 
identisch.  Diese  eine  Classe  kann  daher  einfach  durch  das  Symbol 
KK' K"  bezeichnet  werden,  wobei  die  Stellung  der  drei  Symbole 
K,  K',  K"  gleichgültig  ist. 

Wendet  man  nun  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  2,  so 
ergiebt   sich,  dass  auch    für  jede    grössere   Anzahl  von  Classen 


*)  Gauss  bezeichnet   die  aus  K  und  K'  zusammengesetzte    Classe  mit 
K  -\-  K'  {D.  A.  art.  249). 

**)  Gauss:  I).  A.  artt.    240,  241. 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  95 
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K^  K'  .  .  .  die  durch  ihre  successive  Composition  entstehende 
Classe  völlig  bestimmt,  und  von  der  Anordnung  der  Composition 
gänzlich  unabhängig  ist.  Erforderlich  bleibt  aber  die  Bedin- 
gung, dass  diese  Classen  K^  K'  .  .  .  zu  derselben  Determinante 
gehören,  und  dass  ihre  Th eiler  ö,  ö'  .  .  .  relative  Primzahlen  sind, 
weil  nur  dann  die  Composition  in  der  oben  angegebenen  Art  aus- 
geführt werden  kann;  für  unsere  Zwecke  reicht  aber  dieser  spe- 
cielle  Fall  der  allgemeineren  Theorie  der  Composition  völlig  aus. 


§.  148. 


Wir  betrachten  zunächst  einige  besonders  wichtige  specielle 
Fälle  der  Classencomposition  *). 

1.  Die  Hauptform  (1,  0,  — D)  ist  offenbar  einig  mit  jeder  Form 
(a,  &,  c)  derselben  Determinante,  und  die  Composition  beider  For- 
men giebt  als  Resultat  dieselbe  Form  (a,  &,  c),  also :  Durch  Com- 
position irgend  einer  Classe  K  mit  der  HauptcJasse  entsteht  immer 
die  Classe  K.  Bezeichnet  man  daher  die  Hauptclasse  durch  das 
Symbol  1,  so  ist  immer  1  K  =  K^  \yo  K  eine  beliebige  Classe  be- 
deutet. 

2.  Ist  (a,  ?>,  c)  eine  ursprüngliche  Form  der  ersten  Art,  so  ist  sie 
einig  mit  der  Form  (c,  &,  a),  und  aus  beiden  ist  die  Form  (ac,  &,  1) 
zusammengesetzt.  Da  nun  (c,  5,  a)  mit  (a,  — &,  c),  und  ebenso 
(ac,  &,  1)  mit  (l,  — h^  ac)  und  folglich  auch  mit  der  Hauptform 
(1,  0,  — D)  äquivalent  ist  (§.  56),  so  kann  man  dies  Resultat  kurz 
so  aussprechen:  Die  Composition  von  sivei  entgegengesetzten  ur- 
sprünglichen Classen  der  ersten  Art  H,  H'  gieht  stets  die  Haupt- 
classe HII'  =  1. 

Hieraus  ziehen  wir  eine  wichtige  Folgerung,  von  welcher  sehr 
häufig  Gebrauch  gemacht  wird:  Bedeutet  H  eine  ursprüngliche 
Classe  erster  Art^  so  folgt  aus  HK  =  HL  auch  stets  K  :=  L.  Ist 
nämlich  H  der  Classe  //  entgegengesetzt,  also  HH'  =  1,  so  folgt 
aus  HK=HL  zunächst  (HK)  H'  =  (HL)  H',  und  hieraus 
(HH)  K  ::^  (HH')  L,  also  K  =  L. 


^)   Gauss:  J).  A,  artt.  243,  250. 
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3.  Ist  K  eine  Classe  vom  Theiler  f),  so  kann  man  (nach  §.  93) 
ihren  Repräsentanten  (aö,  &,  c)  so  wählen,  dass  a  relative  Prim- 
zahl zu  6  ist;  dann  ist  diese  Form  offenbar  zusammengesetzt  aus 
den  beiden  einigen  Formen  (a,  h,  c6)  und  (ö,  &,  ac),  deren  letztere 
den  Theiler  6  hat  und  der  einfachsten  Classe  dieses  Theilers  an- 
gehört (§.  61),  woraus  von  selbst  folgt,  dass  die  erster e  Form  eine 
ursprüngliche  Form  der  ersten  Art  sein  muss,  was  sich  auch  leicht 
direct  nachweisen  liesse.  Wir  haben  daher  das  Resultat:  Ist  S  die 
einfachste ,  und  K  irgend  eine  Classe  vom  Theiler  ö ,  so  gieht  es 
immer  mindestens  eine  ursprüngliche  Classe  erster  Art  H  von  der 
Beschaffenheit^  dass  SH  =  K  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht  mit  Hülfe  von  2.,  dass  der  Satz  3. 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  S  und  K  irgend  welche  Classen  dessel- 
ben Theilers  bedeuten ;  ebenso  leuchtet  ein,  dass  aus  den  einfachsten 
Classen  der  Theiler  ö,  ö'  stets  die  einfachste  Classe  des  Theilers 
6  6'  zusammengesetzt  ist,  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
6  und  6'  relative  Primzahlen  sind.  Wir  verweilen  aber  nicht  län- 
ger bei  diesen  und  anderen  ebenso  leicht  zu  beweisenden  Sätzen, 
weil  sie  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen  völlig  entbehr- 
lich sind. 


§.  149. 

Durch  Composition  einer  ursprünglichen  Classe  der  ersten  ArtA 
mit  sich  selbst,  oder  kürzer,  (bxvoXi  Duplication'^)  der  Classe  A  ent- 
steht eine  Classe  A  A^  welche  man  auch  durch  A^  bezeichnen  kann ; 
ähnlich  ist  die  allgemeine  Bezeichnung  ^'"  zu  verstehen,  wo  m 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Durch  Anwendung  der- 
selben Schlüsse,  wie  in  §.  28,  findet  man  nun  leicht,  dass  immer 
ein  kleinster  positiver  Exponent  8  existirt,  welcher  der  Bedingung 
A^  _,  1  genügt;  dann  sind  die  Classen 

1,  A  -42  .  .  .  A<^-\ 
welche  die  sogenannte  Periode'^'^)  der  Classe  A  bilden,  von  ein- 
ander verschieden ;   aus   A^'  =  A^  folgt  r  ^  s  (mod.  d) ,  und  um- 
gekehrt;  verallgemeinert  man  hiernach  die  Bezeichnung  A"' ,  in- 


*)  Gauss:  I).  A.  art.  249. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  SOG.  II. 

2h* 
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dem  man  sie  auch  auf  negative  Exponenten  m  (und  auf  m  =  0) 
ausdehnt,  so  ist  z.  B.  A~'^  =  Ä^-^  das  Symbol  für  die  Classe, 
welche  der  Classe  Ä  entgegengesetzt  ist  (§.  148,  2.). 

Eine  solche  Classenperiode  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden  neuen  Begriffs ,  welcher  von  der  höchsten  Wichtig- 
keit für  die  Gesetze  der  Composition  ist:  Ein  System  %  von  ur- 
sprünglichen Classen  der  ersten  Art  soll  eine  Gruppe"^)  heissen, 
wenn  die  Composition  von  je  zwei  Classen  des  Systems  51  immer 
wieder  eine  Classe  desselben  Systems  liefert;  die  Anzahl  a  der 
in  51  enthaltenen  verschiedenen  Classen  heisse  der  Grad  dieser 
Gruppe  % 

Aus  dieser  Erklärung  folgt  sofort,  dass,  wenn  die  Classe  Ä  in 
einer  Gruppe  51  enthalten  ist,  auch  die  ganze  Periode  der  Classe 
J.,  also  auch  die  entgegengesetzte  Classe  Ä—^  und  die  Hauptclasse 
sich  in  51  vorfindet.  Setzt  man  ferner  jede  in  der  Gruppe  51  ent- 
haltene Classe  ^1 ,  Ä.2  .  .  .  Aa  mit  einer  ursprünglichen  Classe 
erster  Art  B  zusammen,  so  sind  die  entstehenden  Classen  AiB^ 
AiB...AaB  von  einander  verschieden  (§.  148,2.)  und  bilden  einen 
Complex,  den  wir  kurz  durch  %B  bezeichnen  können;  zwei  so  ge- 
bildete Complexe  %B  und  %B'  sind  nun  entweder  vollständig  iden- 
tisch (was  wieder  durch  das  Zeichen  =  angedeutet  werden  soll),  oder 
sie  haben  keine  einzige  gemeinschaftliche  Classe ;  denn  wenn  sie  eine 
gemeinschaftliche  Classe  AB  =  A'B'  haben,  wo  A  und  A'  in  51  ent- 
halten sind,  so  folgt  B  =  A-^A'B'  =  A'B\  wo  A"  =  A-''A'  eine 
ebenfalls  in  51  enthaltene  Classe  bedeutet,  und  hieraus  515  =  5U."5' 
=  5(5',  weil  offenbar  der  Complex  5U."  mit  51  selbst  identisch  ist. 

Stützt  man  sich  auf  diese  fundamentale  Eigenschaft  einer 
Gruppe  und  wendet  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  127, 
so  ergiebt  sich  unmittelbar  folgender  Satz: 

Sind  alle  a  Classen  einer  Gruppe  51  zugleich  in  einer  Gruppe 
5B  vom  Grade  h  enthalten,  so  ist  a  ein  Divisor  von  b  =  ^a,  und 
die  Gruppe  53  besteht  aus  ^  Complexen  von  der  Form  %B;  die 
Gruppe  51  soll  daher  auch  ein  Divisor  der  Gruppe  ^,  letztere  ein 
MuUiplum  der  ersteren  heissen. 


*)  Ich  wähle  absichtlich  diese  von  Gälois  in  die  Algebra  eingeführte 
Benennung,  weil  seine  Theorie  und  die  obige,  welche  den  sogenannten 
Abel'schen  Gleichungen  entspricht,  gemeinschaftlich  enthalten  sind  in  der 
allgemeineren  Theorie  der  Composition,  in  welcher  {KK')K"  =  K{K' K") 
ist,  und  ausserdem  sowohl  aus  KK'  ■=  KK" ^  als  auch  aus  K' K  =  K" K 
stets  K'  =z  K"  folgt  (vergl.  §.  55). 
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Sind  ferner  %  und  33  zwei  beliebige  Gruppen,  so  bildet  das 
System  ^  aller  in  51  und  33  gemeinschaftlich  enthaltenen  Classen 
ebenfalls  eine  Gruppe,  welche  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von  51  und  ^  heissen  mag;  sind  a,  &,  d  die  Grade  dieser  drei 
Gruppen,  so  ist  d  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  a  rz=  ad  und 
h  =  ßd\  besteht  ferner  die  Gruppe  33  aus  den  ß  Complexen  ®i?i, 
^  ji52  .  .  .  ^  Bß,  so  bilden,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  die  ß  Com- 
plexe  $IjBi,  ^Bi  •  .  -^Bß  eine  Gruppe  9)^  vom  Grade  m  =  aß 
=  ha  =  ab:d^  und  zwar  ist  diese  Gruppe  Tl  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Multiplum  der  beiden  Gruppen  31  und  33  *). 

Die  am  leichtesten  zu  überblickenden  Gruppen  sind  die  oben 
erwähnten  Perioden;  jede  solche  Gruppe,  deren  Classen  durch 
wiederholte  Composition  aus  einer  einzigen  Classe  entstehen,  wollen 
wir  eine  reguläre  Gruppe  nennen;  jede  irrreguläre  Gruppe  lässt 
sich  als  das  kleinste  Multiplum  von  gewissen  regulären  Gruppen 
darstellen,  von  denen  je  zwei  nur  die  Hauptclasse  gemeinschaftlich 
haben.  Auf  diese  Darstellung  und  die  damit  zusammenhängenden 
Sätze  von  6rttwss**),  deren  Beweis  leicht  auf  das  Vorhergehende 
gegründet  werden  kann,  wollen  wir  aber  hier  nicht  mehr  eingehen. 


§.  150. 


Eine  der  hauptsächlichsten  Anwendungen,  welche  Gauss  von 
der  Theorie  der  Composition  gemacht  hat,  besteht  in  der  Ver- 
gleichung  der  Anzahl  h'  der  Classen  vom  Theiler  6  mit  der  An- 
zahl h  der  ursprünglichen  Classen  erster  Art  ***) ;  offenbar  ist  dies 
dieselbe  Aufgabe,  welche  Dirichlet  in  der  oben  mitgetheilten  Art 
(§§.  97,  99,  100)  gelöst  hat. 

Bedeutet  S  die  einfachste,  und  K  irgend  eine  Classe  vom 
Theiler  ö,  so  existirt  (nach  §.  148,  3.)  mindestens  eine  ursprüng- 
liche Classe  erster  Art  H^  welche  mit  S  componirt  die  Classe  K 


*)  Dieser  Satz  verliert  seine  allgemeine  Gültigkeit,  wenn  die  Ordnung 
der  zusammenzusetzenden  Elemente  einen  Einfiuss  auf  das  Compositum  hat. 
**)  D.  A.  artt.  305  —  307;  ferner  Demonstration  de  quelques  theoremes 
concernants  les  periodes  des  classes  des  formes  hinaires  du  second  degre 
(Gauss  Werke,  Bd.  II.  p.  266.  1863).  —  Vergl.  Schering:  Die  Fundamental- 
Classen  der  zusammensetzharen  arithmetischen  Formen,  Göttingen  1869. 
***)  D.  A.  artt.  253  —  256. 
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hervorbringt;  durch  Composition  von  S  mit  allen  h  Classen  H 
müssen  also  jedenfalls  alle  Classen  K  vom  Theiler  ö,  jede  min- 
destens einmal  erzeugt  werden.  Es  seien  nun  Bi^  B2  .  .  .  Rr  die 
sämmtlichen  r  von  einander  verschiedenen  ursprünglichen  Classen 
erster  Art,  welche  mit  S  componirt  die  Classe  S  selbst  hervor- 
bringen; da  aus  SB  =  S  und  SB'  =  S  auch  S  (BB')  =  S  folgt, 
so  bilden  diese  r  Classen  eine  Gruppe  9?  vom  Grade  r ;  und  da  das 
System  aller  h  ursprünglichen  Classen  erster  Art  ebenfalls  eine 
Gruppe  §  bildet,  welche  ein  Multiplum  der  Gruppe  IR  ist  (§.  149), 
so  ist  h  =  r/r,  und  die  Gruppe  §  zerfällt  in  Je  Complexe  von  der 
Form  Ü?i/;  alle  r  Classen  eines  solchen  Complexes  ÜtjH"  geben, 
mit  S  componirt,  eine  und  dieselbe  Classe  SH  \om  Theiler  ö;  und 
umgekehrt,  wenn  S H'  =  SH  ist,  so  folgt  SH' H-^  =  >S,  also  ist 
H'H-'  =  B  inU,  mithin  H'  =  BH  in  dem  Complex  ^H  ent- 
halten. Die  Anzahl  h'  der  verschiedenen  Classen  vom  Theiler  6 
ist  daher  =  k,  und  wir  sind  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Die  Anzahl  h  der  ursprünglicJien  Classen  der  ersten  Art  ist 
rmal  so  gross  als  die  Anzahl  h'  der  Classen  vom  Theiler  ö ,  wo  r 
die  Anzahl  derjenigen  ursprünglichen  Classen  der  ersten  Art  be- 
deutet^ ivelche  mit  der  einfachsten  Classe  vom  Theiler  6  zusammen- 
gesetzt diese  letztere  wieder  erzeugen. 

Dies  Resultat  behält  offenbar  seine  Gültigkeit  für  eine  negative 
Determinante,  auch  wenn  nicht  alle,  sondern  nur  die  sogenannten 
positiven  Classen  gezählt  werden  (§.  64). 

Es  kommt  jetzt  offenbar  nur  noch  darauf  an,  die  Anzahl 
r  zu  bestimmen,  und  zu  diesem  Zwecke  stellt  Gauss  folgenden  schö- 
nen Satz  auf: 

Hie  r  ursprünglichen  Classen  der  ersten  Art^  welche  mit  der  ein- 
fachsten Classe  vom  Theiler  6  zusammengesetzt  diese  letztere  tvieder 
erzeugen,  sind  identisch  mit  denjenigen  Classen,  durch  deren  For- 
men das  Quadrat  des  Theilers  6  eigentlich  oder  uneigentlich  dar- 
gestellt iverden  Icann. 

Um  denselben  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  man 
als  Repräsentanten  einer  jeden  ursprünglichen  Classe  H  der  ersten 
Art  stets  eine  Form  (a,  -B,  Co)  annehmen  kann,  in  welcher  a  re- 
lative Primzahl  zu  ö  ist,  2  B  und  C  aber  durch  ö  theilbar  sind ;  hat 
man  nämlich  (nach  §.  93)  als  Repräsentanten  zunächst  eine  Form 
(a,  &,  c)  gewählt,  in  welcher  a  relative  Primzahl  zu  6  ist,  und  com- 
ponirt man  dieselbe  mit  einer  Form  (ö,  h',  c')  aus  der  einfachsten 
Classe  S  vom  Theiler  ö,  so  erhält  man  (§§.  146,  147)  eine  Form 
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(aö,  B^  C)  vom  Theiler  ö,  und  zwar  so,  dass  die  Formen  (a,  ö,  c), 
(0,  6',  c')  resp.  den  Formen  (a,  J5,  Co),  (ö,  j5,  a  C)  äquivalent  sind; 
es  kann  daher  (a,  jB,  (7  ö)  statt  (a,  &,  c)  als  Repräsentant  der  Classe 
H  gewählt  werden. 

Ist  nun  S  H  =  S^  also  H  eine  der  r  Classen  aus  der  Gruppe 
jR,  so  ist  (aö,  B,  C)  äquivalent  mit  (ö,  B,  aC),  und  folglich  exi- 
stiren  zwei  ganze  Zahlen  ^,  ^,  welche  der  Bedingung 

a^x'^-\-2Bxy-\'  Cy^  =  6 
genügen;  hieraus  folgt  aber 

a(0xy-]-2B(6x)y  -{-  Cöy^  =  ö"^, 
d.  h.  ö2  wird  durch  die  Form  (a,  J5,  Co)  der  Classe  H  dargestellt, 
wenn  den  Yariabeln  die  Werthe  6x,  y  beigelegt  werden. 

Umgekehrt,  ist  ö^  durch  die  Formen  der  Classe  H^  also  auch 
durch  die  Form  (a,  B^  (7ö)  darstellbar,  so  existiren  zwei  ganze 
Zahlen  x',  y,  welche  der  Bedingung 

ax'^^^'lBx'y-^-  Cöy^  =  6^ 

genügen.  Zunächst  ergiebt  sich  hieraus,  dass  x'  durch  ö  th eilbar 
sein  muss;  denn  da  C  und  2j5,  also  auch  2By  =  ßö  durch  ö 
theilbar  ist,  so  folgt  ax'^-\-ß6x'  ^  0  (mod.  ö^);  ist  nun  d  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  x'  =  öx  und  ö  =  ^^,  wo 
also  X  und  q  relative  Primzahlen  bedeuten,  so  ergiebt  sich  ax"^  -]-  ßQX 
^  0  (mod.  ()2),  also  muss  ax'^^  folglich  auch  a  durch  q  theilbar 
sein ;  da  aber  a  relative  Primzahl  zu  ö  =  öq^  also  auch  zu  q  ist, 
so  muss  ^  r=  1 ,  d  =  ö ,  also  x'  =  ^x  sein.  Nachdem  dies  be- 
wiesen ist,  ergiebt  sich 

aöx'^  4-  2Bxy  -f  Ctß  —  ö; 
da  ferner  2  B  und  C  durch  6  theilbar  sind,  so  folgt,  dass  x  und  y 
relative  Primzahlen  sind;  mithin  ist  ö  eigentlich  darstellbar  durch 
die  Form  (aö^B^C)  vom  Theiler  ö,  welche  folglich  (§.60)  einer  Form 
äquivalent  sein  muss,  deren  erster  Coefficient  =^  ö  ist,  und  die 
also  der  einfachsten  Classe  S  vom  Theiler  6  angehört.  Da  nun 
(aö,  B^  C)  auch  der  Classe  SH  angehört,  so  ist  SH=  >S,  d.  h. 
Hist  eine  Classe  aus  der  Gruppe  %  was  zu  beweisen  war. 

Durch  den  hiermit  bewiesenen  obigen  Satz  sind  wir  nun  in 
den  Stand  gesetzt,  den  Grad  r  der  Gruppe  ^  genau  zu  bestimmen. 
Ist  R  eine  Classe  aus  dieser  Gruppe,  und  wird  ö^  durch  ihre  For- 
men so  dargestellt,  dass  die  beiden  darstellenden  Zahlen  (x,  y)  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  d  haben,  so  geht  d^  in  ö^,  folg- 
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lieh  d  in  6  =  ÖQ  auf;  mithin  ist  (nach  §.  60)  q'^  eigentlich  dar- 
stellbar durch  die  Formen  der  Classe  R,  und  folglich  kann  man 
(nach  §.  60)  als  Repräsentanten  von  R  eine  Form  wählen,  deren 
erster  Coefficient  =q-  ist.  Da  umgekehrt  durch  jede  solche  Form 
auch  6^  dargestellt  wird,  wenn  den  Variabelen  die  Werthe  x  =  d, 
y  =  0  ertheilt  werden,  so  gehört  sie,  wenn  sie  zugleich  ursprünglich 
von  der  ersten  Art  ist,  einer  Classe  R  aus  der  Gruppe  U  an.  Wir 
haben  mithin  folgenden  Satz  erhalten: 

Der  Grad  r  der  Gruppe  ^  ist  gleich  der  Ansah!  aller  nicht 
äquivalenten  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Ärt^  deren  erster 
Coefficient  ein  quadratischer  Divisor  p^  i;q)}i  Quadrate  des  Theüers 
(3  ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  für  jeden  solchen  quadrati- 
schen Divisor  q'^  (zufolge  §.  56)  nur  alle  diejenigen  Formen  zu 
untersuchen  sind,  deren  mittlere  Coefficienten  ein  vollständiges 
Restsystera  nach  dem  Modulus  q'^  bilden.  ^v 


j.  151. 


Nachdem  im  Vorhergehenden  der  Weg  allgemein  vorgezeichnet 
ist,  auf  Avelchem  man  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  Classen- 
anzahlen  h  und  h'  gelangt,  schreiten  wir  zur  Betrachtung  der  spe- 
ciellen  Fälle,  in  welchen  ö  eine  Primzahl  ist,  weil  aus  ihnen  das 
allgemeine  Resultat  abgeleitet  werden  kann. 

I.  Ist  die  Determinante  I)  =  1  —  4?^^l  (mod.  4),  und 
ö  =  2,  so  handelt  es  sich  um  die  Vergleichung  der  Classenanzahlen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  und  zweiten  Art.  Bezeichnet 
man  dieselben  wieder  mit  h  und  h'  ^  so  ist  h  ==  rh\  avo  r  die  An- 
zahl der  nicht  äquivalenten  ursprünglichen  Formen  erster  Art  be- 
deutet, deren  erster  Coefficient  =  1  oder  =  4  ist.  Da  im  zweiten 
Fall  der  mittlere  Coefficient  ungerade  sein  muss,  so  sind  nur  die 
drei  Formen 

(1,  0,  -i)),  (4,  ±1,  ») 
in  Betracht  zu  ziehen. 

Ist  D  ^  1  (mod.  8),  also  n  gerade,  so  ist  nur  die  erste  dieser 
Formen  ursprünglich  von  der  ersten  Art ,  folglich  r  ==  1 ,  und 
h  =  h'. 
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Ist  aber  D  ^  5  (mod.  8),  also  n  ungerade,  so  sind  alle  drei 
Formen  ursprünglich  von  der  ersten  Art,  und  es  braucht  nur  noch 
untersucht  zu  werden,  ob  sie  verschiedenen  Classen  angehören  oder 
nicht.  Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  sie  entweder  zu  einer  und 
derselben,  oder  zu  drei  verschiedenen  Classen  gehören.  Gauss  zeigt 
dies  durch  die  Composition  der  ihnen  entsprechenden  Classen  1,  P,  §; 
da  die  Classen  P,  Q  entgegengesetzt  sind,  so  ist  P§  =  1,  und 
ferner  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  PP  =  Q  und  Q  Q  =  P  ist 
(denn  aus  den  beiden  einigen,  in  P  enthaltenen  Formen  (4,  1,  n), 
(w,  —  1,  4)  ist  die  Form  (4^,  2^  —  1,  w)  zusammengesetzt,  und  da 
diese  mit  (w,  1  — 2n^  4w),  (n,  1,  4),  (4,  —  1,  >^)  äquivalent  ist,  so 
folgt  P  P  =  Q)]  nimmt  man  nun  an ,  dass  zwei  der  drei  Classen 
1,  P,  Q  identisch  sind,  so  ergiebt  sich  hieraus  sofort,  dass  auch  die 
dritte  mit  ihnen  übereinstimmt.  Dasselbe  lässt  sich  auch  durch 
die  folgenden  Sätze  erweisen. 

Sind  irgend  zwei  der  drei  Formen  (1,  0,  — D),  (4,  +  1,  t^) 
äquivalent,  so  ist  die  Gleichung  t^  —  Bu^  =  4  durch  ungerade 
Zahlen  f,  u  lösbar. 

Ist  nämlich  die  erste  Form  mit  einer  der  beiden  anderen  äqui- 
valent, so  ist  (nach  §.  60)  der  erste  Coefficient  4  dieser  letztern 
eigentlich  darstellbar  durch  die  Form  (1,  0,  — Z)),  also  giebt  es 
zwei  relative  Primzahlen  ^,  u^  welche  der  Gleichung  f-'  —Bu^  =4 
genügen,  woraus  folgt,  dass  ^,  tf,  da  sie  nicht  beide  gerade  sein 
können,  nothwendig  beide  ungerade  sein  müssen.  Sind  ferner  die 
beiden  letzten  Formen  äquivalent ,  so  giebt  es  (nach  §.  60.  Anm.) 
zwei  ganze  Zahlen  x,  y,  welche  den  Bedingungen 

ix'^  -\-2xy  -\-  niß  =  4,     —2x^yiy^0  (mod.  4) 

genügen;  da  n  ungerade  ist,  so  muss  y  gerade  sein  =r  2w;  setzt 
man  dann  2^  -j-  w  =  f,  so  gehen  diese  Bedingungen  in  die  folgen- 
den über 

^2  _  J)u2  z=z  4^  t  =  —  u  (mod.  4);  • 
da  aus  der  letztern  f^  ^  u'^  (mod.  8)  folgt ,  und  ausserdem   —  D 
^  3  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus  der  erstem  4 1*2  ^  4  (mod.  8),  mithin 
ist  w,  also  auch  t  ungerade,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Gleichung  t-  —  Du'^  =  4  durch  ungerade  Zahlen  t^  u 
lösbar^  so  sind  edle  drei  Formen  (1,  0,  — D),  (4,  4: 1,  n)  äquivalent. 

Denn  wenn  man  t  mit  beliebigem  Vorzeichen,  dann  aber  u^ — t 
(mod.  4)  wählt,  so  geht  die  Form  (1,  0,  — D)  durch  die  Substi- 
tutionen 
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/    .       _j_  t  +  Du' 


,  t  ^-  u 

±_  U^  ;; 


in  die  beiden  Formen  (4,  + 1,  ^0  über.  —  Durch  Verbindung  der 
beiden  vorstehenden  Sätze  ergiebt  sich: 

Die  drei  obigen  Formen  sind  äquivalent  oder  gehören  drei  ver- 
schiedenen Classen  an^  je  nachdem  die  Gleichung  P  —  Du"^  =  4 
durch  ungerade  Zahlen  t^  u  lösbar  ist  oder  nicht;  im  ersten  Falle 
ist  h  =  h\  im  mveiten  A  =  3  h'. 

Ist  nun  D  positiv,  so  tritt  der  erste  Fall  ein  oder  der  zweite, 
je  nachdem  die  Ideinste  Lösung  t  =  T'^  u  =  U'  aus  ungeraden 
oder  geraden  Zahlen  besteht.  Ist  D  negativ,  so  besitzt  die  Glei- 
chung im  Allgemeinen  nur  die  beiden  Auflösungen  f  =  +  2,  w  =  0, 
und  mithin  ist  /i  =  3/i';  die  einzige  Ausnahme  hiervon  bildet  die 
Determinante  D  =  —  3 ,  weil  die  Gleichung  ausser  den  beiden 
Lösungen  ^2  ^;^  4^  ^^  ::^  0  noch  die  vier  Lösungen  t^  =  u"^  ^=  1  be- 
sitzt, und  folglich  ist  in  diesem  Falle  wieder  h  =  h'. 

Diese  Eesultate  stimmen  vollkommen  mit  denjenigen  überein, 
welche  wir  früher  (§§.  97,  99)  mit  Hülfe  gan2  anderer  Principien 
abgeleitet  haben. 

IL  Ist  D  =  D'  02 ,  so  leuchtet  ein ,  dass  h'  zugleich  die  An- 
zahl der  ursprünglichen  Classen  erster  Art  von  der  Determinante 
D'  ist.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  ö  eine  Primzahl  ist,  haben 
wir,  um  das  Verhältniss  r  =  h:h'  zu  bestimmen,  nur  die  l  Formen 

(1,  0,  -D)    und    (ö^,Biy,DjB~D')  (1) 

zu  betrachten,  wo  B  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  ö)  durch- 
laufen muss,  mit  Ausnahme  derjenigen  Werthe,  für  welche 
BB  ^  D'  (mod.  0)  wird,  weil  diesen  keine  ursprünglichen  For- 
men entsprechen ;  die  Anzahl  der  zu  betrachtenden  ursprünglichen 
Formen  ist  daher 

1  =  2    oderö-(^)  (2) 

je  nachdem  0  =  2  oder  eine  ungerade  Primzahl  ist.  Zur  Bestim- 
mung der  Anzahl  r  der  verschiedenen  Classen,  welchen  diese  l 
Formen  angehören,  gelangen  wir  durch  die  folgenden  Sätze. 
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Die  beiden  Formen  (1,  0,  —  D),  (ö^,  ßö,  ßß  —  D')  sind  stets 
und  nur  dann  äquivalent,  ivenn  es  zwei  ganze  Zahlen  t\  u'  giebt, 
welche  den  Bedingungen 

t> t'  —  D'u'u'  =  l,    t'  -{-ßu'  =  0  (mod.  ö)  (3) 

genügen;  zwei  Formen  (ö^,  bd.bb—D'),  (02,  b'ö,  b'b'  —  B')  sind 
stets  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  es  zwei  ganze  Zahlen  t\  u' 
giebt,  ivelche  den  Bedingungen 

t't'  —  D'u'u'  =  \,  (b—  b')  t'  ^{bb'—  D')  u!  =  0  (inod.  ö)      (4) 

genügen. 

Die  Aequivalenz  der  Formen  (1,  0,   —  D),  (ö^,  ßö,  ßß—B') 
ist  (nach  §.  60  Anmerkung)  gleichbedeutend  mit  der  Annahme  der 
Existenz  zweier  ganzen  Zahlen  x,  y,  welche  die  Bedingungen 
x'^  —  B'6'^tf  =  Ö2, 
xi-  ßöij  =  0,  —ßöx  —  B'öUj  ^  0  (mod.  02) 

erfüllen ;  da  nun  aus  der  ersten  folgt,  dass  x  durch  (5  theilbar  ist, 
und  da  sie  durch  die  Substitutionen  x  ^  <jt\  y  =^  u'  in  die  Be- 
dingungen (3)  übergehen,  aus  welchen  sie  umgekehrt  folgen,  so  ist 
der  erste  Theil  des  Satzes  erwiesen.  Ebenso  fällt  die  Annahme 
der  Aequivalenz  der  Formen  (ö^,  bö,  bb—B%  {6\  b'6,  b'b'  —  B') 
zusammen  mit  der  Annahme  der  Existenz  zweier  ganzen  Zahlen 
X,  y,  welche  die  Bedingungen 

(5^x^-i-2b6xy-^(bb  —  B')y'^  =  a\ 
6^x-]-{b^b')6y  =  0,  (b  —  b')6xi-  (bb  —  D')y  =  0  (mod.  02) 

befriedigen ;  da  nun  der  Voraussetzung  nach  bb  —  B'  nicht  durch 
ö  theilbar  ist,  so  muss  y^  und  folglich  auch  y  durch  die  Primzahl 
ö  theilbar  sein ;  da  ferner  die  vorstehenden  Bedingungen  durch  die 
Substitution  y  =  6u\  x  ==  t'  —  bu'  in  die  Bedingungen  (4)  über- 
gehen, aus  denen  sie  auch  rückwärts  folgen,  so  ist  auch  der  zweite 
Theil  des  obigen  Satzes  bewiesen. 

Bedeutet  l  die  Anzahl  derjenigen  Formen  (1),  welche  der 
Hauptclasse  angehören,  so  ist  l  z=  rk. 

Gehört  die  Form  (ö^,  ßö^  ß^  —  B')  der  Hauptclasse  an,  so  exi- 
stirt  eine  Lösung  (t',  u')  der  Gleichung 

t't'  —  B'u'u'—l  (5) 

welche  der  Congruenz  t'  -\-  ßu'  ^  0  (mod.  (?)  genügt,  und  folglich 
kann  u'  nicht  durch  ö  theilbar  sein.  Ist  umgekehrt  {t',  u')  eine 
Lösung  der  Gleichung  (5),  und  u'  nicht  theilbar  durch  ö,  so  existirt 
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stets  eine  und  nur  eine  Zahlclasse  ß  (mod.  ö),  welche  der  Con- 
gruenz  t'  -{-  ßu'  ^  0  (mod.  ö)  genügt,  und  ihr  entspricht  eine  zur 
Hauptclasse  gehörige  Form  (02,  ßö^  ß'^  —  B').  Um  also  alle  diese 
Formen  zu  erhalten,  muss  man  alle  Lösungen  (^',  u')  der  Gleichung 
(5)  aufstellen,  in  welchen  u'  nicht  durch  ö  theilbar  ist,  und  jedes- 
mal die  entsprechende  Zahlclasse  ß  (mod.  ö)  durch  die  Congruenz 
t'  -f-  ßu'^  0  (mod.  ö)  bestimmen.  Da  ausserdem  die  Form  (1, 0,  — D) 
zur  Hauptclasse  gehört,  und  A  die  Anzahl  aller  zur  Hauptclasse 
gehörenden  Formen  (1)  bedeutet,  so  ist  also  X  —  1  die  Anzahl  der 
sämmtlichen  incongruenten  Zahlclassen  ß  (mod.  ö),  welche  aus 
Lösungen  {t\  u')  der  Gleichung  (5)  vermöge  der  Congruenz 
t'  -\-  ßu'  ^  0  (mod.  6)  erzeugt  werden  können. 

Sind  hierdurch  schon  alle  Formen  (1)  erschöpft,  so  ist  l  =  l 
und  r  =  1 ,  also  der  Satz  richtig.  Giebt  es  aber  eine  nicht  zur 
Hauptclasse  gehörende  ursprüngliche  Form  (ö^,  ft'ö,  h'h'  —  D')^  d.h. 
giebt  es  eine  von  den  A  —  1  Zahlclassen  ß  (mod.  6)  verschiedene 
Zahlclasse  h'  von  der  Beschaffenheit,  dass  h'h'  —  B'  nicht  durch  ö 
theilbar  ist,  so  wollen  wir  zeigen,  dass  unter  den  l  Formen  (1)  sich 
genau  (A  —  1) Formen  (02,  hö,  hh  —  B')  finden,  welche  alle  mit  der 
Form  ((j2,  h'(5,  h'h'  —  B*)  äquivalent  und  von  ihr  verschieden  sind. 
Ist  nämlich  (02,  h(5,  hh  —  B')  eine  solche  Form,  also  h  —  V  nicht 
durch  6  theilbar,  so  giebt  es,  wie  oben  gezeigt  ist,  eine  Lösung 
{t\  u')  der  Gleichung  (5),  welche  der  Congruenz 

{h  —  h') t'  -\-{hy  —  B') u'  ^0  (mod.  ö)  (4) 

genügt,  aus  welcher  zugleich  folgt,  dass  u'  nicht  durch  ö  theilbar 
ist.  Umgekehrt,  ist  (t\  u')  eJTie  Lösung  der  Gleichung  (5),  in  welcher 
u'  nicht  durch  ö  theilbar  ist,  und  t'  -^ßn'  ^0  (mod.  ö),  so  existirt, 
weil  h'  ~ß  nicht  durch  6  theilbar  ist,  immer  eine  und  nur  eine 
Zahlclasse  h  (mod.  0),  welche  die  Congruenz 

{h'  —  ß)  h  =  B'~  h'ß  (mod.  ö)  (6) 

befriedigt,  und  zwar  kann  h  nicht  =  h'  (mod.  ö)  sein,  weil  hieraus 
h'h'  =  B'  (mod.  6)  folgen  würde;  multiplicirt  man  nun  (6)  mit  u', 
so  ergiebt  sich  (4),  und  folglich  ist  wirklich  {6\  hö,hh  —  B')  äqui- 
valent mit  der  Form  (ö«,  h'0,  h'h'  —  B')  und  zugleich  verschieden 
von  ihr,  weil  h  —  V  nicht  durch  ö  theilljar  ist.  Um  also  alle  mit 
der  Form  (02,  V 6,  VV—B')  äquivalenten  und  von  ihr  verschiede- 
nen Formen  (02,  h 6,  hh  —  B')  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die 
sämmtlichen  (A  — 1)  Congruenzen  (6)  aufzustellen,  welche  den 
(A  — 1)  incongruenten  Zahlclassen  ß  (mod.  0)  entsprechen,  und  für 
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jede  die  entsprechende  Zahlclasse  h  zu  bestimmen.  Auf  diese  Weise 
entstehen  aber  wirklich  auch  {X  —  1)  verschiedene  Zahlclassen 
&(mod.ö);  denn  wollte  man  annehmen,  es  könnte  zwei  verschiedenen 
Zahlclassen  /3,  ß'  (mod.  ö)  eine  und  dieselbe  Zahlclasse  h  (mod.  ö) 
entsprechen,  so  wäre 

Q)' -ß)h^B'-h'ß,  Q}'  —  ß')'b  =  B'  —  h'ß'  (mod.  (?) ; 

hieraus  würde  aber  durch  Subtraction  {ß'  —  ß)  (h  —  h')  ^  0  (mod.  ö) 
folgen,  was  unmöglich  ist,  da  weder  ß'  —  ß  noch  b  —  h'  durch  6 
theilbar  ist.  Mithin  giebt  es  wirklich  genau  A  —  1  verschiedene 
Formen  (02,  lö,  hh  —  B'),  welche  mit  der  Form  ((?2,  h'ö,  h'h'  —  B') 
äquivalent  und  zugleich  von  ihr  verschieden  sind.  Von  den 
l  Formen  (1)  gehören  daher  immer  je  A,  und  nicht  mehr,  zu  einer 
und  derselben  Classe,  folglich  ist  l  =  rl^  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Beterminante  B  =  B'  ö-  negativ^  so  ist  h  im  Allgemeinen 
=  lh\  und  nur  dann  z=\lh\  wenn  D'  =r  —  1. 

Denn  die  Gleichung  (5)  besitzt  nur  im  letztern  Falle  Lösungen 
(f  =rr  0,  m'  =  +  1),  in  welchen  u'  nicht  durch  ö  theilbar  ist;  da 
denselben  nur  die  eine  Zahlclasse  /3  ^  0  (mod.  ö)  entspricht,  so 
ist  A  =r  2 ,  also  r  ^=\l\  in  allen  anderen  Fällen  ist  A  =  1 ,  also 
r  =  l. 

Ist  die  Beterminante  B  =  B'  6^  positiv,  so  ist  h  log{T-\-  UVB) 
=  l.¥log(r+  Ü'VB'),  ivo  (T,  U),  {T\  ü')  resp.  die  kleinsten 
positiven  Auflösungen  der  Gleichungen  T^  —  Bü^=l  ^  T'2 —  B'  ü'^ 
=  1  bedeuten. 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  eine  Bemerkung  über  die 
Lösungen  der  Gleichung  (5)  voraus.  Wenn  zwei  solche  Lösungen 
(t\  u'%  {t'\  u")  der  Bedingung 

fu"  —  u't"  =  0  (mod.  ö)  (7) 

genügen,  so  kann  man,  wenn  yB'  und  VD  =  ö  VD'  immer  positiv 
genommen  werden, 

t'  -f  u'  VB'  =  {t"  -\-  u"  VB')  (t  +  u  VB) ,  (8) 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  f,  u  eine  Lösung  der  Gleichung 

t^  —  Bu^=l  (9) 

bilden.  Umgekehrt,  sind  (f,  m'%  (#,  u)  resp.  Lösungen  der  Glei- 
chungen (5),  (9),  so  liefert  die  Gleichung  (8)  stets  eine  Lösung  (f ,  u') 
der  Gleichung  (5),  welche  zugleich  der  Bedingung  (7)  genügt.  Je 
zwei  solche  Lösungen  (t\  w'),  (^",  u")  der  Gleichung  (5)  wollen 
wir   äquivalent  nennen;  dann  leuchtet  sofort  ein,  dass  zwei  Lö- 
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sungen,  welche  einer  dritten  äquivalent  sind,  auch  einander  äqui- 
valent sein  müssen.  Man  kann  daher  die  sämmtlichen  Lösungen 
der  Gleichung  (5)  in  Classen  eintheilen,  deren  jede  alle  und  nur 
solche  Lösungen  enthält,  die  unter  einander  äquivalent  sind.  Da 
nun  die  Gleichung  (8)  lehrt,  aus  einer  gegebenen  Lösung  {t'\  u*') 
alle  ihr  äquivalenten  Lösungen  (^',  u')  zu  finden ,  und  da  t-\-u  VD 
=  ±  (T-j-  üVDy  ist,  wo  das  Vorzeichen  nach  Belieben,  und  für 
n  jede  ganze  Zahl  gewählt  werden  darf  (§.  85),  so  leuchtet  ein 
(vergl.  §.  87),  dass  aus  jeder  Classe  von  Lösungen  ein  und  nur  ein 
Repräsentant  (f ,  u')  so  gewählt  werden  kann,  dass 

l^f  +  u'VD'  <  T^ÜVD 

wird;  da  ferner  (T,  üö)  ebenfalls  eine  Lösung  der  Gleichung  (5), 
und  folglich  (§.  85) 

T4-  UVD  =  (r-\-  ü'VB'f 
ist,  wo  l'  eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  leuchtet 
ein,  dass  die  ersten  Factoren  t'  -{-u'VD'  der  obigen  Repräsentanten 
(f,  li')  von  der  Form  (T' -j-  Ü'VDY  sind,  wo  n'  die  A'  Werthe 
0,  1,  2  .  .  .  (A' — 1)  durchlaufen  muss,  dass  also  die  Anzahl  der 
Classen  =  A'  ist. 

Die  erste  von  diesen  Classen  enthält  also  die  Lösungen  (f',  u') 
und  nur  solche ,  deren  zweite  Elemente  u'  durch  6  theilbar  sind. 
Jede  Lösung  (^',  u')  aus  einer  der  übrigen  X'  —  1  Classen  liefert 
aber  durch  die  Congruenz  t'  -\- ßu'  ^  0  (mod.  ö)  eine  zugehörige 
Zahlclasse  ß  (mod.  ö),  und  da  unmittelbar  einleuchtet,  dass  zwei 
solche  Lösungen  stets  und  nur  dann  zu  derselben  Zahlclasse 
ß  (mod.  6)  führen,  wenn  sie  derselben  Classe  von  Lösungen  ange- 
hören, so  muss  die  Anzahl  A  —  1  der  Zahlclassen  ß  mit  der  Anzahl 
X'  —  1  dieser  Classen  von  Lösungen  übereinstimmen ;  also  ist  A  =  A', 
was  zu  beweisen  war. 

Offenbar  lässt  sich  aus  dem  hier  behandelten  speciellen 
Fall  ohne  Schwierigkeit  das  in  §.  100  erhaltene  Resultat  für  den 
allgemeinen  Fall  ableiten,  in  welchem  ö  eine  beliebige  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist. 
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§..152.     : 

Wir  beschränken  uns  nun  im  Folgenden  auf  die  Composition 
von  ursprüngiiclien  Classen  erster  Art,  und  behalten  ausserdem, 
wenn  die  Determinante  I)  negativ  ist,  nur  die  positiven  Classen  bei, 
deren  Zusammensetzung  offenbar  immer  wieder  zu  positiven  Classen 
führt.  Diese  h  Classen,  welche  eine  Gruppe  §  bilden,  zerfallen 
(§.  122)  je  nach  dem  Ausfall  der  X  Charaktere  C,  welche  dieser 
Determinante  D  entsprechen,  in  Geschlechter,  und  es  ist  mit  Hülfe 
des  Reciprocitätssatzes  gezeigt  (§.  123),  dass  höchstens  der  Hälfte 
aller  angebbaren  Totalcharaktere  wirklich  existirende  Classen  ent- 
sprechen. Gauss"^)  leitet  nun  diesen  letzteren  Satz  aus  der  Theorie 
der  Composition  ab,  und  er  benutzt  ihn,  um  darauf  einen  neuen, 
den  zweiten  Beweis  des  Reciprocitätssatzes  zu  gründen.  Da  diese 
tiefsinnigen  Principien  sich  auf  die  Beweise  von  höheren  Recipro- 
citätsgesetzen  übertragen  lassen**),  so  theilen  wir  dieselben  in  die- 
sem und  den  folgenden  Paragraphen  mit. 

Sind  £,  s'  die  Werthe  eines  Charakters  C  resp.  für  die  Classen 
H^  H\  so  ist  C  ^  88'  für  die  Classe  HH'. 

Man  kann  als  Repräsentanten  der  Classen  H^  H'  immer  zwei 
einige  Formen  nehmen,  deren  erste  Coefficienten  a,  a'  relative 
Primzahlen  zu  27)  sind;  da  die  aus  ihnen  zusammengesetzte,  also 
der  Classe  HH'  angehörende  Form  den  ersten  Coefficienten  aa' 
hat,  welcher  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  2i)  ist,  so  ergiebt  sich 
der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar,  wenn  man  bedenkt,  dass  der 
Charakter  C  oder  C{n)  ein  Ausdruck  von  der  Art 

ist  (§.  122),  und  dass  folglich  die  drei  Werthe  C{a\  C(a'),  C{aa'\ 
welche  dieser  Charakter  resp.  in  den  drei  Classen  i/,  H'^  HH'  be- 
sitzt, der  Bedingung  C{a)  C(a')  =  C{aa')  genügen. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Classen  K^  K' 
resp.  denselben  Geschlechtern   (x,  G'  angehören,  wie  die  Classen 


*)  B.  Ä.  artt.  257  —  262. 

**)  Kummer:  Ueher  die  allgemeinen  Meciproeitätsgesetze  unter  den 
Resten  und  Nichtresten  der  Potenzen ,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist. 
1859.    Vergl,  Berliner  Monatsbericht  vom  18.  Febr.  1858. 
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H^  H\  dann  auch  die  Classen  KK'  und  HH'  sicli  in  einem  und 
demselben  Geschleclite  finden,  welches  das  aus  (x,  G'  zusammen- 
gesetzte Geschlecht  heissen  soll*).  Sind  ferner  iV",  N'  zwei  Classen 
des  Haiiptgeschlechtes ^  d.  h.  desjenigen  Geschlechtes,  in  welchem 
sich  die  Hauptform  (1,  0,  — D)  findet,  und  folglich  alle  Charaktere 
C  den  Werth  -\-  1  haben ,  so  gehört  die  zusammengesetzte  Classe 
NN'  ebenfalls  diesem  Geschlechte  an,  mithin  bilden  alle  n  Classen 
des  Hauptgeschlechtes  eine  Gruppe  D^  vom  Grade  n  (§.149);  zugleich 
zerfallen  die  sämmtlichen  h  Classen  in  g  Complexe  ^H  von  je 
n  Classen  ,  welche  jedesmal  einem  und  demselben  Geschlecht  an- 
gehören ;  zwei  verschiedene  solche  Complexe  gehören,  wie  man  leicht 
erkennt,  auch  zu  verschiedenen  Geschlechtern;  mithin  ist  h  =  ng^ 
und  g  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  von  einander  verschie- 
denen Gesclilechter**). 

Die  Determinante  D  heisst  regulär  oder  irregulär^  je  nachdem 
die  von  den  n  Classen  des  Hauptgeschlechtes  gebildete  Gruppe 
regulär  ist  oder  nicht  (§.  149);  bedeutet  im  letztern  Falle  d  den 
Grad  der  ^rössten  in  ihr  enthaltenen  regulären  Gruppe,  so  heisst 
die  ganze  Zahl  n:d  der  Irregularitätsexponent  der  Determinsiide'^'^*). 

Aus  dem  obigen  Satze  über  den  Charakter  einer  zusammen- 
gesetzten Classe  ergiebt  sich  ferner  unmittelbar  der  folgende: 

Jede  Classe  Q^  ivelche  durch  JDuplication  einer  Classe  entsteht^ 
gehört  dem  Haupt  geschlechte  an. 

Die  Anzahl  q  der  verschiedenen  Classen  Q^  welche  durch  Du- 
plication  der  sämmtlichen  h  Classen  entstehen ,  ist  daher  ^  n  (da 
diese  Classen,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  eine  Gruppe  Q  bilden,  so 
muss  q  gewiss  ein  Divisor  von  n  sein).  Um  sie  genauer  zu  bestim- 
men, nehmen  wir  an,  Q  entstehe  durch  Duplication  der  bestimmten 
Classe  H^  und  fragen  nach  allen  Classen  iZ',  durch  deren  Duplication 
dieselbe  Classe  Q  entsteht.  Aus  der  Annahme  H'  H'  =^  Q  =  HH 
folgt  nun,  wenn  man  H'  =  AH  setzt,  ÄÄ  =  1^  also  Ä  =  vl~^ 
d.  h.  die  Classe  Ä  ist  identisch  mit  der  ihr  entgegengesetzten  Classe, 
und  folglich  ist  sie  eine  ambige  Classe  (§.  148,  2.,  §§.  56  —  58). 
Umgekehrt,  ist  H'  =  ÄH^  und  Ä  eine  ambige  Classe,  so  ist  auch 
H' H'  =  HH.  Schreibt  man  daher  alle  a  ambigen  Classen  J.  auf, 
welche  offenbar  eine  Gruppe  %  bilden,  so  zerfallen  alle  h  Classen 


*)  Gauss:  D.  A.  artt.  246,  247. 
**)  Gatiss:  D.  A.  art.  252. 
***)  Gauss:  D.  A.  art.  306.  VIT. 
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in  q  Complexe  ^IlTvon  je  a  Classen,  deren  Duplication  eine  und 
dieselbe  Classe  HH  hervorbringt,  während  zwei  Classen,  welche 
zwei  verschiedenen  solchen  Complexen  angehören,  durch  Dupli- 
cation auch  zwei  verschiedene  Classen  hervorbringen;  und  endlich 
ist  h  =  aq. 

Da  nun  h  auch  =  ng^  und  ausserdem  g  <  w  ist,  so  ergiebt 
sich  g  ^  cc^  d.  h.  der  Satz :  Die  Anzahl  der  wirMich  existirenden 
verschiedenen  Geschlechter  ist  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  am- 
higen  Classen. 


§.  153. 


Es  kommt  also  jetzt  darauf  an,  für  eine  gegebene  Determinante 
D  die  Anzahl  a  aller  ambigen  Classen  A  genau  zu  bestimmen, 
welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Da  in  jeder  ambigen  Classe  A  =  A—^  stets  mindestens  eine 
ambige  Form  (a,  &,  c)  zu  finden  ist  (§.  58),  so  bleibt  gewiss  keine 
jener  a  Classen  unvertreten,  wenn  wir  alle  ambigen  Formen  auf- 
schreiben. Da  nun  in  einer  solchen  Form  2  h  durch '  a  theilbar, 
folglich  h  entweder  ^  0,  oder  ^\a  (mod.  a) ,  also  (a,  &,  c)  selbst 
mit  einer  Form  äquivalent  ist  (§.  56),  deren  mittlerer  Coefficient  ent- 
weder Null,  oder  die  Hälfte  des  ersten  Coefficienten  ist,  so  genügt  es, 
alle  Formen 

(-».^-(».'.'-^ 

zu  betrachten,  welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Bedeutet  ft  die  Anzahl  aller  verschiedenen  ungeraden  Prim- 
zahlen, welche  in  D  aufgehen,  ist  ferner  v  =  0  oder  =  1,  je  nach- 
dem D  ungerade  oder  gerade ,  so  ist  ft  -j-  '^  di^  Anzahl  aller  ver- 
schiedenen in  JD  aufgehenden  Primzahlen.  Dann  leuchtet  ein,  dass 
die  Anzahl  aller  ursprünglichen  Formen  vom  Typus 

(a,  0,  a') 

gleich  2i«+^+^  ist;  die   eine  Hälfte    derselben    hat  positive   erste 
Coefficienten,  die  andere  Hälfte  negative. 

Betrachten  wir  nun  die  anderen  ambigen  ursprünglichen  For- 
men erster  Art,  deren  Typus 

D  i  r  i  c  h  1  e  t ,    Z  ahlentheorie.  26 
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ist,  so  muss  h  ein  solcher  Divisor  von  D  =  —  bb^  sein,  dass  der 
dritte  Coefficient  l  (b  +  b')  eine  ganze  Zahl  und  relative  Primzahl 
zu  2  &  wird ;  mithin  muss  zunächst  b  ~\-b'  ^  2  (mod.  4)  sein ,  und 
ferner  dürfen  b  und  b'  keinen  gemeinschaftlichen  ungeraden  Divi- 
sor haben.  Sind  nun  b  und  &' ungerade,  so  folgt  b'^b,  D^  —  bb 
^  3  (mod.  4);  umgekehrt,  wenn  D  ^  3  (mod.  4),  so  kann  b  nur 
ungerade  sein,  und  aus  bb'  =  —  D  ^  1  (mod.  4)  folgt  von  selbst, 
dass  b  ^  b\  also  b-\-b'  ^  2  (mod.  4)  wird;  mithin  kann  b  jeder 
Divisor  von  D  sein,  für  welchen  b  und  b'  relative  Primzahlen  wer- 
den.    Die  Anzahl  dieser  Formen 

(2b,  b,  l(b  +  b')) 

ist  daher  =2<"+\  unter  welchen  ebensoviele  mit  positiven,  wie  mit, 
negativen  ersten  Coefficienten  vorkommen.  Sind  aber  b  und  b' 
gerade,  so  ist- eine  von  ihnen  ^  0,  die  andere  =e  2  (mod.  4),  mit- 
hin D  ^  0  (mod.  8) ,  und  |  & ,  1 6'  sind  relative  Primzahlen.  Um- 
gekehrt, wenn  D^O  (mod. 8)  ist,  so  muss  b  gerade  sein,  und  man 
kann  für  |&  jeden  Divisor  von  |Z)  =  —  Ib.^b'  wählen,  für  welchen 
|&,  Ib'  relative  Primzahlen  werden;  mithin  ist  die  Anzahl  dieser 
Formen,  da  jD  gerade  ist,  gleich  2."+2,  und  unter  ihnen  finden  sich 
ebensoviele  mit  positiven  wie  mit  negativen  ersten  Coefficienten. 

Die  Anzahl  aller  dieser  ambigen  ursprünglichen  Formen  erster 
Art  ist  daher  gleich 

2."+i,    wenn     D  ^  1  (mod.  4), 

2"+2,         ^,       D  =  2,  3,  4,  6,  7  (mod.  8), 

2.«+3,         ^        B  =  0  (mod.  8); 

sie  ist  folglich  in  allen  Fällen  genau  doppelt  so  gross,  als  die  An- 
zahl 2^  =  2  t:  aller  angebbaren  Totalcharaktere  für  die  Determi- 
nante D  (§.  122).  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Classen  zu  bestimmen,  welche  durch  diese  Formen  re- 
präsentirt  werden. 

Sieht  man  von  dem  singulären  Fall  Z)  =  —  1  vorläufig  ganz 
ab,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Coefficienten  a  und  a\  ebenso 
die  Zahlen  b  und  b\  selbst  ihren  absoluten  Werthen  nach,  von  ein- 
ander verschieden  sein  müssen.  Hätten  nämlicli  die  relativen  Prim- 
zahlen a,  a'  denselben  absoluten  Werth  1,  so  wäre  D  =  +  1 ;  das- 
selbe würde  sich  ergeben,  wenn  man  annehmen  wollte,  die  unge- 
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raden  Zahlen  h  und  h'  hätten  denselben  absoluten  Werth;  sind 
endlich  h  und  h'  gerade,  so  ist  die  eine  der  Zahlen  |J,  \h'  gerade, 
die  andere  ungerade,  also  haben  sie  verschiedene  absolute  Werthe. 
Hieraus  folgt,  dass  die  sämmtlichen  obigen  Formen  immer  in  Paare 
von  je  zwei  von  einander  verschiedenen  Formen  (a,  0,  a'),  (a',  0,  a), 
und  {2h,h,\{h-\-  h%  (2h',  b',  {{b  +  b'))  zerfallen,  und  da  die  erste 
resp.  durch  die  Substitutionen  (^'^^  J) ,  ("g'  +i)  ^^  die  zweite  über- 
geht, so  genügt  es,  diejenige  von  ihnen  beizubehalten,  deren  erster 
Coefficient  der  kleinereist;  mithin  haben  wir  nur  noch  2r  Formen 
(a,  0,  a'),  (2  b,  &,  |(ö  -j-  &')) ?  ^^  welchen  die  absoluten  Werthe  (a) 
und  (b)  <  y(D)  sind;  und  unter  diesen  Formen  giebt  es  wieder 
ebensoviele  mit  positiven  ersten  Coefficienten,  wie  mit  negativen. 

Ist  nun  D  negativ,  so  behalten  wir  nur  die  r  Formen  bei, 
deren  äussere  Coefficienten  positiv  sind,  und  wir  wollen  zeigen,  dass 
sie  die  Repräsentanten  von  ebensovielen  verschiedenen  Classen  sind. 
Zunächst  sind  alle  Formen  (a,  0,  a')  und  diejenigen  Formen 
(2 b,  b,  l{b  -{-  &')),  in  welchen  3b  ^  b'  ist,  reducirt  (§.  64),  und  statt 
jeder  nicht  reducirten  Form  (2J,  fe,  |(& -j- 5')),  in  welcher  also 
36  >  6',  können  wir  die  ihr  nach  rechts  benachbarte  reducirte 
Form  (I  {b  +  &')  ?  1  (^'  —  ^) '  K^  +  ^0)  substituiren.  Man  erkennt 
nun  leicht,  dass  alle  diese  t  reducirten  Formen  von  einander  ver- 
schieden, und  dass  auch  keine  zwei  einander  entgegengesetzt  sind, 
weil  keiner  der  mittleren  Coefficienten  negativ  ist;  sie  gehören 
daher  (§.  65)  ebensovielen  verschiedenen  Classen  an.  Wir  haben 
daher  das  Resultat:  Die  Anzahl  a  aller  positiven  ambigen  ursprüng- 
lichen Classen  erster  Art  von  negativer  Determinante  D  ist  halb  so 
gross  wie  die  Anzahl  2r  aller  angebbaren  Totalcharahtere.  Dies  gilt 
offenbar  auch  noch  für  den  oben  ausgeschlossenen  singulären  Fall 
D  =  —  1,  da  die  beiden  Formen  (1,  0,  1),  (2,  1,  1)  äquivalent  sind. 

Ist  aber  die  Determinante  D  positiv,  so  entspricht  jeder  der 
obigen  2  t  ambigen  Formen  (A,  B,  C)  eine  einzige  ihr  äquivalente 
ambige  Form  {A,  B\  C"),  wo  B'  durch  die  Bedingungen 

B'  =B  (mod.  A),    0  <  VD  —  B'  <  (A) 

vollständig  bestimmt  ist ;  offenbar  entstehen  auf  diese  Weise  wieder 
2  t  ambige  und  von  einander  verschiedene  Formen  (A,  B',  C). 
Um  nun  zu  zeigen,  dass  alle  diese  Formen  zugleich  reducirt  sind 
(§.74),  braucht  nur  nachgewiesen  zu  werden,  dass  {A)  <  VD  +  B'  ist ; 
wenn  {A)  <  VD  ist,  so  folgt  dies  unmittelbar  daraus,  dass  zufolge 
der  obigen  Grenzbedingungen  B'  positiv  ist;  wenn  aber  {A)  >  VD 

26* 
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ist,  was  nur  bei  den  Formen  des  zweiten  Typus  eintreten  kann,  so 
ist  Ä=z2B,  und  (B)  <  VD,  folglich  B'  =  (B),  weil  dieser  Werth 
allen  an  B'  gestellten  Forderungen  genügt,  und  also  wieder  (Ä) 
<.yD  -\-  B\  Endlich  behaupten  wir,  dass  jede  ambige  reducirte 
Form  (a,  ö,  c),  welche  zugleich  ursprünglich  von  erster  Art  ist, 
nothwendig  mit  einer  dieser  2  r  Formen  (J.,  B\  C)  identisch  sein 
muss;  ist  nämlich  h  theilbar  durch  a,  so  muss  (a)  <  Vi)  sein, 
weil  in  einer  reducirten  Form  0  <  &  <  Vi)  ist,  und  die  mit 
(a,  &,  c)  äquivalente  Form  (a,  0,  a')  ist  eine  der  2r  Formen 
(tI,  B^  (7),  woraus  folgt,  dass  (a,  &,  c)  selbst  mit  der  entsprechenden 
Form  {A^B\  C)  identisch  sein  muss,  weil  h  als  mittlerer  Coefficient 
einer  reducirten  Form  denselben  charakteristischen  Bedingungen 
genügt,  wie  B' ;  ist  aber  h  nicht  theilbar  durch  a,  so  ist  wenigstens 
(a)<2yZ),  und  folglich  die  mit  (a^h^c)  äquivalente  Form  (a,|a,  c') 
eine  der  Formen  (^,  B,  (7),  woraus  wieder  folgt,  dass  (a,  &,  c)  mit 
der  entsprechenden  Form  (Ä^  B'^  C)  identisch  ist.  Wir  müssen 
aus  dem  Vorhergehenden  schliessen,  dass  die  Anzahl  aller  am- 
bigen ursprünglichen  Formen  erster  Art,  welche  zugleich  reducirt 
sind,  genau  =  2t  ist;  da  nun  in  jeder  ambigen  Classe  sich  stets 
zwei  und  nur  zwei  solche  Formen  finden  (§§.  78,  82) ,  so  erhalten 
wir  dasselbe  Kesultat,  wie  für  negative  Determinanten:  Die  An- 
zahl a  aller  ambigen  ursprünglichen  Classen  erster  Art  von  posi- 
tiver Determinante  D  ist  genau  halb  so  gross  ivie  die  Anzahl  2  t 
aller  angebbaren  Total charaMere, 

Verbinden  wir  diese  Resultate  mit  dem  des  vorigen  Para- 
graphen, so  ergiebt  sich  folgender  Satz*): 

Die  Anzahl  der  wirTdich  existirenden  verschiedenen  Geschlechter 
ist  höchstens  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  der  angebbaren  Total- 
charciktere. 


§.  154. 

Das  soeben  erhaltene  Resultat  fülirt  nun  zu  einem  neuen  Be- 
weise des  Reciprocitätssatzes,  sowie  der  Ergänzungssätze  über  den 
Charakter  der  Zahlen  —  1  und  2.     Wir  machen  zunächst  die  Be- 


*=)  Vergl.  §.  123. 
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merkung ,  dass  in  den  Fällen  D  =  — ^  1 ,  +  2 ,  und  wenn  D  ^  l 
(mod.  4)  eine  positive  oder  negative  Primzahl  ist,  nur  ein  einziger 
Charakter  C  (§.  122),  und  folglich  (§.  153)  nur  ein  einziges  Ge- 
schlecht vorhanden  ist,  welches  kein  anderes,  als  das  durch  die 
Form  (1,0, — D)  vertretene  Hauptgeschlecht  (C  =  -\-l)  sein 
kann.  Wir  bezeichnen  nun  mit  j9,  q  immer  positive,  ungerade  (von 
einander  verschiedene)  Primzahlen,  und  wenden  uns  zum  Beweise 
der  drei  Sätze: 

1.  Ist  zunächst  p  ^  l  (mod.  4) ,  so  ist  (—  1 ,  0,  p)  eine  ur- 
sprüngliche Form  erster  Art  von  der  Determinante  D  =  j>  ^  1 
(mod.  4),  für  welche  nur  Formen  existiren,  die  dem  Hauptgeschlecht 
angehören;  mithin  muss  der  Coefficient  — 1  quadratischer  Best  von 
p  sein.  Ist  aber  p^S  (mod.  4),  so  ist  —  1  Nichtrest  von  p]  wäre 
nämlich  —  l  =  h^  —  cp^  so  wäre  (p,  &,  c)  eine  (positive)  Form 
der  Determinante  D  =  —  1 ,  welche  zufolge  ihres  Coefficienten  p 
den  Charakter  C  =  —1  besässe,  was  unm-öglich  ist. 

2.  lstp  =  l  (mod.8),  so  ist  (8, 1,1(1 —j?))  oder  (8,3,|(9— j?)), 
je  nachdem  p  ^  9  oder  ^  1  (mod.  16)  ist,  eine  ursprüngliche 
Form  erster  Art  von  der  Determinante  D  =  p  ^  1  (mod.  4),  und 
muss  deshalb  dem  Hauptgeschlecht  angehören,  woraus  folgt,  dass  8 
und  also  auch  2  quadratischer  Rest  von  p  ist. 

Ist  ferner  p  ^  1  (mod.  8) ,  so  ist  2  ebenfalls  quadratischer 
Rest  von  j);  denn  im  entgegengesetzten  Fall  wäre  (zufolge  1.  und 
§.  33,  III.)  die  Zahl  —  2  Rest  von  p,  also  —  2  =  h^  —  cp,  und  es 
existirte  eine  (positive)  Form  (p,  h,  c)  der  Determinante  D=  —  2, 
für  welche  (7  =  —  1  wäre,  was  unmöglich  ist. 

Ist  endlich  p  ^  S  oder  5  (mod.  8) ,  so  ist  2  Nichtrest  von  p ; 
wäre  nämlich  2  =  b'^  —  cp,  so  wäre  (jo,  6,  c)  eine  Form  der  De- 
terminante D  =  2,  für  welche  0  =  —  1  wäre,  was  unmöglich  ist. 

3.  Ist  wenigstens  eine  der  beiden  Primzahlen  p,  q^  z.  B.  j^^  1 
(mod.  4),  so  ist 
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Ist  nämlich  c[  Rest  von  _p,  so  gilt  Dasselbe  von  — q  (zufolge  1. 
und  §.  33,  L),  mithin  kann  man,  nachdem  man  das  Vorzeichen  + 
so  gewählt  hat,  dass  +  g  ^  1  (mod.  4)  wird,  immer  +  g  =  &2  —  ^^ 
setzen,  und  folglich  ist  (_p,  6,  c)  eine  ursprüngliche  Form  erster 
Art  von  der  Determinante  D  =  +  g  ^  1  (mod.  4),  und  zwar  eine 
positive,  wenn  D negativ  ist;  sie  gehört  also  dem Hauptgeschlechte 
an,  und  folglich  ist  j)  Rest  von  q.  Ist  aber  q  Nichtrest  von^,  so 
muss  auch  p  Nichtrest  von  q  sein,  weil  im  entgegengesetzten  Falle 
j)  =  &2  —  cq  wäre,  also  eine  ursprüngliche  Form  erster  Art  (q^b^c) 
der  Determinante  D  =  p  ^  1  (mod.  4)  existirte ,  für  welche 
C  =  —  1  wäre,  was  unmöglich  ist. 

Sind  aber  beide  Primzahlen  p^  q  ^  3  (mod.  4),  so  ist 


(f)=-(f) 


Dies  ergiebt  sich  am  einfachsten  durch  die  Betrachtung  der  De- 
terminante D  =  pq^  1  (mod.  4),  für  welche  zwei  Charaktere  (7, 
also  höchstens  zwei  verschiedene  Geschlechter  existiren.  Da  nun 
die  beiden  ursprünglichen  Formen  (1,  0,  — pq)^  ( —  1,  0,  pq)  erster 
Art  (zufolge  1.)  wirklich  zwei  verschiedenen  Geschlechtern  ange- 
hören, so  muss  jede  andere  ursprüngliche  Form  erster  Art  von  der- 
selben Determinante,  z.  B.  die  Form  (jp,  0,  —  q)  einem  der  durch 
diese  beiden  Formen  repräsentirten  Geschlechter  angehören.  Ge- 
hört sie  in  das  Hauptgeschlecht,  so  ist  gleichzeitig  p  Rest  von  g, 
und  — q  Rest  von  jj,  folglich  (nach  \.)  q  Nichtrest  von  p\  gehört 
sie  aber  in  dasselbe  Geschlecht  wie  die  Form  ( —  1,  0,  jsg),  so  ist 
gleichzeitig  p  Nichtrest  von  q ,  und  —  q  Nichtrest  von  p ,  folglich 
q  Rest  von  p.    Was  zu  beweisen  war. 


§.  155. 


Mit  Hülfe  des  so  von  Neuem  bewiesenen  Reciprocitätssatzes 
lässt  sich  nun  wieder,  wie  in  §.  123  geschehen  ist,  darthun,  dass 
höchstens  diejenigen  r  Geschlechter  existiren  können,  deren  Total- 
charaktere der  dortigen  Bedingung  77(7'=  +  1  genügen;  dass  aber 
alle  diese  r  Geschlechter  wirklich  existiren  (§.  125),  hat  Gauss  mit 
Hülfe  der  von  ihm  gegründeten  Theorie  der  ternären  quadratischen 
Formen 
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Äx^-{-  By^  -f  C-^2  j^2A'y^  +  2JB' zx  -[-  2  C  xy 

bewiesen*).  Da  oben  (§.  152)  gezeigt  ist,  dass  w^  =  ag  ist,  wo  ^ 
die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter,  n  die  Anzahl 
der  in  jedem  derselben  enthaltenen  Classen,  oc  =  r  die  Anzahl  der 
ambigen  Classen  oder  also  die  Anzahl  der  Totalcharaktere,  welche 
der  Bedingung  TI  C  =  -f-  1  genügen,  und  ^  die  Anzahl  der  durch 
Duplication  entstehenden  Classen  bedeutet,  so  leuchtet  ein,  dass 
der  zu  beweisende  Satz  g  =  cc  wesentlich  identisch  ist  mit  dem 
Satze  n  =  q^\  da  ferner  n  die  Anzahl  aller  Classen  des  Haupt- 
geschlechtes ist,  und  jede  der  durch  Duplication  entstehenden 
g  Classen  gewiss  dem  Hauptgeschlechte  angehört  (§.  152),  so  ist 
der  zu  beweisende  Satz  wesentlich  identisch  mit  dem  folgenden**): 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Duplication. 

Wir  können  hier  unmöglich  darauf  eingehen,  den  Beweis  mit- 
zutheilen,  welchen  Gauss  auf  die  Theorie  der  ternären  Formen  ge- 
stützt hat;  da  dieses  tiefe  Theorem  aber  den  schönsten  Abschluss  der 
Lehre  von  der  Composition  bildet,  so  können  wir  es  uns  nicht  ver- 
sagen, dasselbe  auch  ohne  Hülfe  der  Dirichlet'schen  Principien 
auf  einem  Wege  abzuleiten,  der  zugleich  die  Grundlage  für  andere 
wichtige  Untersuchungen  bildet. 

Um  einen  bestimmten  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  ge- 
winnen, heben  wir  zunächst  eine  charakteristische  Eigenschaft  aller 
der  Classen  Q  hervor,  welche  durch  Duplication  entstehen:  alle 
Formen  dieser  Classen  und  nur  diese  Formen  sind  fähig ^  Quadrat- 
zahlen  darzustellen^  welche  relative  Primzahlen  zu  2D  sind.  Ent- 
steht nämlich  Q  durch  Duplication  einer  Classe  K^  so  kann  man 
aus  K  immer  eine  solche  Form  auswählen,  deren  erster  Coefficient 
X  relative  Primzahl  zu  2D  ist;  da  alsdann  diese  Form  mit  sich 
selbst  einig  ist,  so  entsteht  durch  Duplication  eine  der  Classe  Q 
angehörige  Form,  deren  erster  Coefficient  =  x^  ist,  und  folglich 
ist  diese  Quadratzahl  durch  die  Formen  der  Classe  Q  eigentlich 
darstellbar.  Umgekehrt,  ist  Q  eine  Classe,  durch  deren  Formen 
eine  Quadratzahl  dargestellt  werden  kann,  welche  relative  Prim- 
zahl zu  2  D  ist,  so  giebt  es  auch  eine  solche  Quadratzahl  x"^^  welche 
durch  diese  Formen  eigentlich  darstellbar  ist,  und  folglich  findet 
sich  in  dieser  Classe  Q  eine  Form    (x^^x'^x")^  welche  offenbar 


*)  D.  A.  art.  287. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  286. 
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durch  Duplication  der  Form  (^,  ^',  xx")  entsteht;  mithin  ist 
Q  =  K^^  wo  K  die  Classe  bedeutet,  welcher  die  Form  (.^,  .r',  xx") 
angehört.  Das  obige  zu  beweisende  Theorem  ist  daher  identisch 
mit  dem  folgenden: 

Ist  (J-,  B,  C)  eine  Form  des  Hauptgeschlechtes  der  Determi- 
nante D,  so  ist  die  Gleichung  ,     ■ 

Äz^-]-2B^tj  -\-  Cy^  =  x^ 
stets  lösbar  in  ganzen  Zahlen  ^,  y^  x,  deren  letzte  relative  Primzahl 
zu  2D  ist. 


§.  156. 

Durch  die  vorstehende  Betrachtung  sind   wir  dahin  geführt, 
die  Lösbarkeit  einer  Gleichung  von  der  Form 

ax'^-\-hy^-\-cz^-{-2a'yz-{-2h'zx-{-2c'xy  =  0 

in  ganzen  Zahlen  x,  i/,  z  (oder  was  Dasselbe  ist,  die  Lösbarkeit  der 
allgemeinen  Gleichung 

au^-{-hv'^-{-2c'uv-{-2h'u-\-2a'v-hc  =  0 
in  rationalen  Zahlen  u^  v)  zu  untersuchen.     Dieselbe  kann,  allge- 
mein zu  reden,  auf  den  speciellen  Fall  zurückgeführt  werden,  in 
welchem  die  Coefficienten  a\  h\  c'  =  0  sind  *),  und  wir  beschäftigen 
uns  daher  im  Folgenden  nur  mit  Gleichungen  von  der  Form 

ax^-\-hy^i-cz^  —  0,  (1) 

wo  a,  &,  c  drei  gegebene,  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen  be- 
deuten, die  wir  ausserdem  stets  als  relative  Primzahlen  annehmen,  * 
weil  jeder  andere  Fall,  wie  man  leicht  erkennt,  sich  auf  diesen 
zurückführen  lässt**).  Wir  wollen  nun  eine  Lösung  ^,  ?/,  z  eine 
eigentliche  Lösung  nennen,  wenn  die  drei  Zahlen  ^,  y^  z  relative 
Primzahlen  sind;  dann  leuchtet  ein,  dass  ax^  hy^  cz  ebenfalls  re- 
lative Primzahlen  sind;  ginge  nämlich  eine  Primzahl  p  in  zweien 
von  ihnen  auf,  so  müsste  p  zufolge  (1)  auch  in  der  dritten  auf- 
gehen; da  aber  höchstens  einer  der  Coefficienten  a,  Z>,  c  durch  p 


*)  Gauss:  D.  Ä.  artt.  299,  300. 
**)  Gatiss:  D.  A.  art.  298. 
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theilbar  sein  kann,  so  wären  wenigstens  zwei  der  Zahlen  x,  y^  z 
theilbar  durch  j),  also  keine  relative  Primzahlen. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  beginnen  wir  unsere  Untersuchung*), 
indem  wir  uns  die  folgende  Aufgabe  stellen: 

I.     Aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Lösung  x  =  u,  y  ^=z  v^ 
z  =.  w  der  Gleichung  (1)  ihre  sämmtlichen  Lösungen  abzuleiten. 

Da  au,  bv,  cw  relative  Primzahlen  sind,  und  eine  von  ihnen, 
z.  B.  au,  zufolge  der  Gleichung 

au'^-\-bv''-Ycw'^  =  0  (2) 

gerade  ist,  so  haben  auch  die  Zahlen  2au,  bv,  civ  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler,  und  man  kann  daher  (nach  §.  24)  die  Glei- 
chung 

aul  -f  bvm  +  cwn  =  1 
so  lösen,  dass  l  gerade,  und   folglich  die  eine  der  beiden  Zahlen 
m,  n  gerade,  die  andere  ungerade  wird;  setzt  man  nun 

al'^-\-  bm'^~\-cn'^  =  h 
und 

u'  =  21  —  hu,  v'  =  2m  —  hv,  w'  =  2n  —  hw, 
so  wird  h  ungerade,  und  man  erhält**) 

au'^  +  bv'^i-ctv"'^  0  (3) 

auu'  -{-bvv'  -{-  ciüw'  =  2  (4) 

u  ^  u',  V  ^  v\  w  ^  w'  (mod.  2);  (5) 

man  kann  daher 

vw'  —  wv'  =  2 u",  wu'  —  uw'  =  2 v",  uv'  —  vu'  =  2 w"  (6) 
setzen,  wo  u",  v",  w"  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  mit  den  an- 
dern noch  durch  folgende  Relationen***)  verbunden  sind: 


*)  Sie  ist  der  Kürze  halber  synthetisch  geführt;  derselbe  Gegenstand  ist 
auf  andere  Weise  behandelt  in  der  mir  erst  nachträglich  bekannt  geworde- 
nen Abhandlung  von  G.  Cantor:  De  aequationibus  secundi  gradus  inde- 
terminatis.     1867. 

**)  Umgekehrt  lässt  sich  aus  (2),  (3),  (4),  (5)  leicht  beweisen,  dass  «,  &,  c 
relative  Primzahlen  sind,  und  dass  sowohl  u,  v,  w,  als  auch  u',  v',  tv'  eigent- 
liche Lösungen  der  Gleichung  (1)  bilden;  doch  ist  dies  für  unsere  Zwecke 
nicht  nöthig. 

***)  Man  findet  z.  B.  die  erste  der   Gleichungen  (7)  aus  der  identischen 
Gleichung 

(bv^-\-  cw^)  {bv'^-}-cw'^)  =  {bvv' -\-cww')^-\-hc(vw'  —  ivv')^ 
unter  Berücksichtigung  von  (2),  (3),  (4),  (6);   die  Gleichung  (8)   ergiebt  sich 
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1 


(7) 
(8) 
(9) 


(10) 


auu'  =  1  -^-hcu"^ 
hvv'  =  1  -\-cav''^ 
cww'  =1-1-  abtv"^ 
bcu"^  +  cav''^  +  ahw"^  = 
vw'  ■\-wv'  =  2av"w" 
wu'  -\-  uw'  =  2b  %v"  u" 
uv'  -}-vu'  =  2cu"v" 

Mit  Hülfe  derselben  ist  es  leicht,   unsere  Aufgabe  allgemein 
zu  lösen.    Sind  x^  ?/,  0  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  so  werden  auch 

t  =  au'x-\-bv' y  -\-  civ' z 

t'  =  aux-\-bvy -^  cws 

t"=  u"x^v"y-\-w"z 
ganze  Zahlen,  welche  zufolge  (5)  der  Bedingung 

#  =  ^'(mod.  2)  (11) 

genügen;  umgekehrt,  sind  t^t\t"  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  welche 
nur  der  Bedingung  (11)  unterworfen  sind,  so  folgt  aus  (10)  unter 
Berücksichtigung  von  (5),  (7)  und  (9),  dass 

2x  =.  uti-u't'  —  2bcu"t"  ^ 
2y  =  vt-^v't'  —  2cav"t" 
2z  =  ivt^w't'  —  2ahio"t' 

gerade,  also  x^  y^  z  ganze  Zahlen  sind.  Multiplicirt  man  diese 
letzten  Gleichungen  resp.  mit  ax^  by^  cz^  und  addirt  mit  Rücksicht 
auf  (10),  so  folgt 

ax''^-]-biß^cz'^  =  tt'  —  abcf'^] 

mithin  haben  wir  folgendes  Resultat:  Bilden  die  ganzen  Zahlen 
X,  2/5  ^  ^^'^^  Lösung  der  Gleichung  (1),  so  werden  f,  t\  f  vermöge 
(10)  ganze  Zahlen^  welche  den  Bedingungen  (11)  und 

W  =  abct"^  (13) 

genügen;  umgelcehrt,  befriedigen  die  ganzen  Zahlen  t^t\  t"  die  Be- 


(12) 


durch  Addition  aus  (7)  mit  Rücksicht  auf  (4);  und  die  erste  der  Gleichungen 
(9)  folgt  aus  der  Identität 

[auu' -\-hvv' ^cww')  {vw'-\-wv')  —  a{wu'  —  uw')  {uv'  —  vu') 
=  {au^-\-^'i^^-^cw^)v'w'-\-{au'^-{-hv'^  +  cw'^)vw. 
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dingungen  (11)  und  (13),  so  werden  x,  y,  0   vermöge  (12)  gan^e 
Zahlen^  welche  der  Gleichung  (1)  genügen"^). 

Zur  Vervollständigung  fügen  wir  hinzu:  Damit  die  Zahlen 
x^  «/,  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1)  bilden^  ist  ferner 
erforderlich  und  hinreichend^  dass  die  Zahlen  t^t'  keinen  ungeraden 
gemeinschaftlichen  Theiler  hahen^  und  dass^  ivenn  beide  gerade  sind^ 

t^t'  =  2  {mocl  4)  (14) 

ist. 

Für  unsern  Zweck  genügt  es  zu  beweisen,  dass  die  beiden  an- 
gegebenen Bedingungen  hinreichend  sind.  Gesetzt,  es  ginge  eine 
Primzahl  p  in  zweien  der  Zahlen  ax^  by^  cz  auf,  so  müsste  sie  zu- 
folge (1)  auch  in  der  dritten  aufgehen,  mithin  zufolge  (10)  auch  in 
t  und  t' ;  da  aber  ^,  t'  der  Annahme  nach  keinen  ungeraden  ge- 
meinschaftlichen Theiler  haben,  so  müsste  p  =  2  sein,  und  es  wären 
also  ^,  t\  ax^  by^  cz  gerade  Zahlen;  dann  würde  aber  aus  (10)  mit 
Rücksicht  auf  (5)  folgen,  dass  t-\-t^  ^^  (mod.  4)  wäre,  während 
wir  doch  angenommen  haben,  dass  t  -Y  t'  "^  2  (mod.  4)  ist,  so- 
bald t  und  t^  gerade  Zahlen  sind.  Hieraus  folgt  also,  dass  ax^  by^ 
cz  relative  Primzahlen  sind,  was  zu  beweisen  war**). 


*)  Die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (13) ,  deren  wir  zwar  in  der 
Folge  nicht  bedürfen,  besteht,  wie  man  sehr  leicht  findet,  in  den  Gleichungen 

t  =  TdM%    t'  =  rd'üi'%    t"  =  rww', 
wo  dj  d',  T,  (o,  (X)'  behebige  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  einzigen  Be- 
dingung 

dd'  =  abc 

unterworfen  sind;  man  kann  aber  auch,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beein- 
trächtigen ,  annehmen ,  dass  t  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
t,  t',  t",  und  dass  xd,  td'  die  grössten  Theiler  sind,  welche  zahc  resp.  mit 
*,  V  gemeinschaftlich  hat.  Führt  man  diese  Ausdrücke  in  (12)  ein,  so  erhält 
man  die  binären  quadratischen  Formen 

—  =  {du^  ~hcu"^  d'u'),   —  =  {dv,  —cav",  d'v'), 

2z 

—  =  {dw,  — abw",  d'w'), 

deren  Variabein  w,  coS  und  deren  Determinanten  zufolge  (7)  die  Zahlen  —  &  c, 
—  ca,  — ab  sind.  Transformirt  man  diejenige  dieser  Formen,  deren  De- 
terminante negativ  ist,  in  eine  reducirte  Form  (§.  64),  so  erhält  man  die 
einfachsten  Lösungen. 

**)  Es  ist  leicht,  wenn  auch  für  unsern  Zweck  nicht  erforderlich,  die 
beiden  angegebenen  Bedingungen  auf  die  Zahlen  d,  d',  z,  w,  cd'  zu  über- 
tragen: die  Zahlen  d,  d'  müssen  relative  Primzahlen   sein,  und  nur,  wenn 
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II.  Bilden  die  Zahlen  x^  y^  z  eine  eigentliche  Lösung  der 
Gleichung  (1),  so  sind  ax^  hy^  es  relative  Primzahlen,  und  man 
kann  folglich  drei  Zahlen  51,  53,  ©  bestimmen,  welche  den  Con- 
gruenzen 

%z  ^  hy  (mod.  a),   ^x  ^  es  (mod.  &),   ^y  ^  ax  (mod.  c)    (15) 
genügen,  woraus  in  Verbindung  mit  (1) 

512^  — &c  (mod.a),  ^'^  =  —  ca  (mod.J),  (E^  =  —  ab  (mod.c)  (16) 
folgt.    Wir  haben  mithin  folgenden  Satz  erhalten: 

Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar,  so  sind  die  Zahlen 
—  hc,  — ca,  — ah  resp.  quadratische  Beste  der  Zahlen  a,  &,  c,  und 
jede  eigentliche  Lösung  x,  y,  s  führt  durch  die  Congruensen  (15)  su 
drei  völlig  bestimmten  Zahlclassen  51  (mod.  a),  ^  (mod.  b),  (5  (mod.  c), 
welche  den  Congruenzen  (16)  genügen^). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  unsere  Untersuchungen  ist 
es  aber,  dass  dieser  Satz  sich  in  folgender  Weise  umkehren  lässt: 

Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar,  und  sind  drei  Zahlen 
51,  53,  ß  gegeben,  welche  den  Congruenzen  (16)  genügen,  so  hann 
man  stets  eigentliche  Lösungen  x,  y,  z  finden,  ivelche  die  Be- 
dingungen (15)  erfüllen. 

Um  dies  zu  beweisen,  bestimmen  wir  zunächst  drei  Zahlen 
X,  Y,  Z  durch  die  (nach  §.  25)  stets  vereinbaren  Congruenzpaare 

X  ^  c  (mod.  b),    Y^  a  (mod.  c),    Z'E^b  (mod.  a)  \     ,     . 
X  =  e  (mod.  c),    Y=%  (mod.  a),  Z  =  53  (mod.  b)\ 

aus  welchen  unter  Berücksichtigung   der  Annahme  (16)  die   der 
Gleichung  (1)  ähnliche  Congruenz 

aX2  +  &  r^  -f  c^2  =  0  (mod.  abc)  (V) 

folgt,  weil  ihre  linke  Seite  durch  jede  der  drei  relativen  Primzahlen 
a,  b,  c  theilbar  ist.    Da  ferner  die  Existenz  einer  eigentlichen  Lö- 


a5c  =  0  (mod.  8),  können  sie  auch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
2  haben;  umgekehrt,  genügt  die  Zerlegung  ahc  =^dd'  diesen  Bedingungen, 
so  kann  man  x,  w,  w'  so  wählen,  dass  x,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung  der 
Gleichung  (1)  bilden. 

*)  Wirft  man  zwei  eigentHche  Lösungen  in  dieselbe  oder  in  verschie- 
dene Classen,  je  nachdem  sie  zu  denselben  drei  Zahlclassen  ^  (mod.  a), 
33  (mod.  h),  ©  (mod.  c)  führen  oder  nicht ,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschie- 
denen Classen  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  incongruenten  Wurzeln  der 
Congruenz  x^  =  1  (mod.  abc),  und  der  nachfolgende  Satz  behauptet  die 
wirkHche  Existenz  aller  dieser  Classen  von  eigenthchen  Lösungen. 
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sung  w,  -y,  iv  der  Gleichung  (1)  angenommen  ist,  so  behalten  wir 
alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  setzen 

T'^  auX-\-hvY  -\-  ctvZ  ) 
woraus  zufolge  (5) 

J=r(mod.  2)  (11') 

und  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (9) 

2X  =  uT+u'r  (mod.2he)^ 
2Y=vT-{-v'r  (mod.2ca)  \  (12') 

2Z=  wT-^w'T'  (mod.  2ah)_ 

folgt;  multiplicirt  man  diese  Congruenzen  resp.  mit  aX,  hY^  cZ^ 
wodurch  sie  in  Congruenzen  nach  dem  Modulus  2a'bc  übergehen, 
so  ergiebt  sich  durch  Addition  unter  Berücksichtigung  von  (1') 
und  (10') 

TT'  =  0  (mod.  ahc).  (13') 

Wir  behaupten  nun,  dass  die  drei  Zahlen  T,  T\  ahc  keinen  un- 
geraden gemeinschaftlichen  Divisor  haben,  und  dass,  wenn  ahc 
gerade  ist, 

T+T'^  2  (mod.  4)         ^  (14') 

ist.  Ginge  nämlich  eine  ungerade  Primzahl  jo  in  T,  T'  "und 
a&c,  also  auch  z.  B.  in  c  auf,  so  würde  Y  zufolge  (12')  durch 
p  theilbar  sein,  und  da  a  ^  Y  (mod.  c)  ist,  so  hätten  a  und  c  den 
gemeinschaftlichen  Theiler  jp,  was  unmöglich  ist.  Wenn  ferner 
ahc^  und  also  auch  z.  B.  c  gerade  ist,  so  sind  zufolge  (11')  und 
(13')  auch  jTund  T  gerade  Zahlen;  wäre  nun  die  Congruenz  (14') 
unrichtig,  so  wäre  T'  ^  T  (mod.  4),  und  aus  (12')  würde  folgen, 
dass  2  Y^  {v  -\-  v')  T^  0  (mod.  4),  also  Y  gerade  wäre,  was  aber- 
mals gegen  die  Congruenz  a  ^  Y  (mod.  c)  streitet,  weil  a  relative 
Primzahl  zu  c  ist. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sind  wir  im  Stande,  eine  eigent- 
liche Lösung  X,  y^  z  nachzuweisen,  welche  den  Bedingungen  (15) 
genügt;  diese  letztern  gehen  vermöge  der  Definition  (17)  der 
Zahlen  X,  Y,  Z  in  die  folgenden  über 

Ys  ^  Zij  (mod.  a),  Zx  ^  Xz  (mod.  h)^  Xy  ^   Yx  (mod.  c); 

da  ferner  aus  den  Definitionen  (10)  und  (10')  der  Zahlen  ^,  t'  T,  T' 
die  Congruenz 


{mod.2  ahc) 
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T't—Tt'=  1 

2hcu"{Yz—Zy)-^2cav"{Zx—Xz)  +  2ahiv"{Xy—  Yx)\ 
folgt,  und  da  u'\  v",  w"  zufolge  (7)  resp.  relative  Primzahlen  zu 
a,  &,  c  sind,  so  fallen  die  von  x^  y^  z  zu  erfüllenden  Bedingungen 
(15)  durchaus  mit  der  einzigen  F'orderung 

T't  =  Tt'  (mod.  2abc) 

zusammen,  welcher  die  Zahlen  #,  t'  genügen  müssen;  sollen  ferner 
die  Zahlen  x^  y^  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1)  bil- 
den, so  haben  t  und  t'  ausserdem  noch  die  früher  erwähnten  Be- 
dingungen (11),  (13),  (14)  zu  erfüllen.  Dies  Alles  lässt  sich  in  der 
That  auf  folgende  Weise  erreichen. 

Ist  a&c  ungerade,  so  sei  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
der  beiden  Zahlen  T  und  (xhc^=.dd!\  da  nun  zufolge  (13')  TT' durch 
abc  theilbar  ist,  so  geht  d'  in  T  auf,  und  da,  wie  oben  gezeigt  ist, 
die  Zahlen  T,  T',  ahc  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  so  sind  d  und  d!  relative  Primzahlen,  und  d!  ist  zugleich  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen  T  und  ahc. 
Dann  leuchtet  ein,  dass  man  allen  Forderungen  genügt,  wenn  man 
z.  B.  ^  =  ^,  Ü  ==  (^',  f  =  1  nimmt ;  denn  weil  ^  ^  ^'  ^  1  (mod.  2), 
so  werden  a;,  ^Z,  ^  ganze  Zahlen,  die  wegen  ii'  =  ahct'"^  eine  Lö- 
sung der  Gleichung  (1)  bilden;  diese  Lösung  ist  eine  eigentliche, 
weil  #,  t'  ungerade  relative  Primzahlen  sind;  da  endlich  t  ^  t\ 
T=  T  (mod.  2),  und  Tt=  Tt'  =  0  (mod. dd')  ist,  so  folgt  auch 
Tt  ^  Tt'  (mod.  2  ahc)  d.  h.  die  eigentliche  Lösung  x^y^  z  genügt 
den  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15). 

Ist  aber  ahc^  und  folglich  auch  T,  T'  gerade,  und  zwar  T -\-T' 
=  2  (mod.  4),  so  können  wir  der  Symmetrie  wegen  annehmen,  es 
sei  T  ^  0,  T'  ^  2  (mod.  4) ;  dann  sei  d  wieder  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  der  beiden  Zahlen  T  und  ahc  =  dd'^  so 
wird  d'  in  T'  aufgehen.  Ist  nun  d'  ungerade,  so  genügt  man  allen 
Bedingungen,  wenn  man  z.  B.  t  =  2d^  t'  =  2d' ,  t"  =  2  nimmt; 
denn  es  ist  t  =  0,  f  =  2  (mod.  4),  tt'  =  ahct"'-,  T't  =  Tt' =  0 
(mod.  2a&c),  und  ^,  t'  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen 
Theiler.  Ist  aber  d'  gerade,  so  kann  man  wieder  durch  t  =  d, 
t'  =  d'^  t"  =  1  allen  Bedingungen  genügen;  da  nämlich  T:d  re- 
lative Primzahl  zu  d'  und  folglich  ungerade  ist,  so  muss,  weil 
Teee  0  (mod.  4),  auch  d^  0  (mod.  4)  sein;  da  ferner  d'  in  T'  auf- 
geht, und  T'  ^  2  (mod.  4)  ist,  so  muss  auch  d'  ^  2  (mod.  4)  sein; 
mithin  ist  t  ^  0,  t'  ^  2  (mod.  4);  es  ist  ferner  tt'  =  ahct"^,  und 
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die  Zahlen  t^  t'  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler; 
da  endlich  die  Quotienten  T:  d  und  T' :  d'  ungerade  sind,  so  ist  ihre 
Differenz  gerade,  und  folglich,  wenn  man  mit  dd'  =  ahc  multi- 
plicirt,  Td'—T'd  =  Tt'—T't  =  0  (mod.  2  ahc),  was  zu  be- 
weisen war. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  ausser  den  eben  angegebenen  spe- 
ciellen  Lösungen,  welche  die  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15)  er- 
füllen, alle  andern  zu  bestimmen,  und  man  findet  namentlich  leicht, 
dass  zwei  eigentliche  Lösungen  x,  y,  z  und  ^,,  i/i,  ^i ,  welche  resp. 
durch  die  Werthe  i,i\  t"  und  ti,  t[,  t'l  hervorgebracht  werden, 
stets  und  nur  dann  denselben  Congruenzen  (15)  genügen,  wenn 
tt[  ^  t'ti  (mod. 2a&c)  ist*);  allein  alle  diese  an  sich  interessanten 
Vervollständigungen  sind  für  unsere  Zwecke  nicht  erforderlich. 
Wir  begnügen  uns  daher,  aus  den  obigen  Resultaten  noch  den 
Beweis  des  folgenden  Satzes  abzuleiten,  dessen  wir  später  durchaus 
bedürfen. 

IIL  Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar,  und  ist  — hc  quadra- 
tischer Rest  von  ap"^,  wo  p  eine  in  h  c  nicht  aufgehende  Frimzahl  be- 
deutet, so  besitzt  die  Gleichung  (1)  auch  solche  eigentliche  Lösungen 
X,  y,  z,  welche  der  Bedingung  x  ^  0  {mod.  p)  genügen. 

Der  Annahme  zufolge  besitzt  die  Gleichung  (1)  eine  eigent- 
liche Lösung  u,  V,  w,  und  wir  können  alle  hieraus  in  L  gezogenen 
Folgerungen  für  uns  in  Anspruch  nehmen;  es  versteht  sich  von 
selbst,  dass  wir  den  vorstehenden  Satz  nur  für  den  Fall  zu  be- 
weisen brauchen,  dass  keine  der  beiden  Zahlen  u,  u'  durch  p  theil- 
bar  ist. 

Ist  nun  p  ungerade,  so  kann  man,  da  der  Annahme  nach 
—  hc  ^  w^  (mod.  p)  ist,  das  Vorzeichen  von  a  so  wählen,  dass 
heu"  -\-  a  nicht  theilbar  durch  p  ist ;  wären  nämlich  beide  Zahlen 


*)  Hieraus  folgt,  dass  allen  zu  derselben  Classe  gehörigen  eigentlichen 
Lösungen  dieselbe  Zerlegung  abc  =  dd'  entspricht,  mit  einziger  Ausnahme 
des  Falles,  wo  a  &  c  =  2  (mod.  4) ,  in  welchem  der  Factor  2  nach  Belieben 
in  d  oder  in  d'  aufgenommen  werden  kann,  ohne  dass  eine  Aenderung  der 
Classe  eintritt.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  (vergl.  die  früheren  Noten), 
dass  die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Zerlegungen,  und  also  auch 
die  der  wirklich  existirenden  Classen  genau  mit  der  Anzahl  der  incon- 
gruenten  Wurzeln  der  Congruenz  x^  =  1  (mod.  abc)  übereinstimmt;  hierin 
liegt  also  ein  neuer  Beweis  des  obigen  Satzes.  Aber  es  schien  angemessener, 
ihn  so  zu  führen,  dass  zugleich  eine  Lösung  gefunden  wird,  welche  den  vor- 
geschriebenen Congruenzen  genügt. 
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hcu"  +  a  und  heu"  —  a  durch  p  theilbar,  so  müsste  auch  ihre 
Differenz  2  «,  also  auch  a  durch  die  ungerade  Primzahl  p  theilbar 
sein ,  was  gegen  —  6  c  ^  «2  (mod.  p)  und  die  Annahme  streitet, 
dass  p  nicht  in  5  c  aufgeht.  Da  nun  u  ebenfalls  nicht  durch  p 
theilbar  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  cj  stets  so  bestimmen  (§.  25), 
dass  sie  der-  Congruenz 

UC3  ^  heu"  -\-  a  (mod.  p) 
genügt  und  ausserdem  relative  Primzahl  zu  2ahe  wird,  weil  o, 
falls  ^  in  lahc^  also  in  a  aufgehen  sollte,  schon  vermöge  dieser 
Congruenz  relative  Primzahl  zu  jp  wird.    Setzt  man  nun 

wo  r=  1  oder  =  2  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  ahe  ungerade  oder 
gerade  ist,  so  erhält  man  eine  entsprechende  eigentliche  Lösung 
x^'y^  z^  welche  auch  der  Bedingung  ^  ^  0  (mod.  j?)  genügt.  Ist 
nämlich  ahe  ungerade,  also  r  =  1 ,  so  ist  ^  ^  ^'  ^  1  (mod.  2); 
ist  aber  ah^  gerade,  also  r  =  2,  so  ist  ^  ^  2,  f  ^  0  (mod.  4) ;  da 
ferner  m  relative  Primzahl  zu  ahe  ist,  so  haben  #,^'  keinen  ungera- 
den gemeinschaftlichen  Divisor,  und  da  ^f'  =  ahct"'^  ist,  so  bilden 
x^  2/j  ^  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1).  Nun  ist  nach  (12) 
2^  =  ui-\-u't'  ~2heu"t" 

=  x{uGi^  —  2heu" CO  -\-  ahcu') 
also  mit  Rücksicht  auf  (7) 

2ux  =  t  [{uco  —  heu"y  -f-  he]  ^  0  (mod.  p), 

weil  u(x)  —  heu"  ^  a^hc  ^  —  «2  ist ;  da  endlich  2  u  nicht  durch 
p  theilbar  ist,  so  folgt  hieraus  x  '^  0  (mod.  p). 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  jp  =  2  über,  Ist  erstens  a 
gerade,  aber  nicht  ^  0  (mod.  8),  so  ergiebt  sich  leicht,  da  der  An- 
nahme nach  —  he  quadratischer  Rest  von  4  a,  also  hc^  —  1  (mod.  8) 
ist,  dass  u  gar  nicht  ungerade  sein  kann;  da  nämlich  a  gerade, 
also  hv^  eiv  ungerade  sind,  und  h  ^  —  c  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus 
au'^  -\-hv'^-\-  ew^  =  0,  dass  au"^  ^  0  (mod.  8),  und  folglich,  da  a 
nicht  ^  0  (mod.  8)  ist,  jedenfalls  u  gerade  sein  muss;  und  offen- 
bar haben  dann  alle  anderen  eigentlichen  Auflösungen  x^  y,  z  die- 
selbe Eigenschaft  x^  ^  (mod.  2).  Ist  zweitens  a  ^  0  (mod.  8), 
also  —  he^\  (mod.  8) ,  so  nehme  man  ^"  =r  1 ,  und  ii'  =  ahe 
der  Art,  dass  einer  der  beiden  Factoren,  z.B.  t  ^  2  (mod.  4),  also 
der  andere  ^'  ^  0  (mod.  4)  wird,  und  dass  sie  keinen  ungeraden 
gemeinschaftlichen  Divisor  erhalten,  was  sich  stets  erreichen  lässt. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Zahlen  x^  y^  0  eine  eigentliche  Lösung  bil- 
den werden.  Da  nun  der  Voraussetzung  nach  u  ungerade  ist,  und 
da  aus  1  -\-hcu"^  =  auu'  ^  0  (mod.  8)  folgt,  dass  auch  u"  un- 
gerade ist,  so  ergiebt  sich 

2x  =  ut  +  u't'  —  2bcu''t"  =  2  +  0—2  =  0  (mod. 4), 

also  ist  x^O (mod. 2).  Ist  endlich  drittens  a  ungerade,  und  —  hc 
quadratischer  Eest  von  4 a ,  also  hc  ^  —l  (mod.  4) ,  so  nehme 
man  f  =  1,  und  nach  Belieben  tt'  =  ahc^  nur  so,  dass  t  und  t' 
relative  Primzahlen  werden;  dann  bilden  x,  y^  0  eine  eigentliche 
Lösung,  weil  ausserdem  t  ^  f  ^  1  (mod.  2)  ist.  Da  nun  der  Vor- 
aussetzung nach  keine  der  Zahlen  w,  u'  gerade  ist,  so  folgt  aus 
auu'  =  1  -f-  &cw"2,  dass  u"  gerade,  und  folglich  auu'^1  (mod.  4) 
ist;  mithin  ist  ut.u't':=auu'.hc^ —  1  (mod. 4),  also  ut^~-  u't' 
(mod.  4),  und  hieraus  ergiebt  sich 

2x  =  ut-\-uH'  '-2hcu"t"  =  0  (mod.  4), 

also  ist  ic  ^  0  (mod.  2). 

Hiermit  ist  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen,  und  dieser 
Beweis  enthält  offenbar  eine  Methode,  aus  einer  eigentlichen  Lö- 
sung M,  V,  w  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  a,  &,  c  sind,  eine 
eigentliche  Lösung  x:p^  y,  z  derjenigen  Gleichung  abzuleiten,  deren 
Coefficienten  a^^^,  5,  c  sind,  vorausgesetzt,  dass  — hc  quadratischer 
Rest  von  ap^  und  nicht  durch  die  Primzahl  p  theilbar  ist.  Durch 
wiederholte  Anwendung  desselben  Satzes  gelangt  man  offenbar  zu 
folgendem  Resultat: 

Sind  die  Zahlen  Ä  =  aP^,  B  =  hQ^,  C  ==  cR^  relative 
Primmhlen^  und  sind  die  Zahlen  — BC,  — CÄ^  —AB  resp. 
quadratische  Reste  von  J.,  5,  (7,  so  folgt  aus  der  Existenz  einer 
eigentlichen  Lösung  der  Gleichung 

ax^+hy^-^cz^  =  0 

stets  die  Existenz  einer  eigentlichen  Lösung  der  Gleichung 

Äx^-\-By^-^Cz^  =  0. 
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§.  157. 

Durch  den  zuletzt  bewiesenen  Satz  ist  offenbar  die  Frage  nach 
der  eigentlichen  Lösbarkeit  der  Gleichung 

ax'^-^hy'^-^cz'^  =  0  (1) 

auf  den  Fall  zurückgeführt,  in  welchem  keine  der  relativen  Prim- 
zahlen a,  &,  c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist;  als  eine  erforderliche 
Bedingung  für  die  Lösbarkeit  ist  ferner  im  vorigen  Paragraphen  (II) 
erkannt,  dass  die  Zahlen  —  hc^  —  ca,  —  ah  resp.  quadratische  Reste 
von  den  Zahlen  a,  5,  c  sein  müssen,  und  ausserdem  leuchtet  ein,  dass 
die  letzteren  unmöglich  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben  können. 
Mit  Hülfe  einer  Reductionsmethode ,  welche  im  Wesentlichen  von 
Lagrange"^)  herrührt,  lässt  sich  nun  wirklich  beweisen,  dass  diese 
Bedingungen  auch  die  hinreichenden  sind,  dass  also  folgender 
Satz**)  besteht: 

Sind  a,  &,  c  drei  von  Null  verschiedene  und  durch  Icein  Qua- 
drat theilhare  relative  Primzahlen  ^  ivelche  nicht  alle  dasselbe  Vor- 
iseichen  haben^  und  sind  die  Zahlen  — hc^  — ca,  — ah  resjp.  qua- 
dratische Beste  der  Zahlen  a^h^c;  so  ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich 
lösbar. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  der  Satz  in  dem  speciellen  Falle 
richtig  ist,  wenn  einer  der  Coefficienten,  z.  B.  a=  -{-l^  ein  anderer, 
z.  B.  ?>  =  —  1  ist ;  denn  man  genügt  der  Gleichung  (1)  durch  die 
relativen  Primzahlen  x  =  y  =  1^  0  =  0. 

Um  uns  nun  bequemer  ausdrücken  zu  können,  nennen  wir, 
indem  wir  den  absoluten  Werth  einer  Grösse  k  mit  (h)  bezeichnen, 
dasjenige  der  drei  Producte  (bc)^  (ca)^  ((^h)^  welches  der  Grösse 
nach  zwischen  den  beiden  anderen  liegt,  den  Index  der  Gleichung 
(1),  und  wenn  etwa  zwei  dieser  Producte  oder  alle  drei  einander 
gleich  sein  sollten,  so  soll  unter  dem  Index  der  gemeinschaftliche 


*)  Sur  la  Solution  des  j^rohlemes  indetermines  du  second  degre.  Mem. 
de  l'Acad.  de  Berlin.  T.  XXIII.  1769.  (CEuvres  de  L.  T.  II.  1868.  p.  375.)  — 
Addüions  aux  Elemens  d^ Algehre  par  L.  Euler.    §.  V. 

**)  Legendre:  Theorie  des  Nomhres,  S«»«  ed.  T.  I.  §§.  III,  lY.  — Gauss: 
D.  A.  artt.  294,  295.  —  Der  nachfolgende  Beweis  lässt  sich  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  a,  b,  c  quadratische  Divisoren  besitzen. 
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Werth  dieser  beiden  oder  aller  Producte  verstanden  werden.  Aus 
dieser  Erklärung  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes 
für  den  Fall,  dass  ihr  Index  =  1  ist;  denn  dann  muss,  wie  man 
leicht  erkennt,  (a)  =  (h)  =  (c)  =  1  sein,  und  da  die  Coefficienten 
nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  ergiebt  sich  die  Lösbarkeit 
der  Gleichung  aus  der  vorausgeschickten  Bemerkung. 

Um  nun  den  Beweis  allgemein  zu  führen,  nehmen  wir  an ,  er 
sei  schon  geleistet  für  alle  Gleichungen,  deren  Index  kleiner  als 
eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  J  ist,  und  zeigen,  dass  der 
Satz  dann  auch  für  alle  Gleichungen  gelten  muss,  deren  Index 
=  J  ist.  Gelingt  dies,  so  gilt  der  Satz  allgemein,  weil  er  für 
J  :^z  1  richtig  ist. 

Es  sei  daher  J"^  2  der  ladex  der  Gleichung  (1).  Nehmen 
wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  es  sei  (a)  ^  (h)  ^  (c), 
also  auch  (ab)  ^  (ac)  ^  (&c),  so  ist  Jz=(ac)]  wäre  nun  (b)  =  (c), 
so  müsste,  weil  b  und  c  relative  Primzahlen  sind,  (b)  =  (c)  =  1 
sein,  woraus  auch  J"  =  1  folgen  würde,  was  mit  unserer  Annahme 
streitet;  mithin  ist 

(a)  ^  (b)  <  (c),  (ab)  <(ac)  =  J^  (bc).  (2) 

Der  Annahme  nach  ist  nun  — ab  quadratischer  Best  von  c,  und 
folglich  kann  man  eine  Zahl  r  so  bestimmen ,  dass  a  r^  ^  —  b 
(mod.  c),  und  zugleich  (r)  ^  \  (c)  wird ;  setzt  man  dann 

ar2  4-5  =  cC,  (3) 

so  wird  C  eine  ganze  Zahl,  deren  absoluter  Werth 

^C)^^^lllpä<lJ^i^J  (4) 

(c) 

ist,  weil  (r)  ^  \(c\  (ac)  =  J"^  2,  und  (b)<(c)  ist. 

Ist  nun  (7  =  0,  so  folgt  &  =  —  ar^,  also,  da  b  relative  Prim- 
zahl zu  a  und  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist,  (r)  ■=  1  und 
&  =  —  a  =  ±1,  und  mithin  besitzt  die  Gleichung  (1)  in  diesem 
Fall  wieder  die  eigentliche  Lösung  x  =  y  =  '^^  ^  =  0- 

Ist  aber  C  von  Null  verschieden,  so  führen  wir  die  Gleichung 
(1)  folgendermaassen  auf  eine  andere  von  kleinerem  Index  zurück. 
Es  sei  a'  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  drei  in  der 
Gleichung  (3)  vorkommenden  Glieder  ar^,  &,  cC,  so  ist  a'  zugleich 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  je  zweien  dieser  Zahlen, 
so  dass  die  drei  Glieder  der  Gleichung 

•  27* 
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gr^         h  _cC 

gewiss  relative  Primzahlen  sind.  Da  nun  a'  in  h  aufgeht,  also  re- 
lative Primzahl  zu  c  und  zu  a  ist,  so  muss  a!  in  C  und  in  r^,  also 
auch  in  r  selbst  aufgehen,  weil  a'  als  Divisor  von  h  durch  kein 
Quadrat  theilbar  ist.    Man  kann  daher 

r  =  a'«,    b==a'ß,     C  =  a' C  =  a'c'y'^  (5) 

setzen,  wo  y"^  das  grösste  in  C  =  d  y'^  aufgehende  Quadrat  be- 
deutet; hierdurch  geht  die  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über 

aa'w2-f  ^  =  cdy'^,  (6) 

deren  drei  Glieder  also  relative  Primzahlen  sind;  setzen  wir  end- 
lich noch 

V  =  aß,  (7) 

so  sind  hierdurch  drei  Zahlen  a\  h\  c*  definirt,  welche,  wie  wir 
beweisen  wollen,  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  ge- 
gebenen Zahlen  a,  &,  c. 

Dass  erstens  keine  der  Zahlen  a\  h\  c'  =  0  ist,  leuchtet  ein, 
weil  a'b'  =  a' aß  =  ab  ist,  und  c'  in  C  aufgeht.  Aus  a'b'  =  ab 
folgt  ferner,  dass  a',  b'  relative  Primzahlen  und  durch  kein  Quadrat 
theilbar  sind,  weil  a,  b  dieselben  Eigenschaften  haben;  da  ferner 
y2  das  grösste  in  C  =  c'y'^  aufgehende  Quadrat  ist,  so  kann  c' 
durch  kein  Quadrat  theilbar  sein ;  und  da  die  Glieder  der  Gleichung 
(6)  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  c'  auch  relative  Primzahl  zu 
aa'ß  =  a'b'. 

Die  Zahlen  a',  &',  c'  können  auch  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen 
haben;  ist  nämlich  ab  =  a'b'  negativ,  so  haben  a',  b'  entgegen- 
gesetzte Zeichen;  ist  aber  ab  positiv,  folglich  ca  und  bc  negativ, 
so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  ar^  -\-b=  ca' c'y^^  dass  a'c' 
negativ  ist,  dass  also  a',  c'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Da  ferner  zufolge  der  Gleichung  (6) ,  deren  drei  Glieder  re- 
lative Primzahlen  sind,  die  drei  Zahlen  ßcc'^  ac  a'c',  —  a  a'ß  =  —  a'b' 
resp.  quadratische  Reste  der  drei  Zahlen  aa',  /3,  c'  sein  müssen, 
und  da  nach  Voraussetzung  die  beiden  Zahlen  —  bc  =  —  ßa'c, 
—  ca  resp.  Reste  von  den  beiden  Zahlen  a,  b  =  a' ß  sind,  so  er- 
giebt sich  hieraus  leicht,  dass  die  drei  Zahlen  — b'c',  — c' a\  — a'b' 
resp.  Reste  der  drei  Zahlen  a',  &',  c'  sind. 

Endlich  ist  (a'b')  =  (a &)<  J" zufolge  (2),  und  (c' a') ^ (c' a') y"^ 
=  (0)  <  J"  zufolge  (4);  mithin  ist  der  Index  der  Gleichung 
a'x'^-{-b'y'^-^c'0'^  =  0 
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gewiss  kleiner  als  «7,  und  folglich  ist  sie  nach  unserer  obigen  Vor- 
aussetzung lösbar  in  relativen  Primzahlen  x'  ^  y\  z' \  da  nun  die 
Zahlen  a'  ax'  —  ßy\  x'  -\-aay'  nicht  beide  verschwinden,  weil  sonst 
auch  x'  ==  y'  =  0  wäre,  so  kann  man 

mx  =  a'ax'  —  ßy'\    my  =.  x' -\-aay';    mz^c'yz' 
setzen,   wo  m   den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  der  drei 
Zahlen  rechter  Hand  bedeutet;  hieraus  folgt  aber  mit  Beachtung 
von  (5),  (6),  (7) 

m^(ax^-]-hy^-^cz^)  =  cc'y^(a'x'^ -\'h'y"^-{-c'z"^)  —  0, 
also,  da  m  nicht  ==  0  ist,  auch 

ax^-j-hy^  -i-cz^  =  0] 
da  endlich  die  Zahlen  x^  y^  z  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  und  keine  der  Zahlen  a,  h^  c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist, 
so  sind  x^  y^  z  auch  relative  Primzahlen  und  bilden  folglich  eine 
eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1). 

Hiermit  ist  der  Schluss  vollständig  durchgeführt,  und  also 
auch  der  obige  Satz  allgemein  bewiesen.  Es  leuchtet  ferner  ein, 
dass  in  der  successiven  Zurückführung  der  Gleichung  (1)  auf  ähn- 
liche Gleichungen  von  immer  kleinerem  Index  und  endlich  auf 
eine  Gleichung ,  in  welcher  ein  Coefficient  =  -f  1 ,  ein  anderer 
=  —  1  ist,  auch  eine  Methode  liegt,  eine  Lösung  derselben  zu 
finden. 

Nachdem  für  diejenigen  Gleichungen,  deren  Coefficienten  durch 
kein  Quadrat  theilbar  sind,  die  oben  genannten  erforderlichen  Be- 
dingungen zugleich  als  hinreichend  für  die  Existenz  eigentlicher 
Lösungen  erkannt  sind,  so  geht  aus  dem  Schlusssatze  des  vorigen 
Paragraphen  hervor,  dass  genau  Dasselbe  Statt  findet  für  alle 
Gleichungen  (1),  deren  Coefficienten  von  Null  verschieden  und  re- 
lative Primzahlen  sind.  Wir  können  daher  das  Gesammtresultat 
unserer  Untersuchungen  in  dem  folgenden  wichtigen  Satze  nieder- 
legen: 

Sind  die  Zahlen  et,  &,  c  relative  Primzahlen  und  von  Null  ver- 
schieden^ so  ist  die  Gleichung 

ax^  +  hy^  +  cz^  =  0 

stets  und  nur  dann  in  relativen  Frimzahlen  x,  y^  z  lösbar^  wenn 
die  Zahlen  —  5c,  — ca,  — ah  resp.  quadratische  Reste  von  den 
Zahlen  a,  &,  c  sind^  und  diese  letzteren  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen 
haben;  ist  ferner 
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—  bc^  ^r-^  (mod.  a),  —  ca  ^  582  (^md.  6),  —  ab  ^  ©2  (^^^o^?.  c), 
so  «'sf  c?/e  o^i^e  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  x^  y,  z  der  Art 
lösbar^  dass 

.   %z  ^  by  (mod.  a),  ^x  ^  cz  {mod.  &),  (^y  ^  ax  (mod.  c) 
wird. 


§.  158. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  das  oben  (§.  155)  er- 
wähnte grosse  Theorem  von  Gauss  leicht  beweisen: 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Buplication. 

Als  Repräsentanten  der  dem  Hauptgeschlechte  der  Determi- 
nante D  angehörenden  Classe  wählen  wir  eine  Form  (Ä^B^C),  deren 
erster  Co efficient  J.  relative  Primzahl  zu  2Z)  ist  (§.93).  Da  die  Zahl 
Ä  durch  diese  Form  darstellbar  ist,  und  alle  Einzel  -  Charaktere 
derselben  den  Werth  -1-  1  haben,  so  ist  Ä  quadratischer  Rest  von 
jeder  in  JD  aufgehenden  ungeraden  Primzahl,  und  auch  von  4  oder 
von  8,  falls  D  durch  4  oder  8  theilbar  ist  (§.  122) ;  mithin  ist  (nach  §.  37) 
Ä  quadratischer  Rest  von  D  selbst  (umgekehrt  ergiebt  sich  leicht,  zum 
Theil  mit  Hülfe  des  Reciprocitätssatzes,  dass  die  Form  ( J.,  J5,  C)  ge- 
wiss dem  Hauptgeschlecht  angehört,  wenn  Ä  relative  Primzahl  zu 
2  Z),  quadratischer  Rest  von  D,  und,  falls  D  negativ  sein  sollte,  positiv 
ist).  Ja,  man  kann  sogar  voraussetzen,  dass  Ä  quadratischer  Rest 
von  4i)  ist,  d.  h.  dass  Ä  ^  1  (mod.  4),  oder  Ä  ^  1  (mod.  8)  ist, 
je  nachdem  D  ungerade  oder  gerade  ist.  Dies  ist  in  der  That  von 
selbst  der  Fall,  wenn  D  ^  3  (mod.  4),  oder  D  ^  0  (mod.  8)  ist; 
sollte  ferner  Ä  in  den  übrigen  Fällen  dieser  Bedingung  nicht  ge- 
nügen, wäre  also  Ä  ^  3  (mod.  4),  ^  7  (mod.  8),  ^  3  (mod.  8), 
^  5  (mod.  8),  je  nachdem  Z)  ^  1  (mod.  4),  ^  2  (mod.  8),  ^  6 
(mod.  8),  ^  4  (mod.  8),  so  kann  man  die  Form  (J.,  jB,  C)  durch 
eine  Substitution  (f^  ~^^)  in  eine  Form  transformiren ,  deren  erster 
Coefficient  Ä'  =  Äa^ -\- 2Ba -\-  C  relative  Primzahl  zu  2i>  ist 
und  zugleich  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt;  da  nämlich  ÄÄ' 
=  (Äa-\-By  —  D  ist,  so  braucht  man  a  nur  so  zu  wählen,  dass 
Äa-\-B  im  ersten  Falle  gerade ,  in  den  drei  übrigen  Fällen  aber 
ungerade  wird,  was  sich  stets  in  der  Art  erreichen  lässt,  dass 
Äa-\-  B  zugleich  relative  Primzahl  zu  B  wird. 
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Wir  setzen  daher  voraus,  dass  Ä  quadratischer  Rest  von  4Z) 
und  relative  Primzahl  zu  AD  ist;  da  nun  4D  ^  {2By^  (mod.  A)^ 
also  quadratischer  Rest  von  A  ist,  und  da  die  Zahlen  ^,  4  D  nicht 
beide  negativ  sind,  so  besitzt  die  Gleichung 
Ax'^^4.By'^  —  s^  =  0 
immer  eigentliche  Lösungen  x^  i/,  ^,  welche  der  Bedingung 

'2Bz  ^  ABy,    also    z  ^  2Bij  (mod.  A) 
genügen  (§.157);  man  kann  daher  z  =  At  -{-  2By  setzen,  wodurch 
die  obige  Gleichung  in  die  folgende  übergeht 

AP-^2B(2ij)-^  C(2yy  =  x^', 
da  J.^,  2By^  z  relative  Primzahlen  sind,  so  sind  auch  t^2y  re- 
lative Primzahlen,  und  folglich  ist  {A^  J5,  C)  einer  Form  äquivalent 
(§.  60),  deren  erster  Coefficient  ^2  eine  Quadratzahl  und  relative 
Primzahl  zu  2i)  ist,  und  welche  folglich  (nach  §.  155)  durch  Du- 
plication  einer  Form  entsteht,  deren  erster  Coefficient  4:  ^  ist.  Was 
zu  beweisen  war*). 

Die  unendlich  vielen  eigentlichen  Lösungen  ^,  ^,  z  der  obigen 
Gleichung,  welche  der  Bedingung  z^2By{mQ^.A)  genügen, 
zerfallen  nun  noch  in  verschiedene  Classen  in  Bezug  auf  den  Mo- 
dul 4i)  (§.  156.  IL);  auf  den  Zusammenhang  dieser  Lösungen  mit 
den  verschiedenen  Classen,  durch  deren  Duplication  dieselbe  ge- 
gebene Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht,  können  wir  aber  hier 
nicht  mehr  eingehen. 


§.  159. 

Die  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen,  ihrer  Aequi- 
valenz  und  Composition  bildet  nur  einen  speciellen  Fall  von  der 
Theorie  derjenigen  homogenen  Formen  wten  Grades  mit  n  Ver- 
änderlichen, welche   sich  in  lineare  Factoren  mit  algebraischen 


*)  Die  Zurückführung  dieses  Satzes  von  Gauss  auf  den  von  Lagrange 
und  Legendre  ist,  wie  ich  jetzt  nachträglich  bemerke,  zuerst  von  Arndt  aus- 
geführt {Ueher  die  Anzahl  der  Genera  der  quadratischen  Formen;  Crelle's 
Journal  LVI),  doch  weicht  die  obige  Darstellung  in  mehreren  Puncten  von 
der  seinigen  ab.  In  Wahrheit  gehört  der  Satz  von  Lagrange  nach  Inhalt 
und  Methode  des  Beweises  in  die  Theorie  der  ternären  Formen.  —  Man 
vergl.  ferner  KronecJcer:  Ueher  den  Gebrauch  der  Birichlef sehen  Me- 
thoden in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  (Monatsber.  d.  Berliner 
Ak.    12.  Mai  1864). 
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Coeffieienten  zerlegen  lassen.  Diese  Formen  sind  zuerst  von  La- 
grange"^)  betrachtet;  später  hat  Biriclüet^^)  sich  vielfach  mit  die- 
sem Gegenstande  beschäftigt,  aber  er  hat  von  seinen  weit  gehenden 
Untersuchungen  nur  diejenige  veröffentlicht,  welche  die  Trans- 
formationen solcher  Formen  in  sich  selbst  (vergl.  §§.  61,  62)  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Theorie  der  Einheiten  für  die  entsprechenden 
■  algebraischen  Zahlen  behandelt;  endlich  \\2,i  Kiimmer^'^^)  durch  die 
Schöpfung  der  idealen  Zahlen  einen  neuen  Weg  betreten,  welcher 
nicht  nur  zu  einer  sehr  bequemen  Ausdrucksweise,  sondern  auch 
zu  einer  tieferen  Einsicht  in  die  wahre  Natur  der  algebraischen 
Zahlen  führt.  Indem  wir  versuchen,  den  Leser  in  diese  neuen  Ideen 
einzuführen,  stellen  wir  uns  auf  einen  etwas  höheren  Standpunct 
und  beginnen  damit,  einen  Begriff  einzuführen,  welcher  wohl  ge- 
eignet scheint,  als  Grundlage  für  die  höhere  Algebra  und  die  mit 
ihr  zusammenhängenden  Theile  der  Zahlentheorie  zu  dienen. 

I.  Unter  einem  Körper  wollen  wir  jedes  System  von  unend- 
lich vielen  reellen  oder  complexen  Zahlen  verstehen,  welches  in 
sich  so  abgeschlossen  und  vollständig  ist ,  dass  die  Addition ,  Sub- 
traction,  Multiplication  und  Division  von  je  zwei  dieser  Zahlen 
immer  wieder  eine  Zahl  desselben  Systems  hervorbringt.  Der  ein- 
fachste Körper  wird  durch  alle  rationalen,  der  grösste  Körper  durch 
alle  Zahlen  gebildet.  Wir  nennen  einen  Körper  Ä  einen  Divisor 
des  Körpers  Jf,  diesen  ein  Multiplum  von  jenem,  wenn  alle  in  Ä 
enthaltenen  Zahlen  sich  auch  in  M  vorfinden;  man  findet  leicht, 
dass  der  Körper  der  rationalen  Zahlen  ein  Divisor  von  jedem  an- 
dern Körper  ist.  Der  Inbegriff'  aller  Zahlen,  welche  gleichzeitig  in 
zwei  Körpern  Ä,  B  enthalten  sind ,  bildet  wieder  einen  Körper  D, 
welcher  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  beiden  Körper 
A^  B  genannt  werden  kann,  weil  offenbar  jeder  gemeinschaftliche 
Divisor  von  A  und  B  noth wendig  ein  Divisor  von  B  ist;  ebenso 
existirt  immer  ein  Körper  iltf,  welcher  das  Ueinste  gemeinschaftliche 
Multiplum  von  A  und  B  heissen  soll,  weil  er  ein  Divisor  von  jedem 
andern  gemeinschaftlichen  Multiplum  der  beiden  Körper  ist.  Ent- 
spricht ferner  einer  jeden  Zahl  a  des  Körpers  A  eine  Zahl  b  =  q){a) 


*)  Sur  Ja  Solution  des  prohlemes  indetermines  du  second  degre.  §.  VI. 
Mem.  de  l'Ac.  de  Berlin.  T.  XXIII,  1769.  ((Euvres  de  L.  T.  II,  1868,  p.375.) 
—  Additions  aux  EUmens  d'Älgehre  par  L.  Euler.  §.  IX. 

**)  Vergl.  Anm.  zu  §.  141.      •  i  i  ä 

***)  Vergl.  Anm.  zu  §.  16. 
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in  der  Weise,  dass  q)  (a  -f-  et')  =  fpict)  -}-  ^  (<^t'j ,  und  <p  (aa')  = 
q){(i)  (p{a')  ist,  so  bilden  die  Zahlen  b  (falls  sie  nicht  sämmtlich 
verschwinden)  ebenfalls  einen  Körper  B  =  (p  {Ä)^  welcher  mit  A 
conjugirt  ist  und  durch  die  Substitution  cp  aus  Ä  hervorgeht;  dann 
ist  rückwärts  auch  Ä  =  ip{B)  mit  B  conjugirt.  Zwei  mit  einem 
dritten  conjugirtc  Körper  sind  auch  mit  einander  conjugirt,  und 
jeder  Körper  ist  mit  sich  selbst  conjugirt.  Correspondirende  Zali- 
len  in  zwei  conjugirten  Körpern  Ä  und  B^  wie  a  und  b  =  (p  (a), 
sollen  conjugirte  Zahlen  heissen. 

Die  einfachsten  Körper  sind  diejenigen,  welche  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Divisoren  besitzen.  Nennt  man  m  bestimmte 
Zahlen  «i,  «2  .  •  •  «m  '^on  einander  abhängig  oder  unabhängig ^  je 
nachdem  die  Gleichung  Xiai  -\-  X2€C2  -\-  -  '  -  -\-  ^m  «m  =  0  in  ratio- 
nalen Zahlen  x^^  x^  •  -  .  Xm-,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden,  lös- 
bar ist  oder  nicht,  so  findet  man  durch  sehr  einfache  Betrachtungen, 
auf  die  wir  aber  hier  nicht  eingehen  wollen,  dass  aus  einem  Körper 
5i  von  der  angegebenen  Art*)  nur  eine  endliche  Anzahl  n  von  un- 
abhängigen Zahlen  «1,  Oo  .  .  .  ß>„  sich  auswählen  lässt,  dass  also 
jede  Zahl  co  des  Körpers  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Art  durch 
die  Form 

CO  =:  hi(Di-\-h2C02-\-    '    '  '    +hnC3n  =   ^hcO^  (1) 

darstellbar  ist,  wo  7^^,  ^2  •  •  •  ^h  rationale  Zahlen  bedeuten.  Wir 
wollen  die  Zahl  n  den  Grad^  ferner  den  Complex  der  n  unab- 
hängigen Zahlen  co^  eine  Basis  des  Körpers  Sl^  und  die  n  Zahlen 
h,,  die  dieser  Basis  entsprechenden  Coordinaten  der  Zahl  cj  nennen ; 
offenbar  bilden  je  n  Zahlen  von  der  Form  (1)  wieder  eine  solche 
Basis ,  wenn  die  aus  den  entsprechenden  n^  Coordinaten  gebildete 
Determinante  von  Null  verschieden  ist;  einer  solchen  Transformation 
der  Basis  durch  eine  lineare  Substitution  entspricht  eine  Trans- 
formation der  Coordinaten  durch  die  sogenannte  transjaonirte  Sub- 
stitution. 

Die  Forderung,  dass  die  Zahlen  m  des  Körpers  Sl  durch  Ad- 
dition und  Subtraction  sich  reproduciren  sollen,  wird  durch  ihre 
gemeinsame  Form  (1)  schon  erfüllt;  für  die  Reproduction  durch 
Multiplication  ist  ferner  erforderlich  und  hinreichend,  dass  jedes 


*)  Ersetzt  man  die  rationalen  Zahlen  überall  durch  Zahlen  eines  Körpers 
B,  so  gelten  die  nachfolgenden  Betrachtungen  auch  für  einen  Körper  il, 
welcher  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Divisoren  besitzt,  die  zugleich 
Multipla  von  B  sind. 
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Product  o9^G5j<  wieder  in  der  Form  (1)  enthalten  ist;  diese  Bedin- 
gungen, deren  Anzahl  =  ln(n  -\-  1)  ist,  lassen  sich  am  einfachsten 
zusammenfassen,  indem  man  die  Coordinaten  Ji^  als  veränderlich 
ansieht  und 

(D^  =  2^H,G),  (2) 

setzt,  wo  nun  Hi^H^  .  .  .  Hn  bestimmte,  mit  rationalen  Coe/ficienten 
behaftete,  ganze  homogene  quadratische  Functionen  der  Coordinaten 
bedeuten.  Durch  diese  n  Functionen  iT^,  auf  deren  analytische 
Eigenschaften  wir  unten  zurückkommen  werden,  ist  die  Constitution 
des  Körpers  Sl  vollständig  bestimmt,  und  es  lässt  sich  zunächst 
zeigen,  dass  die  Zahlen  von  der  Form  (1)  auch  durch  Division  sich 
wieder  erzeugen.  Durch  totale  Differentiation  von  (2)  erhält  man 
codcj  ==  ^dHiCJ^]  (3) 

legt  man  den  Coordinaten  h^  und  ihren  Differentialen  d\  beliebige 
rationale  Werthe  bei,  so  ist  durch  die  vorstehende  Gleichung  das 
Product  aus  zwei  beliebigen  Zahlen  ca  und  dco  des  Körpers  Sl  auf 
die  Form  (1)  zurückgeführt.     Speciell  ergiebt  sich  aus  (3) 

legt  man  nun  den  Coordinaten  h^  beliebige  rationale  Werthe  bei, 
welche  aber  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  kann  auch  der  ent- 
sprechende Werth  der  Functional-Determinante 

^=2±|?p...|^  (5) 

Chi    S%  chn 

nicht  verschwinden;  denn  sonst  Hessen  sich  bekanntlich  n  rationale 
Zahlen  dh^  die  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  bestimmen ,  dass 
für  jeden  Index  r 

dHr=I.^dh,  =  0, 
c  ht 

und  folglich  auch  G)dc3  =  0  würde,  während  doch  keine  der  beiden 
Zahlen  co  und  dco  verschwindet.  Hieraus  folgt  weiter  durch  Um- 
kehrung der  n  Gleichungen  (4),  dass  die  n  Quotienten  w, :  c?  wieder 
Zahlen  von  der  Form  (1)  sind;  dasselbe  gilt  daher  auch  von  jedem 
Quotienten  «:«,  wo  w  irgend  eine  Zahl  von  der  Form  (1)  bedeutet. 
Mithin  bilden  alle  Zahlen  von  der  Form  (1)  wirklich  einen  Körper. 
Durch  Elimination  der  n  Zahlen  ca,  aus  den  n  Gleichungen  (4) 
ergiebt  sich  die  Gleichung 
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dh 

dm 

-"'  dh 

dh,  ' 

dm 

dh 

dll, 

dhn' 

dm^ 

dhn 

CO 


dh 


dm 


(X) 


=  0 


(6) 


mithin  ist  jede  Zahl  «  des  Körpers  Sl  die  Wurzel  einer  (von  der 
Wahl  der  Basis  unabhängigen)  Gleichung  nten  Grades  mit  ratio- 
nalen Coefficienten,  also  eine  algebraische  Zahl^  und  es  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  in  dem  Körper  Sl  auch  Zahlen  existiren,  welche 
keiner  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  von  niedrigerem  als 
dem  nten  Grade  genügen,  für  welche  also  die  vorstehende  Glei- 
chung irreductibel  ist  *).     Bedeutet  6  eine  solche  Zahl ,   so  bilden 


*)  Der  Beweis  dieser  Behauptung  kann  z 
gestützt  werden: 

Genügt  eine  homogene   lineare  Function  w  =  2:hi(0(, 
hl   einer  Identität  von  der  Form 

A  (am  -j-  A-^  lam—l  -]-...  -|-  Am  =  0, 


B.  auf  das  folgende  Lemma 
der   n  Variabein 


(1) 


cienten  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich  identisch  verschwinden,  und  ist  der 
Grad  m  kleiner  als  die  Anzahl  n  der  Variabein,  so  sind  die  n  Grössen  w^  von 
einander  abhängig. 

Durch  totale  Differentiation  der  Identität  (1)  ergiebt  sich  zunächst 

Mdü)-\-  (om  dA  -|-  (om-l  dA^  -|-  .  .  .  -j-  dAm  =  0,  (2) 

wo  zur  Abkürzung 

M  =1  mA  Oim—l  -|-  (w  —  1)  ^j  (am— 2  _|_  .  .  .  -j_  Am-\ 
gesetzt  ist.  Man  kann  nun  ofienbar  annehmen,  dass  keine  solche  Identität 
(1)  von  noch  niedrigerm  Grade  als  m  existirt,  dass  also  das  Product  AM 
nicht  identisch  verschwindet;  nun  lege  man,  was  stets  möglich  ist,  den 
Variabein  h,,  solche  rationale  Werthe  bei,  für  welche  AM  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  erhält;  hierauf  kann  man,  weil  m  <,  n  ist,  den  n 
Differentialen  dh,,  solche  rationale  Werthe  beilegen,  welche  den  iw  homogenen 
linearen  Gleichungen 

AdAi  =  A^dA,  AdA^  =  A^dA  .  .  .  AdAm  =  AmdA 
genügen  und  nicht  sämmtlich   verschwinden;   multiplicirt  man  nun  (1)   mit 
dA,  (2)  mit  i4,  und  subtrahirt,  so  folgt  AMdco=zO,  also  auch  d(o=.2dhiO)^ 
=  0,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass,  wenn  die  Grössen  w^  und  w  wieder  ihre 
alte  Bedeutung  erhalten ,  die  aus  den  Coordinaten  der  n  Grössen  I ,  w, 
oß  .  .  .  w«— 1  gebildete  Determinante  I>,  welche  eine  homogene  Function  der 
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offenbar  die  Potenzen  1,Ö,  ö^...^''-^  ebenfalls  eine  Basis  des  Körpers 
ß,  und  £1  ist  das  System  aller  Zahlen,  welche  sich  durch  beliebige 
Wiederholung  der  vier  arithmetischen  Grundoperationen  aus  6  ab- 
leiten lassen.  Substituirt  man  nun  für  6  der  Reihe  nach  alle  Wur- 
zeln derselben  irreductibelen  Gleichung,  so  entstehen  ebensoviele 
entsprechende  Körper  welche  offenbar  mit  Sl  und  folglich  auch  mit 
einander  conjugirt  sind,  und  es  Hesse  sich  leicht  zeigen,  dass  ausser 
diesen  Körpern  kein  anderer  mit  Sl  conjugirt  ist.  Dabei  bemerken 
wir  aber,  um  Missverständnissen  vorzubeugen,  dass  diese  n  Körper, 
was  ihren  gesammten  Zahleninhalt  anbetrifft,  sehr  wohl  theilweise 
oder  auch  sämmtlich  identisch  sein  können,  obgleich  sie  durch  n 
verschiedene  Substitutionen  aus  einem  von  ihnen  hervorgehen*). 

Da  nun  vermöge  des  Begriffes  conjugirter  Körper  die  Glei- 
chungen (4)  gültig  bleiben,  wenn  die  Zahlen  des  Körpers  Sl  durch 
die  entsprechenden  Zahlen  eines  conjugirten  Körpers  ersetzt  werden, 
so  folgt  leicht,  dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  die 
mit  cj  conjugirten  Zahlen  sind.  Bezeichnet  man  daher  mit  N((d) 
die  sogenannte  Norm  der  Zahl  o,  d.  h.  das  Product  aus  allen  n 
conjugirten  Wurzeln,  die  auch  gruppenweise  einander  gleich  sein 
können,  so  ist  zufolge  (6) 

N(a>)  =  H,  (7) 

d.  h.  die  homogene  Function  H  ist  das  Product  aus  n  conjugirten 
Factoren  ersten  Grades  mit  algebraischen  Coefficienten.  Aus  dieser 


Variabein  Jii,  vom  Grade  y^nin  —  l)  ist,  nicht  identisch  verschwinden  kann, 
weil  sonst  m  einer  Identität  von  der  obigen  Form  (1)  und  von  niedrigerem 
Grade  als  n  genügte ,  und  folglich  die  Grössen  w^  von  einander  abhängig 
wären.  Giebt  man  nun  den  Coordinaten  hi  solche  rationale  Werthe ,  für 
welche  D  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  erhält,  so  folgt  unmittelbar, 
dass  die  entsprechende  Zahl  w  des  Körpers  £1  die  Wurzel  einer  irreductibeln 
Gleichung  nten  Grades  ist. 

Jeder  Lösung  der  Gleichung  D  =  0  in  rationalen  Zahlen  hi,  entspricht 
eine  Zahl  w,  welche  einem  Divisor  des  Körpers  Sl  von  niedrigerem  als  dem 
wten  Grade  angehört;  der  Grad  eines  solchen  Divisors  ist  immer  ein  Divisor 
von  n. 

*)  Durch  die  weitere  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  gelangt  man  un- 
mittelbar zu  den  von  Galois  in  die  Algebra  eingeführten  Principien  [Sur 
les  conditions  de  resolubüiU  des  equations  par  radicaux ;  Journ.  de  Math, 
p.  p.  Liouville.  T.  XI.  1846);  hierbei  ist  es  zweckmässig,  zunächst  die  ein- 
fachen Reciprocitätsgesetze  aufzusuchen,  welche  zwischen  irgend  zwei  solchen 
Körpern  wie  il,  ihrem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  und  ihrem  klein- 
sten gemeinschaftlichen  Multiplum  herrschen. 
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Definition  geht  unmittelbar  der  Satz  hervor:  die  Norm  eines  Pro- 
ductes  ist  immer  gleich  dem  Product  aus  den  Normen  der  Factoren. 
Setzt  man  ferner 

N(co)  =  (oa\  (8) 

so  ist  ö',  weil  N((x))  als  rationale  Zahl  in  Sl  enthalten  ist,  ebenfalls 
eine  Zahl  des  Körpers  Sl^  was  auch  aus  (6)  hervorgeht,  und  zwar  ist 

N(c3')  =  N(c3y-^;  (9) 

nennen  wir  oj'  die  ^u  o  adjungirte  Zahl"^)^  so  ist  die  zu  «'  adjun- 
girte  Zahl  =  c}N{coy-^ 

Sind  «1,  CC2  .  .  .  ccn  beliebige  Zahlen  des  Körpers  ii,  und  be- 
deuten ft,  y^  .  .  .  Aj  die  übrigen  (n  —  1)  mit  a^  conjugirten  Zahlen, 
so  setzen  wir  zur  Abkürzung 

(S  ±  «1^2  .  .  .  A,)2  =  z/(«i,  a,  .,.  an)  (10) 

und  nennen  dieses  Determinantenquadrat  die  Biscriminante  der  n 
Zahlen  «i,  «2  •  •  •  c^n'?  sie  ist  eine  symmetrische  Function  der  n  mit 
Q  conjugirten  Zahlen  und  folglich  eine  rationale  Zahl,  und  zwar  ist 
z/(cci,  0i2  .  .  .  w„)  =  m'^^(c3i,  «2  .  .  .  a3„),  (11) 

wo  m  die  aus  den  Coordinaten  der  Zahlen  aj,  «2  .  .  .  c«„  gebildete 
Determinante  bedeutet;  da  die  Discriminante  z/(l,  ö,  0*  .  .  .  ö"~^) 
bekanntlich  das  Product  aller  Differenzen  zwischen  den  mit  6 
conjugirten  Zahlen  und  folglich  von  Null  verschieden  ist  (weil  eine 
irreductibele  Gleichung  nur  ungleiche  Wurzeln  haben  kann),  so  ist 
z/  («1  ...  cCn)  stets  und  nur  dann  =  0,  wenn  die  Zahlen  «1,^2...  w« 
von  einander  abhängig  sind.    Endlich  ist  allgemein 

z/(o3ai,  C00J2  .  .  .  CO  an)  =  N{(oy^{a^^  «2  .  .  .  a„).  (12) 

IL  Im  Vorhergehenden  sind  die  Begriffe  und  Sätze  entwickelt, 
deren  wir  in  der  Folge  bedürfen ;  zur  Erläuterung  mögen  aber  hier 
noch  die  wichtigsten  und  nächstliegenden  Resultate  aus  dem  grossen 
Reichthume  analytischer  Entwicklungen  mitgetheilt  werden,  welche 
sich  an  die  Betrachtung  der  Functionen  H^  anknüpfen.  Zwischen 
diesen  n  Functionen  bestehen  fundamentale  Relationen,  welche  man 
erhält,  wenn  man  das  Product  aus  drei  beliebigen  Zahlen  des  Kör- 
pers Sl  auf  alle  möglichen  Arten  bildet  (vergl.  §§.  1,  2).  Bedeutet 
d'  wieder  eine  beliebige  Variation,  so  ist  zufolge  (4) 


*)  Dieser  Ausdruck  wird  hier  in  ganz  anderer  Bedeutung  gebraucht,  wie 
von  Galois. 
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''^-^-^-'\W) 


G). 


multiplicirt  man  nun  (3)  mit  d'co^  und  ersetzt  die  Producte  d'coo^ 
der  vorstehenden  Gleichung  gemäss  durch  Summen,  so  folgt 

cjdcod'co  =  ^  dll^d'  (-^~j  coif] 

da  die  linke  Seite  symmetrisch  in  Bezug  auf  d  und  d'  ist,  und  da 
die  n  Zahlen  co^i  unabhängig  sind ,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Func- 
tionen H^  den  n  Differentialgleichungen 

genügen,  wo  r  irgend  einen  der  Indices  1,  2  .  .  .  >^  bedeutet.  Um 
die  Bedeutung  dieser  Relationen  mehr  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  sie  den  folgenden  Entwicklungen  zu  Grunde  legen, 
ohne  den  Zusammenhang  der  Functionen  H^  mit  dem  Körper  Sl  zu 
benutzen. 

Zunächst  wollen  wir  zeigen,  dass  die  Functionaldeterminante 
£f",  welche  zufolge  ihrer  Definition  (5)  eine  ganze  homogene  Func- 
tion nten  Grades  mit  rationalen  Coefficienten  ist,  sich  durch  Mul- 
tiplication  reproducirt;  gehen  die  Formen  K  und  L  dadurch  aus 
H  hervor,  dass  die  Coordinaten  h^  resp.  durch  dh^  und  durch  dH^ 
ersetzt  werden,  so  ist 

L  =  HK;  (14) 

denn  wenn  man  die  Coordinaten  h^  durch  dh^  ersetzt,  so  geht  jede 
homogene  lineare  Function 

und  folglich  H  in 


K 


-^±<^)'(S)--<m 


über;  werden  aber  die  Coordinaten  h^  durch  die  bilinearen  Func- 
tionen dHt  ersetzt,  so  geht  zufolge  (13) 

dHr       .  ^       d      /dHr\,rr  ^dH,^/dHr 


dh 


und  folglich  ^  in  Z  =  JIK  über,  was  zu  beweisen  war.    Dies  ist 
der  schon  oben  angeführte  Satz  über  die  Norm  eines  Productes. 
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Bedeutet  (p  eine  willkürliclie  Function  der  Coordinaten  h^^  und 
definirt  man  die  Variation  Ö  dadurch,  dass 

dcp  =  ^  l^h,,    also     8H,  =  h  (15) 

wird,  so  ergiebt  sich  aus  (13),  wenn  man  d'  durch  d  ersetzt, 

^'^^'Kw)  =  ^'^'<w)  =  '^^" 

weil  Hr  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  ist,  mithin 

je  nachdem  r  und  s  gleich  oder  ungleich  sind;  hieraus  folgt,  dass 
die  ^^  Variationen  dhi,  constante^  rationale  Zahlen  sind.  Wird  ferner 
die  Variation  d'  durch 

-     ö>  =  J?  S  1^  Sh,    also     Ö'E,  =  Höh  (17) 

eilt 

definirt,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  in  (13)  d'  durch  ö'  ersetzt, 


^  '^^''  (W)  =  ^  ^**'<w)  -  ^^2  w ''' 


folglich 


,/dHr\   _    T-r    S^r 


r)  =  ^Ä'  ^''^ 


da  nun  der  Ausdruck  rechter  Hand  der  Coefficient  des  Elementes 

dhr 
in  der  Determinante  H^  also  eine  ganze  homogene  Function  (n  —  l)ten 
Grades  der  Coordinaten  h^  mit  rationalen  Coefficienten  ist,  so  gilt 
dasselbe  von  den  Grössen 

K  -=Ö'K  =H^'^8h,,  (19) 

und  umgekehrt  geht  aus  (18)  hervor,  dass  die  Coefficienten  der  ein- 
zelnen ^2  Elemente  in  der  Determinante  H  sich  als  homogene  li- 
neare Functionen  der  soeben  definirten  n  Grössen  h[  darstellen 
lassen.  Wir  wollen,  wenn  cp  eine  beliebige  Function  der  Coordi- 
naten h^  bedeutet,  mit  cp'  dieselbe  Function  der  Grössen  h[  bezeich- 
nen; dann  lautet  die  Gleichung  (18) 
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und  hieraus  folgt  zugleich 

Da  üTeine  Functionaldeterminante  ist,  so  ist  bekanntlich*) 
und, folglich  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (13) 


dh 


"■  =  ^Ä(wW 


führt  man  daher  die  homogene  lineare  Function 


ein,  so  ist 


8=2^  (22) 


also  mit  Rücksicht  auf  (20) 

man  führe  daher  die  gan:se  homogene  Function  ziveiten  Grades 

^=2||s;  (24) 

ein,  so  wird 


,,    dH=l-^dh,,  (25) 


dhr    ~    dh'r'     ^^—^    dh[ 

mithin  sind  auch  die  Derivirten  der  Form  H  darstellbar  als  homo- 
gene lineare  Functionen  der  in  (19)  definirten  Grössen  h[^  und  rück- 
wärts diese  durch  jene.    Da  ferner  zufolge  (20) 


*)  JacoM:  De  determinantibus  functionalihus  §.  9  (Crelle's  Journal 
XXII) ;  in  der  obigen  Form  ist  auch  der  Fall  berücksichtigt ,  dass  die 
Differentiale  dhi,  Functionen  von  den  Veränderlichen  h^  sind.  Ersetzt  man 
d  durch  tf',  so  folgt  aus  (17)  und  (19)  unmittelbar 

S  ?^'  =  0. 

tihi 


I 
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2  ^  1^  _  fi   oder    =  0 

ist,  je  nachdem  r  und  s  gleich  oder  ungleich  sind,  so  folgt  durch 
Multiplication  mit  h's  oder  dh's  und  Summation  in  Bezug  auf  s 


I 


*  '^^El~  =  HK-    IdHl  ^  =  HdK 

und  hieraus  durch  Differentiation 

KdH-  HdK  =2I^H[d  (^)  •  (26) 

Mit  Hülfe  von  (25)  und  (26)  ist  man  im  Stande,  auch  die 
Differentiale  höherer  Ordnung  von  H  zu  bilden ;  auf  diese  Weise 
findet  man 

Hdd'H—  dHd'H  =2H^  ^^dd'K  -  2  S  t^^ H[dd'H,,-  (27) 

ausserdem  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (26),  welcher  man  mit  Hülfe 
von  (13)  auch  die  Form 

'        K  dH-  HdK  -=1^~  dK' 

dK     dK 

geben  kann,  die  Functionaldeterminante 

und  folglich  aus  (25)  die  Hesse'sche  Determinante  der  Form  H, 
nämlich 

Aus  den  Gleichungen  (16),  (22),  (24),  (25),  (26),  (27)  ergeben 
sich  unmittelbar  folgende  auf  die  Variation  ö  bezüglichen  Re- 
sultate : 

dS  =  n-      dT=  S;   K8H—HdK  =2H'r] 

dH=:  S']   d'H=dH'-Hdm=2T'.  ^    ■^ 

ni.  Alle  diese  Sätze  sind  abgeleitet  aus  der  Voraussetzung, 
dass  das  System  der  n  ganzen  homogenen  Functionen  IT^  vom 
zweiten  Grade  den  Bedingungen  (13)  genügt,  und  dass  ihre  Func- 
tionaldeterminante H  nicht  identisch  verschwindet ;  fügt  man  noch 
die  Voraussetzung  hinzu,  dass  die  Coefficienten  dieser  Functionen 

Dirichlet,  Zahlen theorie.  ,.  28 
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rationale  Zahlen  sind,  und  dass  die  Form  H  irreäuctihel^  d.  h.  nicht 
zerlegbar  ist  in  Factoren  niedrigeren  Grades,  deren  Coefficienten 
ebenfalls  rationale  Zahlen  sind,  so  lässt  sich  umgekehrt  beweisen, 
dass  zu  diesem  Functionensystem  ein  algebraischer  Zahlkörper  Sl 
von  der  oben  betrachteten  Art  gehört.  Der  Kürze  halber  führen 
wir  eine  Charakteristik  e  ein,  welche  folgenden  Sinn  hat:  ist  q) 
irgend  eine  Function  der  Coordinaten  h^^  und  ersetzt  man  die 
letzteren  durch  h^  —codhi^  wo  co  vorläufig  eine  wüTkürliche  Func- 
tion bedeutet,  so  geht  cp  in  eine  neue  Function  über,  welche  {mit 
B{(p)  bezeichnet  werden  soll.    Aus  dieser  Definition  folgt  sofort 

ds((p)  =  s(d(p)  —  s(d(p)d(x)]  (31) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Differentiale  dh,,  constant  sind. 
Hierauf  definire  man  die  Function  co  als  Wurzel  der  Gleichung 
wten  Grades 

£(H)  =  0,  (32) 

welche  zufolge  (16)  vollständig  mit  der  Gleichung  (6)  übereinstimmt, 
so  lässt  sich  beweisen ,  dass  «  eine  ganse  (hoinogene)  Function 
ersten  Grades,  d.  h.  dass  dd'a  =  0  ist,  wenn  die  Differentiale  dh^^ 
d'h^  als  constant  vorausgesetzt  werden.  In  der  That  ergiebt  sich 
durch  successive  Differentiation  der  Identität  (32)  nach  der  in  (31) 
ausgesprochenen  Regel 

£(8H)d(D==  s(dIT)  (33) 

und 

8(dHydd'c3  :=  s(R),  (34) 

wo  zur  Abkürzung  die  homogene  Function  (3  n  —  4)ten  Grades 
öH^dd'Hi-d^HdHd'H       \  _  j. 
-  ÖIIdHd'dH—  dlld'HdÖH  J  " 
gesetzt  ist.     Dass  diese  Function  R  durch  H  theilbar,  in  Zeichen, 
dass  R  ^  0  ist*),  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise. 
Aus  (30)  folgt 

KÖH  =2H'r-{-  H8K  =2m 
ferner 

¥rd^H=2  ÖH'r  -1-  Hd^K  =  2dH'r 
und  hieraus  durch  Elimination  von  7^^    , 

8'^HH'r  —  8H8H'r  =0; 


*)  Dies  gilt  allgemein  von  dorn  Ausdrucke 
d'Hd"'Hdd"H^dHd"Hd'd"'H—d"'HdHd'd"H  —  d'Hd"Hdd"'H. 
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da  nun   zufolge    (27)  dHd'H — Hdd'H   eine  homogene    lineare 
Function  der  n  Grössen  H[  ist,  so  folgt  auch,  dass 

Ö^H{dHd'H—  Hdd'H)  —  ÖHd  (dHd'H-  Hdd'H)  =  0 
ist;  die  linke  Seite  unterscheidet  sich  aber  von  JR  nur  umBestand- 
theile,  welche  durch  H  theilbar  sind.  Mithin  ist  R  =  PH^  wo  P 
eine  ganze  Function  bedeutet,  und  folglich  £(R)^=s(P)  s(H)==0. 
Da  sich  nun  aus  den  Voraussetzungen  über  H  beweisen  lässt,  dass 
s(dH)  nicht  identisch  verschwindet,  so  folgt  aus  (34)  dd'co  =  0, 
d.  h.  die  Wurzel  g>  der  Gleichung  (32)  ist  eine  ganze  Function 
ersten  Grades;  dass  sie  zugleich  homogen  ist,  versteht  sich  von 
selbst,  weil  H^  öH  .  .  .  d''-^Hund  folglich  auch  w  gleichzeitig  mit 
den  Coordinaten  ht  verschwinden.     Setzt  man  nun 

—  =  09,,       G)  =   I,hG),,  (1) 

SO  ergiebt  sich  aus  (33),  dass 

^8h,G},  =  dca^l  (35) 

und 


(|f)  =  .(.^.. 


(36) 


ist.     Da  ferner  zufolge  (23) 


^l^dH,  =  HdS  =  0 


und 


s(dH,)  =  dH,  —  (DddH,  =  dH.  —  codh, 
ist,  so  folgt 

'dH\ 


0=:£(H)dS=  2  sf^^idH,) 
=  £{dH)  ^(D,{dH,  —  cod}H\ 


mithin 
also  auch 


oc?«  =  S  dH.Gi,,,  (3) 


«2=:2Siy.«,,  (2) 

wodurch  wir  rückwärts  zu  unseren  ursprünglichen  Annahmen  zu- 
rückgekehrt sind;  und  man  kann  auch  beweisen  —  worauf  wir  hier 
nicht  eingehen  wollen  —  dass  aus  den  Voraussetzungen  über  H 
die  Unahhängigkeit  der  n  Zahlen  w,  folgt. 

28* 
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Wir  fügen  diesen  Entwicklungen  endlich  noch  folgende  leicht 
zu  beweisende  Bemerkungen  hinzu.  Die  ausgeführte  Form  der 
Gleichung  (32)  oder  (6)  ist  folgende 

0  =  H-ÖH^  +  8^H^-  8^H  ^-|^  +  .  .  . ;      (37) 

es  ist  ferner 

H=nco^N(co),  (7) 

wo  das  Productzeichen  U  sich  auf  alle  n  Wurzeln  co  bezieht ;  eben- 
so findet  man  (wenn  man  in  (3)  d  durch  d'  ersetzt) 

H==(D(X)\  (8) 

wo 

C3'  =  d'ö  =  v^^ca,  (38) 

zu  03  adjungirt  ist,  und 

S=I,(X),     2r=2ö2,  (39) 

wo  die  Summenzeichen  sich  ebenfalls  auf  alle  n  Wurzeln  beziehen. 
Die  quadratische  Form  T  ist  charakteristisch  für  die  Anzahl  der 
reellen  Wurzeln;  bildet  man  ferner  die  Hesse'sche  Determinante 
des  Productes  H=  IIco^  so  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit 
(29)  die  Discriminante 

d'^  T  d^  T 

^(«1,  «2  .  .  .  «„)  =  1  ±  ^-r^  '  •  •  -^ry-,  (40) 


dhf  dhi  ' 


was  auch  umittelbar  aus  (39)  folgt. 


§.  160. 


Der  Inbegriff  aller  algebraischen  Zahlen  bildet  offenbar  eben- 
falls einen  Körper*).    Wir  wollen  nun,  indem  wir  unserem  eigent- 


*)  Dass  es  ausser  den  algebraischen  noch  andere,  sogenannte  transcen- 
dente  Zahlen  giebt,  ist  meines  Wissens  zuerst  von  Liouville  bewiesen  [Sur 
des  classes  tres-etendues  de  quantites  dont  la  valeur  n'est  ni  algehrique,  ni 
meme  reductihle  ä  des  irrationnelles  algebriques ;  Journ.  de  Math.  T.  XVI. 
1851).  Man  vermuthet,  dass  die  Ludolph'sche  Zahl  n  eine  solche  transcendente 
Zahl  ist;  allein  selbst  die  als  specieller  Fall  hierin  enthaltene  Behauptung, 
dass  die  Quadratur  des  Zirkels  unmöglich  sei,  ist  bis  auf  den  heutigen  Tag 
noch  nicht  erwiesen.  (Vergl.  Euler:  De  relatione  inter  ternas  pluresve 
q;uantitates  instituenda.    §.  10.     Opusc.  anal.  T.  II.  1785.) 
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liehen  Gegenstande  näher  treten,  eine  Zahl  a  eine  ganze  alge- 
hraische  Zahl  nennen,  wenn  sie  die  Wurzel  einer  Gleichung  ist, 
deren  Coefficienten  rationale  ganze  Zahlen  sind,  wobei  wir  ein-  für 
allemal  bemerken,  dass  wir  unter  den  Coefficienten  einer  Function 
mten  Grades 

F(x)  =  ex'"'  +  Cix"^-^  +  Co^x""-^  -f  •  •  •  +  c,„ 
oder  der  Gleichung  F(x)  =  0  stets  die  m  Quotienten 

verstehen.  Aus  dieser  Erklärung  folgt  zunächst,  dass  eine  rationale 
Zahl  stets  und  nur  dann  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist,  wenn 
sie  eine  ganze  Zahl  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  ist  (vergl. 
§.  5,  4.) ;  diese  Zahlen  wollen  wir  von  jetzt  ab  rationale  ganze 
Zahlen^  alle  algebraischen  ganzen  Zahlen  aber  kurz  ganze  Zahlen 
nennen.  Dieses  vorausgeschickt,  schreiten  wir  zum  Beweise  der 
folgenden  Fundamentalsätze. 

1.  Die  Summe  ^  die  Differenz  und  das  Product  zweier  ganzen 
Zahlen  oc^  ß  sind  wieder  ganze  Zahlen. 

Sind  a,  &  resp.  die  Grade  der  Gleichungen  (p  (a)  =  0,  i^  (ß)  =  0, 
deren  Coefficienten  rationale  ganze  Zahlen  sind,  und  bezeichnet 
man  mit  asj,  033  .  .  .  ««  die  sämmtlichen  a&Producte  von  der  Form 
a^'  ß^\  wo  a'  irgend  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  ...  (a —  1),  und  V  ir- 
gend eine  der  Zahlen  0,  1,  2  ...  (&  —  1)  bedeutet,  so  wird,  wenn 
03  =  «  -j-  |3,  oder  ==  a  —  ß^  oder  =  aß  ist,  jedes  der  n  Producte 
C3  G>i ,  G)C32  .  .  .  (0(Dn  mit  Zuzichung  der  Gleichungen  g?  («)  =  0, 
^(ß)  =  0  auf  die  Form  ri  oji  -|-  ^2  «2  +  *  •  •  +  ^n  f^n  gebracht  wer- 
den können,  wo  ri,  rg  .  .  .  r^  rationale  ganze  Zahlen  sind.  Elimi- 
nirt  man  die  n  Grössen  toj,  02  •  .  •  ««  aus  diesen  n  Gleichungen, 
so  ergiebt  sich  für  o  eine  Gleichung  vom  wten  Grade  (wie  (6)  in 
§.  159),  deren  Coefficienten  rationale  ganze  Zahlen  sind,  was  zu 
beweisen  war  (vergl.  §.  139). 

2.  Die  ganze  Zahl  a  heisst  theilhar  durch  die  ganze  Zahl  /3, 
oder  ein  Multiplum  von  /3,  wenn  der  Quotient  a :  ß  ebenfalls  eine 
ganze  Zahl  ist;  umgekehrt  heisst  ß  ein  Divisor  oder  Theiler  von 
a  (vergl.  §.  3).  Ebenso  setzen  wir  a  ^  ß  (mod.  y) ,  wenn  a~ ß 
durch  7  theilbar  ist,  und  nennen  a,  ß  congruent  nach  dem  Modul  y 
(vergl.  §.  17).  Man  erkennt  sofort  (zufolge  1.),  dass  die  Sätze  des 
§.  3  und  auch  die  des  §.17  (mit  vorläufiger  Ausnahme  von  6.  und 
8.;  vergl.  §.  164,  3.)  ihre  Gültigkeit  behalten. 
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3.  Jede  Wursel  co  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  ganze 
Zahlen  sind,  ist  ehen/aUs  eine  ganze  Zahl. 

Ist  CD  die  Wurzel  einer  Gleichung  mten  Grades  F(g))  =  0, 
deren  Coefficienten  a,  ß  .  .  .  ganze  Zahlen  sind,  sind  ferner  a,h ... 
resp.  die  Grade  der  mit  rationalen  ganzen  Coefficienten  behafteten 
Gleichungen  (p(a)  =  0,  ilj(ß)  =  0  .  .  .,  so  führe  man  die  sämmt- 
lichen  mah  .  .  .  Producte  Oi,  «2  .  .  .  «„  von  der  Form  co"'' ««' /3^' . . . 
ein,  wo  die  ganzen  rationalen  Exponenten  den  Bedingungen 
0  ^  m'  <  m,  0  ^  a'  <  a,  0  ^  &'  <  &  .  .  .  genügen ;  dann  lässt  sich 
vermöge  der  Gleichungen  ^(aj)  =  0,  g)(«)  =  0,  t^(/3)  =  0  .  .  . 
jedes  der  n  Producte  ««i,  cöCl>2  .  .  •  «oj^  wieder  in  die  Form 
TiOi-\- r 2  0D2 -{■•''  -\-  rnCOn  bringen,  wo  ^1,^2  .  .  .  r„  rationale  ganze 
Zahlen  bedeuten,  und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  des 
Satzes. 

Ist  daher  z.  ß.  a  eine  ganze  Zahl,  und  r  eine  beliebige  (ganze 
oder  gebrochene)  positive  rationale  Zahl,  so  ist  auch  a^  eine  ganze 
Zahl  (vergl.  §.  5,  4.). 

4.  Bekanntlich  lassen  sich  die  Begriffe  der  Theilbarkeit  und 
des  Vielfachen  von  den  ganzen  rationalen  Zahlen  unmittelbar  auf  die 
ganzen  rationalen  Functionen  übertragen,  und  es  giebt  einen  Algo- 
rithmus zur  Auffindung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors 
(p  (x)  zweier  gegebenen  Functionen  F{x),f{x),  welcher  demjenigen 
der  Zahlentheorie  (§.  4)  vollständig  analog  ist.  Sind  die  Coeffi- 
cienten von  F{x)  und/(iK;)  sämmtlich  in  einem  Körp er  J^  enthalten, 
so  werden  auch  die  Coefficienten  von  (p{x)  Zahlen  des  Körpers  K 
sein,  weil  sie  durch  Addition,  Multiplication ,  Subtraction  und  Di- 
vision aus  den  Coefficienten  von  F{x)  und/(^)  entstehen.  Hier- 
aus folgt  leicht,  dass,  wenn  a  die  Wurzel  einer  solchen  Gleichung 
F{a)  =  0  ist,  deren  Coefficienten  Zahlen  des  Körpers  K  sind,  noth- 
wendig  auch  eine  solche  Gleichung  g)  («)  =  0  von  niedrigstem 
Grade  existiren  muss,  welche  irreductibel  in  K  heissen  soll  und 
welche  offenbar  keine  anderen  Wurzeln  besitzen  kann  als  die 
Gleichung  F{a)  =  0.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Ist  a  eine  ganze  Zahl,  und  K  ein  bestimmter  Körper ,  so  sind 
alle  Coefficienten  der  in  K  irreductibelen  Gleichung  cp(a)  =  0 
ganze  Zahlen. 

Denn  weil  a  eine  ganze  Zahl,  also  die  Wurzel  einer  Gleichung 
F(a)  =  0  ist,  deren  Coefficienten  rationale  ganze  Zahlen  und  folg- 
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lieh  auch  Zahlen  des  Körpers  K  sind  (§.  159),  so  kann  die  in  K 
irreductibele  Gleichung  cp{a)  =  0,  welcher  a  genügt,  nur  ganze 
Zahlen  zu  Wurzeln  haben;  da  aber  die  Coefficienten  einer  Gleichung 
durch  Addition  und  Multiplication  aus  ihren  Wurzeln  entstehen, 
so  sind  (zufolge  1.)  auch  die  Coefficienten  der  Gleichung  (p(a)  =0 
ganze  Zahlen,  was  zu  beweisen  war. 

Der  einfachste  Fall,  in  welchem  K  der  Körper  der  rationalen 
Zahlen  ist,  findet  sich  bei  Gauss*). 

5.  Ist  Q  irgend  eine  algebraische  Zahl,  so  gieht  es  immer  un- 
endlich viele  (von  Null  verschiedene)  rationale  ganse  Zahlen  h  von 
der  Beschaffenheit^  dass  h  q  eine  ganze  Zahl  ivird ,  und  zivar  stim- 
men diese  sämmtlichen  Zahlen  h  mit  den  sämmtlichen  rationalen 
Vielfachen  der  Ideinsten  unter  ihnen  üherein. 

Da  (>  eine  algebraische  Zahl,  also  die  Wurzel  einer  Gleichung 
von  der  Form 

CQ^  +  Ci^^-1  -h  C^Q^"^-^  +  .  .  .   +  C,^  =  0 

ist,  wo  c,  Ci,  ^2  ...  Cm  rationale  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  er- 
giebt  sich  durch  Multiplication  mit  c'"-i,  dass  cq  eine  ganze  Zahl 
ist.  Sind  ferner  ag^hQ  ganze  Zahlen,  wo  a,  5  rationale  ganze 
Zahlen  bedeuten,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  =  h 
ist,  so  folgt  leicht  (aus  1.  und  §.  4),  dass  auch  hQ  eine  ganze  Zahl 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  zu  beweisende  Satz. 

6.  Versteht  man  unter  einer  Einheit  eine  ganze  Zahl  a,  welche 
in  allen  ganzen  Zahlen  aufgeht,  so  ist  zunächst  erforderlich,  dass 
sie  auch  in  1  aufgeht,  dass  also  1  =  ££',  und  s'  eine  ganze  Zahl 
ist;  wenn  nun 

gm  ^  cj  ^m-1  _|_  .  .  .  _|_  c^^  —  0 

die  im  Körper  der  rationalen  Zahlen  irreductibele  Gleichung  ist, 
welcher  e  genügt,  so  muss  (zufolge  4.)  c,n  =  ±  1  sein,  weil  e'  der 
ebenfalls  irreductibelen  Gleichung 

genügt;  umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  geht  £  in  1  und  folglich 
in  allen  ganzen  Zahlen  auf,  ist  also  eine  Einheit.  Die  Anzahl  der 
Einheiten  ist  offenbar  unbegrenzt. 

Ist  a  theilbar  durch  a',  und  sind  f ,  a'  irgend  welche  Einheiten, 
so  ist  offenbar  auch  ea  durch  s' a'  theilbar;  hinsichtlich  der  Theil- 
barkeit  verhalten  sich  daher  alle  Zahlen  £«,  welche  den  sämmt- 


*)  D.  A.  art.  42. 
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liehen  Einheiten  s  entsprechen,  genau  wie  a.  Zwei  ganze  Zahlen, 
deren  Quotient  keine  Einheit  ist,  wollen  wir  wesentlich  verschieden 
nennen. 

7.  Will  man  nun  den  Begriff  der  Primzahl  so  fassen,  dass  sie 
ausser  sich  seihst  und  den  Einheiten  keine  wesentlich  verschiedene 
Theiler  besitzt  und  auch  seihst  keine  Einheit  ist,  so  erkennt  man 
sofort,  dass  gar  keine  solche  Zahl  existirt;  ist  nämlich  a  eine  ganze 
Zahl,  aber  keine  Einheit,  so  besitzt  sie  immer  unendlich  viele 
wesentlich  verschiedene  Divisoren,  z.  B.  die  Zahlen  V«,  ^cc, 
Va  u.  s.  f.,  welche  (zufolge  3.)  ganze  Zahlen  sind. 

Dagegen  lässt  sich  der  Begriff  von  relativen  Primzahlen  voll- 
ständig definiren,  und  diese  Frage  wird  uns  überhaupt  auf  den 
richtigen  Weg  leiten,  welcher  bei  den  ferneren  Untersuchungen 
einzuschlagen  ist.  Da  von  einem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
zweier  ganzen  Zahlen  vorläufig  (vergl.  §.  164,  3.)  nicht  gesprochen 
werden  kann,  so  ist  es  auch  unmöglich,  die  Definition  von  relativen 
Primzahlen  so  zu  fassen,  wie  sie  in  der  Theorie  der  rationalen 
Zahlen  aufgestellt  wird  (§.  5) ;  aber  aus  dieser  Definition  ergaben 
sich  mehrere  Sätze,  deren  jeder  umgekehrt  das  Verhalten  zweier 
relativen  Primzahlen  vollständig  charakterisirt,  ohne  die  Kennt- 
niss  ihrer  sämmtlichen  Divisoren  vorauszusetzen.  Ein  solcher  Satz 
ist  z.  B.  der  folgende  (§.  7):  Sind  a,  h  relative  Primzahlen,  so  ist 
jede  durch  a  und  h  theilbare  Zahl  auch  durch  ab  theilbar.  Dieser 
Satz  lässt  sich  in  der  That  umkehren:  Ist  jede  durch  a  und  h 
theilbare  Zahl  auch  durch  ah  theilbar,  so  sind  a,  h  relative  Pritn- 
zahlen.  Hätten  nämlich  die  beiden  Zahlen  a  =  ha\  h  ==  hh'  einen 
gemeinschaftlichen  Theiler  h  >  1,  so  wäre  ha'b'  eine  durch  a  und 
&,  aber  nicht  durch  ah  theilbare  Zahl. 

Diese  Betrachtung  veranlasst  uns,  folgende  für  das  Gebiet  aller 
ganzen  algebraischen  Zahlen  gültige  Erklärung  aufzustellen : 

Zwei  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen  a,  ß  heissen  relative 
Primzahlen^  wenn  jede  durch  a  und  ß  theilhare  Zahl  auch  durch 
aß  theilhar  ist. 

Vor  Allem  bemerken  wir,  dass  zwei  relative  Primzahlen  im 
alten  Sinne  des  Wortes,  d.  h.  zwei  rationale  ganze  Zahlen  a,  &,  deren 
grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  =  1  ist,  auch  im  neuen  Sinne 
relative  Primzahlen  bleiben;  ist  nämlich  eine  ganze  algebraische 
Zahl  y  theilbar  durch  a  und  &,  so  ist  der  Quotient  q  =  y:ah  eine 
algebraische  Zahl  der  Art,  dass  aQ  und  hg  ganze  Zahlen  sind;  mit- 
hin muss  (zufolge  5.)  auch  q  eine  ganze  Zahl,  also  y  theilbar  durch 


Composition  der  Formen.  ^  441 

ah  sein,  was  zu  beweisen  war.  Dass  ferner  umgekehrt  zwei  rela- 
tive Primzahlen  im  neuen  Sinne  des  Wortes,  welche  zugleich  ra- 
tional sind,  auch  relative  Primzahlen  im  alten  Sinne  sind,  versteht 
sich  zufolge  der  der  neuen  Erklärung  vorausgeschickten  Erörterung 
von  selbst. 

Wir  nennen  ferner  die  ganzen  Zahlen  a,  j3,  y,  d\  .  .  kurz  rela- 
tive Primzahlen,  wenn  jede  von  ihnen  relative  Primzahl  zu  jeder  der 
andern  ist  (vergl.  §.  6);  ist  dann  eine  ganze  Zahl  a  durch  jede  von 
ihnen  theilbar,  so  ist  sie  auch  durch  ihr  Product  theilbar  (vergl. 
§.  7),  weil,  wie  man  leicht  findet,  auch  der  folgende  Satz  (§.  5,  3.) 
seine  Gültigkeit  behält:  Ist  jede  der  Zahlen  «',  /3',  y'  .  .  .  relative 
Primzahl  zu  jeder  der  Zahlen  a",  ß",  y",  d"  .  .  .,  so  sind  auch  die 
Producte  a'ß'y'  .  .  .  und  a"  ß"y"ö"  .  .  .  relative  Primzahlen  und 
umgekehrt. 

Aber  wie  soll  man  definitiv  entscheiden,  ob  zwei  gegebene 
ganze  Zahlen  of,  ß  relative  Primzahlen  sind?  Man  könnte  ver- 
suchen, folgenden  Weg  einzuschlagen.  Da  a-i  und  ß-^  algebrai- 
sche Zahlen  sind,  so  giebt  es  (zufolge  5.)  immer  zwei  kleinste  po- 
sitive ganze  rationale  Zahlen  a,  h  von  der  Art,  dass  aa—^  und  hß~^ 
ganze  Zahlen,  d.  h.  dass  a,  h  resp.  durch  a,  ß  theilbar  werden; 
zeigt  sich  nun,  dass  a,  h  relative  Primzahlen  sind,  so  sind  auch  «,  ß 
gewiss  relative  Primzahlen.  Aber  man  muss  sich  hüten  zu  glauben, 
dass  auch  das  Umgekehrte  Stalt  findet,  dass  also  die  Meinsten  ra- 
tionalen Multipla  a,  h  von  zwei  relativen  Primzahlen  «,  ß  noth- 
wendig  selbst  relative  Primzahlen  sein  müssen.  So  z.  B.  sind  in 
der  That  die  beiden  conjugirten  Zahlen  a  =  2  -f  ^  und  /3  ==  2  —  i 
relative  Primzahlen,  und  doch  ist  a  =  5  =  5.  Eine  wesentliche 
Reduction  unserer  Aufgabe  wird  aber  durch  den  folgenden  Satz 
bewirkt : 

Wenn  zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  sich  in  einem  Körper  Z",  dem 
sie  seihst  angehören^  als  relative  Primzahlen  hewähren^  d.  h.  wenn 
jede  durch  a  und  ß  theilhare  Zahl  des  Körpers  K  auch  durch  aß 
theilbar  ist;  so  sind  a,  ß  wirklich  relative  Primzahlen. 

Ist  nämlich  o?  irgend  eine  durch  a  und  durch  ß  theilbare 
ganze  Zahl,  und  ist 

die  in  K  irreductibele  Gleichung,  welcher  tö  genügt,  so  sind  (zufolge 
4.)  die  Zahlen  yi,  y2  -  -  -  ym  ganze  Zahlen  des  Körpers  K]  da  ferner 
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die  ganzen  Zahlen  «'  =  cj.a  und.  ß'  =  o:  ß  resp.  den  in  K  irre- 
ductibelen  Gleichungen 

(aa'y-  +  n  (aw')— ^  + \- r,n  =  0 

genügen,  so  sind  (zufolge  4.)  auch  die  Quotienten  y^ '  ^'^  und  y„  :  /3« 
ganze  Zahlen  des  Körpers  K\  da  ferner  nach  Voraussetzung  jede 
durch  ß  und  ß  theilbare  Zahl  des  Körpers X  auch  durch  aß  theil- 
bar  ist,  so  ergiebt  sich  leicht,  dassauch  jede  durch  «'*  und  /3«  theil- 
bare Zahly^j  des  Körpers  K  durch  cc"/3^  theilbar,  also  von  der  Form 
K^ß^y'n  ist,  wo  y'n  eine  ganze  Zahl  bedeutet;  setzt  man  nun  co  = 
aßG)\  so  genügt  oa'  der  Gleichung 

deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind;  mithin  ist  co'  (zufolge  3.) 
eine  ganze  Zahl,  d.  h.  cj  ist  auch  theilbar  durch  a/3,  was  zu  be- 
weisen war. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  man,  um  das  gegenseitige  Verhalten 
zweier  ganzen  Zahlen  «,  ß  zu  untersuchen,  nur  den  kleinsten  Kör- 
per K  zu  bilden  braucht,  welchem  sie  beide  angehören ;  und  dieser 
Körper  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  immer  von  der  im  vorigen  Pa- 
ragraphen betrachteten  Beschaffenheit. 


§.  161. 

Um  den  späteren  Verlauf  der  Darstellung  nicht  zu  unter- 
brechen, schalten  wir  hier  eine  sehr  allgemeine  Betrachtung  ein, 
welche  für  die  nachfolgenden,  sowie  für  viele  andere,  unserem  Ge- 
genstande fremde  Untersuchungen  von  grossem  Nutzen  ist. 

1.  Ein  System  a  von  reellen  oder  complexen  Zahlen  «,  deren 
Summen  und  Differenzen  demselben  System  a  angehören,  soll  ein 
Modul  heissen;  wenn  die  Differenz  zweier  Zahlen  co^  cd'  in  a  ent- 
halten ist,  so  wollen  wir  sie  congruent  nach  a  nennen  und  dies 
durch  die  Congruenz 

G)  ^  co'  (mod.  a) 
andeuten.    Solche  Congruenzen  können  addirt,  subtrahirt  und  folg- 
lich auch  mit  beliebigen  ganzen  rationalen  Zahlen  multiplicirt  wer- 
den, wie  Gleichungen.    Da  je  zwei  einer  dritten  congruente  Zahlen 
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auch  einander  congruent  sind,  so  kann  man  alle  existirenden  Zahlen 
in  Classen(mod.a)  eintheilen,  indem  man  je  zwei  congruente  Zahlen 
in  dieselbe  Classe,  je  zwei  incongruente  in  zwei  verschiedene  Classen 
aufnimmt. 

2.  Wenn  alle  Zahlen  eines  Moduls  a  auch  Zahlen  eines  Moduls 
b  sind,  so  heisse  a  ein  Vielfaches  von  b,  und  b  ein  Theüer  von  a; 
oder  wir  sagen  auch,  b  gehe  in  a  auf,  a  sei  theilbar  durch  b.  Aus 
jeder  Congruenz  co  ^  co'  (mod.  a)  folgt  auch  cj  ^  a'  (mod.  b). 
Offenbar  besteht  b  aus  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl 
von  Classen  (mod.  a). 

Sind  a,  b  irgend  zwei  Moduln,  so  bilden  alle  die  Zahlen,  welche 
gleichzeitig  in  a  und  in  b  enthalten  sind,  das  Meinste  gemeinschaft- 
liche Vielfache  m  von  a  und  b,  weil  jedes  gemeinschaftliche  Viel- 
fache von  a  und  b  auch  durch  den  Modul  m  theilbar  ist.  Durch- 
läuft a  alle  Zahlen  des  Moduls  a,  ß  alle  Zahlen  des  Moduls  b,  so 
bilden  die  Zahlen  a  -{-  ß  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
von  a  und  b,  weil  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  b  auch 
in  dem  Modul  b  aufgeht. 

3.  Sind  «1,  (x)2  .  .  .  cDn  gegebene  Zahlen,  so  bilden  alle  Zahlen 
von  der  Form 

CO  =  hi(x)i-}-h2G)2+    '  '   '    -{-hnG)n,  (1) 

wo  7^1,  7^2  •  •  •  hn  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchlaufen,  einen 
endlichen  Modul  o,  und  wir  wollen  den  Complex  der  n  Zahlen 
«i,  «2  .  .  •  «w,  mögen  sie  abhängig  oder  unabhängig  von  einander 
sein,  eine  Basis  des  Moduls  o  nennen.  Dann  besteht  folgender  Satz : 

Wenn  alle  Zahlen  co  eines  endlichen  3Ioduls  o  durch  Multi- 
plication  mit  rationalen,  von  Null  verschiedenen  Zahlen  in  Zahlen 
eines  Moduls  m  verwandelt  werden  können,  so  entMlt  o  nur  eine 
endliche  Anzahl  incongruenter  Zahlen  (mod.  m). 

Da  es  nämlich  n  rationale,  von  Null  verschiedene  Zahlen  ri, 
1*2 .. .  rn  der  Art  giebt,  dass  die  Producte  rj  «i,  ^2  «2 . . . TnCOn  in  m  ent- 
halten sind,  so  giebt  es  auch  eine  ganze  rationale,  von  Null  verschie- 
dene Zahl  s  der  Art,  dass  alle  Producte  scj^O  (mod.  m)  sind.  Lässt 
man  daher  jede  der  n  ganzen  rationalen  Zahlen  7^J,  7^2  •  •  •  hn  ein 
vollständiges  Restsystem  (mod.  s)  durchlaufen,  so  entstehen  s^  Zahlen 
ö  von  der  Form  (1),  und  jede  Zahl  des  Moduls  0  ist  wenigstens  einer 
derselben  congruent  (mod.  m) ;  mithin  ist  die  Anzahl  der  in  0  ent- 
haltenen, nach  m  incongruenten  Zahlen  höchstens  =  s",  was  zu 
beweisen  war. 
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Allein  es  ist  wichtig,  die  Anzahl  dieser  incongruenten  Zahlen 
genau  zu  hestimmen.  Zu  diesem  Zweck  betrachten  wir  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  a  der  beiden  Moduln  d  und  m;  da  je 
zwei  nach  m  congruente  Zahlen  oj,  cd'  des  Modul  o  auch  nach  a  con- 
gruent  sind,  und  umgekehrt,  so  ist  unsere  Aufgabe  die,  die  An- 
zahl der  Classen  (mod.  a)  zu  bestimmen,  aus  welchen  o. besteht. 
Wir  suchen  daher  zunächst  die  allgemeine  Form  aller  in  a  ent- 
haltenen Zahlen 

«  =  ÄJi  «1  -f  fe  »2  4-  •  •  •  +  ^«c^n  (2) 

aufzustellen,  wo  i^i,  ^2  •  .  •  ^«  jedenfalls  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten. Ist  nun  r  ein  bestimmter  Index  aus  der  Reihe  1,  2  ...  w, 
so  giebt  es  unter  allen  den  Zahlen  a=^Qri  in  welchen  ^^+1  =  0, 
?b^^2  =  0  .  .  .  ^„  =  0  ist,  auch  solche,  in  denen  ^^  von  Null  ver- 
schieden ist  (z.  B.  s  cö^),  und  unter  diesen  sei 

ar  =  a5^>c9i  -f  4^)cD2  +  .  .  .  4-  a^')G)^  (3) 

eine  solche,  in  welcher  Tcr  den  Tdeinsten  positiven  Werth  a^j^  besitzt. 
Dann  leuchtet  ein,  dass  der  Werth  von  /r,.  in  jeder  Zahl  Ör  durch 
a^^^  theilbar,  also  von  der  Form  ajT^^r  ist,  wo  Xr  eine  ganze  ratio- 
nale Zahl  bedeutet,  und  dass  folglich  6r — XyCCr  =  6r-i  eine  Zahl 
a  ist,  in  welcher  Icr,  Tcr+i  .  .  .  Icn  verschwinden.  Hieraus  folgt  sofort, 
dass,  nachdem  man  für  jeden  Index  r  eine  solche  particuläre  Zahl 
ccr  des  Moduls  a  aufgestellt  hat*),  jede  Zahl  a  gewiss  in  die  Form 

Oi  =  XiCii   -]-  X2CC2  -\-    •   •   •    -j-  Xndn  (4) 

gebracht  werden  kann,  wo  Xi^  X2  .  .  .  Xn  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten ,  aus  welchen  die  in  der  Form  (2)  vorkommenden  Zahlen 
^1,  fe  .  .  .  hn  durch  die  Gleichungen 

\  =  a(;^x^  +  <+'^^,+i  H +  <"^^.  (5) 

abgeleitet  werden;  und  umgekehrt  sind  alle  Zahlen  a  von  der  Form 
(4)  in  a  enthalten. 

Ist  nun  eine  Zahl  o  von  der  Form  (1)  gegeben,  sind  also  ki, 
712  ...  hn  gegebene  rationale  ganze  Zahlen,  so  sind  alle  Zahlen  a' 
des  Moduls  0,  welche  ihr  nach  m  congruent  sind,  welche  also  eine 
Classe  (mod.  a)  bilden,  von  der  Form 

cd'  —  c3  -^  a  =  h'iCOi  -\-  h2Ci)2  -\-  '  '  •  +  K^On^  (6) 


*)  Das  System  dieser  n  particulären  Zahlen  wird  ein  vollständig  be- 
stimmtes,  wenn  man  die  Bedingung  hinzufügt,  dass  0  ^  a^^'^  <  a^^^  sein 
soll,  wenn  r'  ^  r  ist. 
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wo  zufolge  (5) 

r  r    *       r       r     ^       r  r+1     '  '        r       « 

ist,  und  hieraus  folgt,  dass  man  successive  die  willkürlichen  ratio- 
nalen ganzen  Zahlen  Xn-,  Xn—i  ...  ^2,  ^1  stets  und  nur  auf  eine  ein- 
zige Art  so  bestimmen  kann,  dass  die  n  Zahlen  h'r  den  Bedingungen 

0^K<  aW  (7) 

genügen.  In  jeder  Classe  existirt  daher  ein  und  nur  ein  Reprä- 
sentant co'  von  der  Form  (6) ,  welcher  diesen  Bedingungen  (7)  ge- 
nügt ;  mithin  ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  (mod.  a), 
aus  welchen  der  Modul  0  besteht,  gleich  demProducte  a[a'^  ...  a^^\ 
d.  h.  gleich  der  Determinante  des  Coefficientensystems  in  den  n 
particulären  Zahlen  ccr  von  der  Form  (3),  welche  eine  Basis  von  a 
bilden*). 


§.  162. 

Wir  beschränken  uns  von  jetzt  an  auf  die  Untersuchung  der 
ganzen  Zahlen,  welche  in  einem  endlichen  Körper  »ß  [(§.  159)  ent- 
halten sind. 

1.  Da  jede  algebraische  Zahl  (zufolge  §.  160,  5.)  durch  Mul- 
tiplication  mit  einer  rationalen  ganzen  von  Null  verschiedenen  Zahl 
in  eine  ganze  Zahl  verwandelt  werden  kann ,  so  dürfen  wir  an- 
nehmen, dass  die  Zahlen  C3i,  (»2  •  .  •  CJ«,  welche  eine  Basis  des 
Körpers  Sl  bilden,  sämmtlich  gan^e  Zahlen  sind,  und  es  wird  dann 
(zufolge  §.  160,  1.)  jede  Zahl 

03  =  ^hi,(o,  (1) 

gewiss  eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  ihre  Coordinaten  \  rationale 
ganze  Zahlen  sind;  aber  dies  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  um- 
kehren, d.  h.  es  kann  co  sehr  wohl  eine  ganze  Zahl  sein,  auch  wenn 
ihre  Coordinaten   theilweise  oder    sämmtlich  gebrochene    Zahlen 


*)  Die  weitere  Entwicklung  der  allgemeinen  Theorie  der  Moduln  würde 
uns  hier  zu  weit  führen  (vergl.  §.  163) ;  wir  erwähnen  nur  noch  folgenden 
Satz :  Sind  die  Basiszahlen  eines  endlichen  Moduls  von  einander  abhängig, 
so  giebt  es  immer  eine  aus  unabhängigen  Zahlen  bestehende  Basis  desselben 
Moduls.  Die  eleganteste  Methode,  die  neue  Basis  aufzufinden,  besteht  in  einer 
Verallgemeinerung  der  von  Gauss  angewandten  Behandlung  der  partialen 
Determinanten  (D.  A.  artt.  234,  236,  279). 
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sind.  Dies  ist  einer  der  wichtigsten  Puncte  der  Theorie  und  muss 
deshalb  vor  Allem  aufgeklärt  werden. 

Wir  schicken  zunächst  die  einleuchtende  Bemerkung  voraus, 
dass  die  Discriminante  (§.  159,  (10))  eines  jeden  Systems  von  n 
unabhängigen  ganzen  Zahlen  gewiss  eine  von  Null  verschiedene 
rationale  und  zwar  ganze  Zahl  ist,  weil  sie  durch  Addition,  Sub- 
traction  und  Multiplication  aus  lauter  ganzen  Zahlen  gebildet  ist. 
Giebt  es  nun  wirklich  in  ii  eine  ganze  Zahl 

ß^V^  (2) 

wo  s,  Ä^i,  k,  .  .  .  Ivn  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  bedeuten,  deren  erste  s  >  1  ist,  so  behaupten  wir,  dass 
s2  in  der  Discriminante  z/(ci)i,  »2  •  •  •  «»)  aufgeht,  und  dass  man 
eine  neue  Basis  von  ganzen  Zahlen  ß\^  ßi  .  .  .  ßn  aufstellen  kann, 
deren  Discriminante  absolut  genommen  <  z/  (oi,  co^  .  .  .  o^)  ist. 

Um  dies  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  mit  m  den  aus  allen 
durch  s  theilbaren  ganzen  Zahlen  bestehenden  Modul ,  ebenso  mit 
0  das  System  aller  Zahlen  w  von  der  Form  (1),  deren  Coordinaten 
ht,  ganze  Zahlen  sind;  da  jedes  Product  so  eine  Zahl  des  Moduls  m 
ist,  so  können  wir  die  allgemeine  Untersuchung  des  vorigen  Para- 
graphen auf  unsern  Fall  anwenden.  Alle  durch  s  theilbaren  Zah- 
len «  des  Systems  o  sind  daher  von  der  Form 

a  =  ^x,cc^  =  s  S^^A, 

wo  die  n  Zahlen  a^  ^=  sß^  particuläre  Zahlen  a ,  also  die  ß^  ganze 
Zahlen  des  Körpers  ü,  und  die  w^  willkürliche  rationale  ganze 
Zahlen  bedeuten. 

Da  nun  alle  Zahlen  s  o  auch  solche  Zahlen  a  sind,  so  kann  man 

C3r=l  b^pß,.       ^(«1,   CO,...   6,)   =  &2z/(/3„  ft   .   .  .  ßn) 

setzen,  wo  die  Coefficienten  U^^  rationale  ganze  Zahlen  sind,  und  h 
die  aus  ihnen  gebildete  Determinante  bedeutet;  durch  Umkehrung 
ergiebt  sich,  dass  die  n  Producte  hß^^  mithin  auch  alle  Quotienten 
ha:s  Zahlen  des  Systems  o  sind. 

Wenden  wir  dies  Kesultat  auf  die  obige  Voraussetzung  (2)  an, 
dass  die  Zahl  ß  eine  ganze  Zahl,  ihr  Zähler  2  ^^^^  also  eine  Zahl 
oc  ist,  obgleich  die  Zahlen  s,  ^i,  h,  .  .  .  %i  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  so  folgt  unmittelbar,  dass  h  durch  s  tlieilhar  ist,  wo- 
durch zugleich  die  obigen  Behauptungen  erwiesen  sind. 
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Da  nun  die  Discriminante  eines  jeden  Systems  von  n  unab- 
hängigen ganzen  Zahlen  des  Körpers  iß  eine  von  Null  verschie- 
dene ganze  rationale  Zahl  ist,  so  giebt  es  unter  allen  diesen  Dis- 
criminanten  eine  solche,  deren  Werth  —  abgesehen  vom  Vorzeichen 
—  ein  Minimum  ist,  und  aus  der  vorstehenden  Untersuchung 
folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  eine  Basis  aus  solchen  ganzen  Zahlen 
«1,  «2  .  .  .  cjn  besteht,  deren  Discriminante  diesen  Minimumwerth 
besitzt,  die  entsprechenden  Coordinaten  7^^  einer  jeden  ^a^^e^^Zahl 
cj  des  Körpers  nothwendig  gan^e  rationale  Zahlen  sein  müssen. 
Eine  solche  Basis  coi,cö2  ...  <»«  wollen  wir  eine  Grundreihe  des  Kör- 
pers Sl  nennen;  aus  ihr  ergeben  sich  alle  anderen  Grundreihen 
desselben  Körpers,  wenn  man  n  ganze  Zahlen  a  von  der  Form  (1) 
so  wählt,  dass  die  aus  den  n^  zugehörigen  Coordinaten  gebildete 
Determinante  =  +  1  wird. 

Die  wichtigste  Kolle  spielt  aber  die  Minimaldiscriminante  selbst, 
sowohl  hinsichtlich  der  inneren*)  Constitution  des  Körpers  iß,  als 
auch  hinsichtlich  seiner  Verwandtschaft  mit  anderen  Körpern  **) ; 
wir  wollen  daher  diese  positive  oder  negative  ganze  rationale  Zahl 
die  Grundmhl  oder  die  Discriminante  des  Körjpers  Sl  nennen  und 
mit  z/  (iß)  bezeichnen ;  sie  ist  offenbar  zugleich  die  Grundzahl  eines 
jeden  mit  Sl  conjugirten  Körpers. 

Die  Zahlen  eines  quadratischen  Körpers  sind  z.B.  von  der  Form 
t  -[-  u  VD,  wo  ^,  u  alle  rationalen  Zahlen  durchlaufen ,  und  D  eine 
ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  welche  kein  Quadrat  und  auch  durch 
kein  Quadrat  ausser  1  theilbar  ist.  Ist  D  ^  1  (mod.  4),  so  bilden 
die  Zahlen  1  und  |(1  +  VD)  eine  Grundreihe  des  Körpers ,  und 
seine  Grundzahl  ist  =  Z);  ist  dagegen  D  ^  2  oder  ^  3  (mod.  4), 
so  bilden  die  Zahlen  1  und  VD  eine  Grundreihe  des  Körpers,  und 
seine  Grundzahl  ist  =  4:1). 


*)  Vergl.  KronecJcer:    lieber  die  algebraisch  auflösbaren   Gleichungen 
(Monatsbericht  der  Berliner  Ak.  14.  April  1856). 

**)  Die  erste  Spur  dieser  Beziehungen  hat  sich  bei  einer  schönen  Unter- 
suchung von  KronecJcer  gezeigt  {Memoire  sur  les  facteurs  irreductiUes  de 
Vexpression  x^  —  1;  Journ.  de  Math.,  p.  p.  Liouville;  T.  XIX.  1854).  Um 
den  Charakter  dieser  Gesetze,  deren  Entwicklung  ich  mir  auf  eine  andere 
Gelegenheit  verspare,  näher  anzudeuten,  führe  ich  nur  das  einfachste  Bei- 
spiel an :  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  zweier  von  einander  ver- 
schiedenen quadratischen  Körper  A,  B  ist  ein  biquadratischer  Körper  Tf,  der 
noch  einen  dritten  quadratischen  Körper  C  zum  Divisor  hat;  die  Grundzahl 
von  K  ist  gleich  dem  Product  aus  den  Grundzahlen  von  A,  B,  C,  und  zwar 
eine  Quadratzahl. 
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Ist  ferner  0  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  Ö'"  =  1 
(§.  139),  wo  m  >  2,  so  bilden  die  Zahlen  1,  ö,  ö^  .  .  .  ö^-i  die 
Grundreihe  eines  Körpers  vom  Grade  n=(p  (m),  dessen  Grundzahl 


/      m|/— 1      Y 

(   a—l  6—1   c—1  I 

Kvayb  yc.J 


ist,  wo  a,  6,  c  .  .  .  alle  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Primzahlen 
bedeuten.  Ist  m  =z  S  (oder  =  6),  so  ist  dieser  Körper  ein  qua- 
dratischer, seine  Grundzahl  =  —  3;  ist  m  =  4,  so  ist  die  Grund- 
zahl des  quadratischen  Körpers  =  —  4. 

2.  Aus  den  vorstehenden  Principien  ergiebt  sich  leicht  der 
folgende  Fundamentalsatz : 

Ist  ^  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  des  Körpers  ß,  so 
ist  die  Anzahl  der  nach  dem  Modul  ^'  incongruenten  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  gleich  dem  absoluten  Werth  der  Norm  des  Moduls  ^. 

Es  sei  m  das  System  aller  durch  ^  theilbaren  ganzen  Zahlen 
(welche  sich  durch  Addition  und  Subtraction  reproduciren) ,  und  o 
das  System  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  ß ,  d.  h.  aller  Zahlen 
ca  von  der  Form(l),  wo  die  Zahlen  «^  eine  Grundreihe  des  Körpers 
bilden,  und  die  Coordinaten  h^  beliebige  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten; da  jeder  Quotient  coiii  (zufolge  §.  160,  5.)  durch  Multi- 
plication  mit  einer  von  Null  verschiedenen  ganzen  rationalen  Zahl 
in  eine  ganze  Zahl  verwandelt  werden  kann,  so  ist  die  Unter- 
suchung des  vorigen  Paragraphen  auf  unsern  Fall  anwendbar. 
Mithin  sind  alle  durch  ft  theilbaren  Zahlen  a  des  Systems  o  von 
der  Form 

wo  die  n  Zahlen  «^  =  ^ß^  particuläre  Zahlen  a  bedeuten,  also  die 
Zahlen  ß^  in  o  enthalten  sind,  und  die  Grössen  x^  alle  rationalen 
ganzen  Zahlwerthe  annehmen  dürfen;  die  Anzahl  der  Classen, 
in  welche  das  System  o  in  Bezug  auf  den  Modul  ^  zerfällt,  ist  ferner 
gleich  der  aus  den  Coordinaten  der  n  Zahlen  «j ,  «2  •  •  •  (>^n  gebil- 
deten Determinante  a.    Zugleich  ist  (nach  §.  159,  (11),  (12)) 

da  nun  jede  durch  ^  theilbare  Zahl  a  =  ^cj  des  Systems  o  die 
Form  ft  ^x^ßt  besitzt,  so  ist  jede  Zahl  «  des  Systems  o  auch  von 
der  Form  ^Xtß^]  mithin  bilden  die  Zahlen  ß^  ebenfalls  eine  Grund- 
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reihe  des  Körpers,  und  folglich  ist  z/  (/3i  .  .  .  /3„)  =  z/  (ii),  also  a  = 
ih  iV(ft),  was  zu  beweisen  war. 

Zugleich  leuchtet  ein,  class  nach  der  Methode  des  vorigen  Para- 
graphen ein  System  von  a  incongruenten  Repräsentanten  der  ver- 
schiedenen Classen,  also  ein  vollständiges  Bestsystem  für  den  Mo- 
dtd  ^  aufgestellt  werden  kann*). 

3.  Will  man  jetzt  zwei  gegebene  ganze  Zahlen  ö,  ^  darauf 
prüfen,  ob  sie  relative  Primzahlen  sind,  so  braucht  man  offenbar 
o)  nur  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  fx)  durchlaufen  zu 
lassen  und  nachzusehen,  wie  oft  ßco  ^  0  (mod. /x)  wird;  zeigt  sich, 
dass  dies  nur  dann  eintritt,  wenn  «  ^  0  (mod.  ^)  ist,  so  ist  also 
jede  durch  ß  und  ^  theilbare  ganze  Zahl  ßcj  auch  th eilbar  durch 
Ö/i,  mithin  sind  ö,  ^  relative  Primzahlen;  besitzt  aber  die  Con- 
gruenz  ßco  ^  0  (mod.  ^)  auch  eine  Wurzel  «,  welche  nicht  ^  0 
(mod.  ^)  ist,  so  ist  die  entsprechende  Zahl  ßco  durch  ß  und  fi,  aber 
nicht  durch  ß  ^  theilbar,  mithin  sind  ö,  ^  keine  relative  Primzahlen. 

Ist  0  relative  Primzahl  zu  ^  (z.  B.  ö  =  1),  so  durchläuft  ßcj 
gleichzeitig  mit  «  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  fi);  folglich 
hat  jede  Congruenz  ßca  ^  ß'  (mod.  ft)  immer  eine  und  nur  eine 
Wurzel  05  (vergl.  §.  22);  ist  ferner  ip(^)  die  Anzahl  aller  Classen, 
deren  Zahlen  relative  Primzahlen  zum  Modul  ^  sind,  so  durchläuft 
öw  gleichzeitig  mit  co  die  Repräsentanten  aller  dieser  Classen,  und 
da  das  Product  dieser  Zahlen  cj  auch  relative  Primzalü  zu  ß  ist,  so 
ergiebt  sich  der  Satz 

ßrp(fi)  ^  1  (mod.  ii) , 
welcher  dem  Fermat'schen  Satze  (§.  19)  entspricht. 

4.  Verfolgt  man  diese  Analogie  mit  der  rationalen  Zahlen- 
theorie weiter,  so  drängt  sich  immer  wieder  die  Frage  nach  der 
Zusammensetzung  der  Zahlen  des  Systems  o  (d.  h.  der  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  Sl)  aus  Factoren  auf,  welche  demselben  System  o  an- 


*)  Bilden  die  n  Zahlen  w^  irgend  eine  Basis  des  Körpers  i2 ,  und  ist  o 
das  System  aller  der  Zahlen  w  von  der  Form  (1),  deren  Coordinaten  ganze 
Zahlen  sind,  so  reproduciren  sich  die  Zahlen  des  Systems  o  durch  Addition 
und  Subtraction ;  nimmt  man  ferner  an,  dass  sie  sich  auch  durch  Multiplication 
reproduciren,  woraus  zugleich  folgt,  dass  sie  ganze  Zahlen  sind,  und  nennt 
man  zwei  solche  Zahlen  w,  w'  stets  und  nur  dann  congruent  in  Bezug  auf  eine 
dritte  solche  Zahl  /n,  wenn  der  Quotient  (w  —  (ü'):fj,  wieder  eine  Zahl  des 
Systems  o  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  in  o  enthaltenen,  nach  /u  incongruenten 
Zahlen  ebenfalls  =  ±  N  (fx).     Vergl.  §.  1G5,  4. 
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gehören,  und  es  zeigt  sich  zunächst,  dass  die  unbegrenzte  Zerleg- 
barkeit der  ganzen  Zahlen,  wie  sie  in  dem  unendlichen  Körper 
aller  algebraischen  Zahlen  auftrat  (§.  160,  7.),  in  einem  endlichen 
Körper  Sl  wieder  verschwindet.  Dafür  tritt  aber  bei  unendlich 
vielen  solchen  Körpern  Sl  ein  höchst  eigenthümliches  Phänomen 
auf,  das  schon  früher  (§.  16)  gelegentlich  erwähnt  ist*).  Nennt 
man  eine  Zahl  in  o  zerleghar^  wenn  sie  das  Product  aus  zwei  Zahlen 
in  0  ist,  welche  beide  keine  Einheiten  sind,  dagegen  unzerlegbar, 
wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  ist  offenbar  jede  zerlegbare  Zahl  ^ 
darstellbar  als  Product  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  unzerleg- 
baren Zahlen  (vergl.  §.  8),  weil  die  Norm  von  ^  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  den  Normen  der  einzelnen  Factoren  ist  (§.  159);  aber  es 
zeigt  sich  häufig,  dass  diese  Zerlegung  nicht  eine  vollkommen  be- 
stimmte ist,  sondern  dass  mehrere  ivesentlich  verschiedene  Zer- 
legungen derselben  Zahl  in  unzerlegbare  Factoren  existiren  (§.160, 
6.).  Dies  widerspricht  so  sehr  dem  in  der  rationalen  Zahlentheorie 
herrschenden  Begriffe  des  Primzahlcharakters  (§.  8),  dass  wir  des- 
halb eine  unzerlegbare  Zahl  als  solche,  noch  nicht  als  Primzahl  an- 
erkennen wollen;  wir  suchen  daher  für  den  wahren  Primzahl- 
charakter ein  kräftigeres  Kriterium  als  diese  unzulängliche  Unzer- 
legbarkeit aufzustellen,  ähnlich  wie  früher  bei  dem  Begriffe  der 
relativen  Primzahl  (§.  160,  7.),  indem  wir  die  zu  untersuchende 
Zahl  ^  nicht  zerlegen,  sondern  ihr  Verhalten  als  Modul  betrachten : 

Eine  ganze  Zahl  fi,  welche  keine  Einheit  ist,  soll  eine  Primzahl 
heissen,  tvenn  jedes  durch  ft  theilbare  Product  rj  q  wenigstens  einen 
durch  ft  theilbaren  Factor  t]  oder  q  besitzt. 

Es  ergiebt  sich  dann  sofort ,  dass  die  höchste  in  einem  Pro- 
ducte  aufgehende  Potenz  einer  Primzahl  ^  das  Product  aus  den 
höchsten  in  den  einzelnen  Factoren  aufgehenden  Potenzen  von  ^, 


*)  Das  dortige  Beispiel  passt  freiHch  nicht  ganz  hierher,  insofern  die 
ganzen  Zahlen  des  der  Gleichung  q^  =  —  11  entsprechenden  quadratischen 
Körpers  nicht  durch  die  Form  t  ~\-  hq,  wohl  aber  durch  die  Form  t  -\-  uO 
erschöpft  werden,  wo  2  ö  =  1  -}-  ^  ist ;  die  Zahlen  3,  5,  2  -f-  ?>  2  —  q  sind 
in  der  That  zerlegbar :  d  =  0  {l —6),  6  =  il -\-0)  (2  —  6),  2  —  Q  =  -^d{l -\-ß), 
2-\-Q—  —  {l—0)  (2  —  0);  die  vier  Zahlen  6,  1— ö,  1 -f  0,  2  —  0  sind  Prim- 
zahlen in  diesem  Körper.  Die  in  Rede  stehende  Erscheinung  tritt  aber  in 
dem  der  Gleichung  x^  =  —  5  entsprechenden  quadratischen  Körper  an  dem 
Beispiel  3-7  =  (l-|-2x)  (1 — 2x)  wirklich  auf  (vergl.  §.  71;  die  beiden 
Zahlen  3,  7  sind  durch  die  Hauptform  der  Determinante  — 5  nicht  dar- 
stellbar). 
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lind  dass  jede  durch  ^  nicht  theilbare  Zahl  relative  Primzahl  zu  ^ 
ist.  Man  erkennt  ferner  leicht,  dass  die  kleinste  durch  ^  theilbare 
rationale  ganze  Zahl  p  nothwendig  eine  Primzahl  (im  Körper  der 
rationalen  Zahlen),  und  folglich  die  Norm  von  /li  eine  Potenz  von  p, 
nämlich  ein  rationaler  Divisor  von  N(p)  =  p'"  sein  muss.  Es  wer- 
den daher  gewiss  alle  Primzahlen  fi  des  Körpers  Si  entdeckt,  wenn 
die  Divisoren  aller  rationalen  Primzahlen  p  aufgesucht  werden. 

5.  Ist  aber  ^  keine  Primzahl  (und  auch  keine  Einheit) ,  exi- 
stiren  also  zwei  durch  ft  nicht  theilbare  Zahlen  rj,  q,  deren  Pro- 
duct  fj  Q  durch  fi  theilbar  ist ,  so  schreiten  wir  zu  einer  Zerlegung 
von  ^  in  wirkliche  oder  ideale^  d.  h.  fingirte  Factoren.  Giebt  es 
nämlich  in  d  einen  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  v  der  bei- 
den Zahlen  rj  und  ^  =  v^\  der  Art,  dass  die  Quotienten  rjiv  und 
^:v  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  ^  in  die  beiden  Factoren  v 
und  ft'  zerlegt,  von  denen  keiner  eine  Einheit  ist,  weil  weder  q  noch 
71  durch  ^  theilbar  ist.  Der  Factor  ^'  ist  wesentlich  dadurch  be- 
stimmt ,  dass  alle  Wurzeln  a'  der  Congruenz  rja'  ^  0  (mod.  ^) 
durch  ft'  theilbar  sind  (z.  B.  auch  od  =  q)^  und  dass  ebenso  jede 
durch  fi'  theilbare  Zahl  a'  auch  der  vorstehenden  CongiTienz  ge- 
nügt. Umgekehrt,  giebt  es  in  o  eine  Zahl  ft',  welche  in  allen  Wur- 
zeln a!  der  Congruenz  iqa'  '^  0  (mod.  [i)  und  nur  in  diesen  aufgeht, 
so  ist  auch  u  theilbar  durch  ^',  und  der  Quotient  v  =  ^:^'  ist  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen  rj  und  ^. 

Aber  es  kann  sehr  wohl  der  Fall  eintreten,  dass  in  o  keine 
solche  Zahl  ^'  zu  finden  ist;  als  nun  diese  Erscheinung  (bei  den 
aus  Einheitswurzeln  gebildeten  Zahlen)  Kummer  entgegentrat,  so 
kam  er  auf  den  glücklichen  Gedanken,  trotzdem  eine  solche  Zahl 
ft'  zu  fingiren  und  dieselbe  als  ideale  Zahl  einzuführen;  die  TJieil- 
barJceü  einer  Zahl  cd  durch  diese  ideale  Zahl  ^'  besteht  lediglich 
darin,  dass  a'  eine  Wurzel  der  Congruenz  rja'  ^  0  (mod.  ft)  ist, 
und  da  diese  idealen  Zahlen  in  der  Folge  immer  nur  als  Theiler 
oder  Moduln  auftreten,  so  hat  diese  Art  ihrer  Einführung  durchaus 
keine  Bedenken.  Allein  die  Befürchtung,  dass  die  unmittelbare 
üebertragung  der  bei  den  wirklichen  Zahlen  üblichen  Benennungen 
auf  die  idealen  Zahlen  im  Anfang  leicht  Misstrauen  gegen  die 
Sicherheit  der  Beweisführung  einflössen  könnte,  veranlasst  uns,  die 
Untersuchung  dadurch  in  ein  anderes  Gewand  einzukleiden,  dass 
wir  immer  ganze  Systeme  von  wirklichen  Zahlen  betrachten. 


29* 
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§.  163. 


Wir  gründen  die  Theorie  der  in  o  enthaltenen  Zahlen,  d.  h.  aller 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl^  auf  den  folgenden  neuen  Begrifi'. 

1.  Ein  System  a  von  unendlich  vielen  in  o  enthaltenen  Zahlen 
soll  ein  Ideal  heissen,  wenn  es  den  beiden  Bedingungen  genügt: 

I.  Die  Summe  und  die 'Differenz  je  zweier  Zahlen  in  a  sind 
wieder  Zahlen  in  a. 

IL  Jedes  Product  aus  einer  Zahl  in  a  und  einer  Zahl  in  o  ist 
wieder  eine  Zahl  in  o. 

Ist  cc  in  a  enthalten,  so  sagen  wir,  a  sei  theilbar  durch  a,  n  gehe 
in  a  auf^  weil  die  Ausdrucksweise  hierdurch  an  Leichtigkeit  ge- 
winnt. Wir  nennen  ferner  zwei  in  o  enthaltene  Zahlen  «,  ö',  deren 
Difierenz  durch  a  theilbar  ist,  congruent  7iach  a  (vergl.  §.  161),  und 
bezeichnen  dies  durch  die  Congruenz  (o  ^  a'  (mod.  a) ;  solche  Con- 
gruenzen  dürfen  (zufolge  I.)  addirt,  subtrahirt  und  (zufolge  IL) 
multiplicirt  werden,  wie  Gleichungen.  Da  je  zwei  einer  dritten 
congruente  Zahlen  auch  einander  congruent  sind,  so  kann  man  alle 
Zahlen  in  Classen  (mod.  a)  eintheilen ,  indem  man  je  zwei  con- 
gruente Zahlen  in  dieselbe,  je  zwei  incongruente  Zahlen  in  zwei 
verschiedene  Classen  wirft;  da  nun,  wenn  ^  eine  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  in  a  bedeutet,  je  zwei  nach  ft  congruente  Zahlen  (zu- 
folge IL)  auch  nach  a  congruent  sind  —  woraus  zugleich  folgt,  dass 
a  aus  einer  oder  mehreren  Classen  (mod.  ^)  besteht  — -  so  ist  (zufolge 
§.162,2.)  die  Anzahl  der  Classen  (mod.  a),  in  welche  o  zerfällt,  end- 
lich"^). Wählt  man  aus  jeder  Classe  ein  Individuum  als  Repräsen- 
tanten, so  bilden  dieselben  ein  vollständiges  Bestsystem  (mod.  a); 
die  Anzahl  dieser  Classen  oder  incongruenten  Zahlen  soll  die  Norm 
von  a  heissen  und  mit  N  {a)  bezeichnet  werden. 

Ist  ri  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  in  o,  so  bilden  alle  durch 
71  theilbaren  Zahlen  in  o  ein  Ideal,  welches  mit  i(i^)  bezeichnet 
werden  soll;  solche  Ideale  sind  besonders  ausgezeichnet  und  sollen 


*)  Dasselbe  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  §.  161;  ist  nämlich  (o  irgend 
eine  Zahl  in  o,  so  kann  durch  Multiplication  mit  einer  von  Null  verschiedenen 
ganzen  rationalen  Zahl  der  Quotient  io:u  in  eine  ganze'  Zahl,  also  m  (zu- 
folge II.)  in  eine  Zahl  des  Ideals  a  vervvamlelt  werden. 
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Hauptideale  heissen;  die  Norm  von  i(t^)  ist  =  +  N(7])]  ist  rj  eine 
Einheit,  so  ist  t(?^)  =  d,  und  umgekehrt. 

2.  Wenn  alle  Zahlen  eines  Ideals  a  auch  in  einem  Ideal  b 
enthalten  sind,  so  besteht  oii'enbar  b  aus  einer  oder  mehreren  Classen 
(mod.  a),  und  wir  wollen  sagen,  a  sei  ein  MuUiphim  von  b  oder 
theilhar  durch  b,  b  sei  ein  Theüer  von  a  oder  gehe  in  a  auf. 

Besteht  b  aus  r  Classen  (mod.  a),  so  ist  N{Ci)  =  rN(p).  Durch- 
läuft nämlich  8  die  Eepräsentanten  dieser  r  Classen,  und  y  ein  voll- 
ständiges Restsystem  (mod.  b),  so  bilden  die  rN(h)  Zahlen  y -{- d 
ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  a);  denn  erstens  ist  jede  Zahl 
in  D  congruent  einer  Zahl  y  (mod.  b),  also  ^  y  -}-  d  (mod.  a),  und 
zweitens  folgt  aus  y  -\-  d  ^  y'  -{-  6'  (mod.  a) ,  wo  y'^  d'  ähnliche 
Bedeutung  haben  wie  y,  d ,  successive  y  -\-  d  ^  y'  -\-  8'  (mod.  b), 
y  ^  y'  (mod.  b),  y  =  y' ^  also  ö  ^  d'  (mod.  a),  ö  =  ö',  d.  h.  die 
sämmtlichen  Zahlen  y  -^  8  sind  incongruent  (mod.  a). 

Ein  Ideal  besitzt  folglich  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Theilern. 
Ist  m  theilhar  durch  a,  a  durch  b ,  so  ist  auch  m  durch  b  theilhar. 
Das  Hauptideal  o  selbst  geht  in  jedem  Ideal  auf  und  ist  zugleich 
das  einzige  Ideal,  welches  die  Zahl  1  oder  überhaupt  Einheiten  ent- 
hält, und  dessen  Norm  =  1  ist. 

Das  System  aller  derjenigen  Zahlen,  welche  gleichzeitig  in  zwei 
Idealen  a,  b  enthalten  sind,  ist  das  Meinste  gemeinscJiaftliche  Mul- 
tiplum  m  von  a,  b,  insofern  jedes  gemeinschaftliche  Multiplum  von 
a,  b  durch  das  Ideal  m  theilhar  ist.  Durchläuft  cc  alle  Zahlen  in  a, 
ß  alle  Zahlen  in  B,  so  ist  das  System  aller  Zahlen  oc  -]-  ß  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  b  der  Ideale  q,  b,  weil  jeder  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  a,  b  in  dem  Ideale  b  aufgeht*). 

Ist  r  die  Anzahl  der  in  b  enthaltenen  Zahlen,  welche  (mod.  a) 
incongruent  sind,  so  besteht  b  aus  r  Classen  (mod.  m),  und  b  aus 
r  Classen  (mod.  a);  also  ist  ^(m)  =:=  rN{h),  N(a)  =  rN(h),  und 
N(m)N(h)  =  N(Q)N(h). 

Ist  b  ein  Hauptideal  =  i  (i^),  so  ist  die  Anzahl  r  der  in  b  ent- 
haltenen Zahlen  /3  =  7/  w ,  welche  (^od.  a)  incongruent  sind ,  zu- 
gleich die  Norm  des  aus  allen  Wurzeln  q  der  Congruenz  rj  q  ^  0 
(mod.  a)  bestehenden  Ideals  r ,  weil  zwei  Zahlen  co ,  «'  stets  und 
nur  dann  congruent  (mod.  r)  sind ,  wenn  rjm  ^  tjcj'  (mod  a)  ist. 
Mithin  ist  in  diesem  Falle  N{a)  =  N(x)N{h). 


I 


*)  Die  Erweiterung  dieser  Definitionen   von  m  und  b  für  mehr  als  zwei 
Ideale  0,  b  .  .  .  liegt  auf  der  Hand. 
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3.  Ein  von  o  verschiedenes  Ideal  p,  welches  keinen  von  o  und 
p  verschiedenen  Theiler  besitzt,  soll  ein  Primideal  heissen.  Dann 
gilt  folgender  Satz : 

Ist  rjQ  ^  0  (mod.  p) ,  so  ist  wenigstens  eine  der  beiden  Zahlen 
7},  Q  durcli  p  theilhar.  Ist  nämlich  iq  nicht  ^  0  (mod.  p),  so  bilden 
die  sämmtlichen  Wurzeln  q  der  Congruenz  riQ  ^  0  (mod. p)  offen- 
bar ein  in  p  aufgehendes  Ideal,  welches,  da  es  die  Zahl  1  nicht  ent- 
hält, von  0  verschieden  und  folglich  mit  p  identisch  ist,  was  zu  be- 
weisen war. 

Dieser  Satz  ist  charakteristisch  für  ein  Primideal,  da  er  sich 
folgendermaassen  umkehren  lässt:  Enthält  jedes  durch  ein  (von  o 
verschiedenes)  Ideal  p  theilhare  Product  mindestens  einen  durch  p 
theilbaren  Factor,  so  ist  p  ein  Primideal.  Ist  nämlich  q  ein  Theiler 
des  Ideals  p,  aber  verschieden  von  p,  so  giebt  es  in  q  eine  nicht  in 
p  enthaltene  Zahl  «;  dann  ist  (zufolge  der  Annahme)  auch  keine 
der  Potenzen  co\  «^  .  .  .  durch  p  theilhar;  da  aber  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  incongruenten  Zahlen  (ijiod.  p)  existirt,  so  muss 
einmal  für  zwei  verschiedene  Exponenten  m  und  m  -\-  s  >  m  noth- 
wendig  09'"+*  ^  os™  (mod.  p),  also  das  Product  «"'(«*—  1)  durch 
p  theilhar  sein;  da  nun  ca'"  nicht  durch  p  theilhar  ist,  so  muss  (zu- 
folge der  Annahme)  der  andere  Factor  ö* —  1  durch  p,  und  folg- 
lich auch  durch  q  theilhar  sein ;  nun  ist  w  und,  weil  s  >  0  ist,  auch 
(ö*  ^  0  (mod.  q),  mithin  ist  auch  die  Zahl  1  in  q  enthalten,  also 
q  =:  D,  was  zu  beweisen  war. 

Nennt  man  ein  von  o  verschiedenes  Ideal  zusammengesetzt, 
wenn  es  kein  Primideal  ist,  so  lässt  sich  dieser  Satz  auch  so  aus- 
sprechen :  Ist  a  ein  zusammengesetztes  Ideal,  so  giebt  es  zwei  durch 
a  nicht  theilbare  Zahlen  rj,  q,  deren  Product  rj  q  durch  a  theilhar 
ist.  Wir  beweisen  ihn  zum  zweiten  Male  auf  folgende  Art.  Es  sei 
e  ein  von  a  und  o  verschiedener  Theiler  von  a,  so  giebt  es  in  e  eine 
durch  a  nicht  theilbare  Zahl  r] ,  und  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  b  von  a  und  [{t])  ist  theilhar  durch  e,  also  von  o  ver- 
schieden, mithin  ist  iV(b)  >  1.  Das  aus  allen  Wurzeln  q  der  Con- 
gruenz riQ  ^  0  (mod.  a)  bestehende  Ideal  r  ist  ein  Theiler  von  a, 
und  da  (zufolge  2.)  iV(a)  =  N{x)N(p)  >  N{x)  ist,  so  ist  r  ver- 
schieden von  a  und  enthält  folglich  eine  durch  a  nicht  theilbare 
Zahl  Q,  was  zu  beweisen  war. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass  die  kleinste  (von  Null  verschiedene) 
rationale  Zahlj),  welche  in  einem  Primideale  p  enthalten  ist,  noth- 
wendig  eine  Primzahl  (im  rationalen  Zahlkörper)  sein  muss;  da 
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ferner  p  in  {{j))  aufgeht,  so  ist  N(\))  ein  Theiler  von  N(p)  =  p", 
also  ebenfalls  eine  Potenz  ^y  der  rationalen  Primzahl  p^  und  man 
findet  leicht  (vergl.  §.  162,  3.),  dass  jede  in  o  enthaltene  Zahl  co 
der  Congruenz 

cjp^^  09  (mod.  p) 
genügt*).     Auch  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  allgemeinen  Sätze 
der  §§.  26,  27,  29,  30,  31   auf  Congruenzen  in  Bezug  auf  den  Mo- 
dul p  zu  übertragen. 

Ist  das  Ideinste  gemeinschaftUclie  Multiplum  m  der  Ideale  a,  b, 
c  .  .  .  durch  das  Primideal  p  theilbar^  so  geht  p  wenigstens  in  einem 
der  Ideale  a,  b,  c  .  .  .  auf.  Ist  nämlich  keins  dieser  Ideale  durch  p 
theilbar,  giebt  es  also  in  a,  b,  c  .  .  .  resp.  Zahlen  «,  /3,  ^^  .  .  .,  die 
nicht  durch  p  theilbar  sind ,  so  ist  das  in  a,  b,  c  .  .  . ,  also  auch  in 


*)  Hierauf  beruht  das  Eingreifen  der  Theorie  der  höheren  Congruenzen 
(vergl.  §.  26),  welche  zur  Bestimmung  der  Primideale  dient.  Für  die  Körper 
vom  Grade  n  =  (p  (m),  welche  aus  den  primitiven  Wurzeln  0  der  Gleichung 
d'rt  z=  1  entspringen,  ist  dieselbe  zuerst  ausgeführt,  und  zwar  von  Kummer, 
dem  Schöpfer  der  Theorie  der  idealen  Zahlen ;  den  hierauf  bezüglichen  Theil 
seiner  Untersuchungen  findet  man  am  vollständigsten  zusammengestellt  in 
den  Abhandlungen :  Memoire  sur  Ja  theorie  des  nombres  complexes  com- 
poses  de  racines  de  Vunite  et  de  nombres  entiers  (Journ.  de  Math.  p.  p. 
Liouville,  T.  XVI.  1851). —  Theorie  der  idealen  Primfactoren  der  complexen 
Zahlen,  welche  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  wn  =  1  gebildet  sind, 
ivenn  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist  (Abh.  der  Berliner  Ak.  1S56).  Das 
Ilauptresultat  ergiebt  sich  mit  grösster  Leichtigkeit  aus  unserer  Theorie  und 
lautet  in  unserer  Ausdrucksweise  folgendermassen:  Ist  ^  eine  rationale  Prim- 
zahl und  m'  der  grösste  durch  pi  nicht  theilbare  Divisor  von  m  =  p'  m',  ge- 
hört ferner  p  zum  Exponenten  /  (mod.  m'),  wo  (^{m')  =  ef  (§.  28),  so  ist 
\{p)  z=:  {p^p.2  '  •  •  pe)'^^^'\  wo  pi,  p2  ■  •  '  P^  von  einander  verschiedene  Prim- 
ideale  bedeuten,  deren  Normen  =  pf  sind;  wenn  p' :>  1,  so  ist  i(l  — O'"')  = 
P1P2  .  .  .  pg.  —  Für  complexe  Zahlen  einer  höheren  Stufe  vergl.  Kummer : 
lieber  die  allgemeinen  Beciprocitätsgesetze  unter  den  Besten  und  Nicht- 
o'esten  der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist  (Abh.  der  Berliner  Ak. 
1859).  —  Für  diejenigen  Körper  Sl,  deren  conjugirte  Körper  mit  £1  iden- 
tisch sind,  und  welche  ich  Galois'sche  Körper  nennen  möchte,  vergl.  Sel- 
ling:  lieber  die  idealen  Primfactoren  der  complexen  Zahlen,  welche  aus 
denWurz ein  einer  beliebigen  irreductibelen  Gleichung  rational  gebildet  sind 
(Schlömüch's  Zeitschr.  für  Math.  u.  Phys.  Bd.  10.  1865).  —  Ein  specieller  Fall 
biquadratischer  Körper  ist  vollständig  durchgeführt  von  Bachmann:  Die 
Theorie  der  complexen  Zahlen,  ivelche  aus  zwei  Quadrativurzeln  zusammen- 
gesetzt sind.  1867.— Für  eine  gewisse  Classe  cubischer  Körper  vergl.  Eisen- 
stein: Allgemeine  Untersuchungen  über  die  Formen  dritten  Grades  mit 
drei  Variabein,  ivclche  der  Kreistheilung  ihre  Entstehung  verdanken 
(Crelle's  Journ.  XXVIII). 
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m  enthaltene  Product  aßy  .  .  .  nicht  theilbar  durch  das  Primideal 
p,  und  folglich  geht  \)  nicht  in  m  auf,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Zahl  y]  nicht  theilbar  durch  das  Ideal  a,  so  gieht  es 
immer  eine  durch  rj  theilhare  Zahl  v  der  Art^  dass  edle  Wurzeln  % 
der  Congruenz  vtc  ^  0  (mod.  a)  ein  Primideal  bilden.  Alle  Wur- 
zeln ß  der  Congruenz  ?^  /5  ^  0  (mod.  a)  bilden  ein  in  a  aufgehendes 
Ideal  b,  welches  von  o  verschieden  ist,  weil  es  die  Zahl  1  nicht  ent- 
hält; ist  1)  ein  Primideal,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Ist  b  kein 
Primideal,  giebt  es  also  zwei  durch  b  nicht  theilbare  Zahlen  rj',  q\ 
deren  Product  r}' q'  ^  0  (mod.  b)  ist,  so  bilden  alle  Wurzeln  y  der 
Congruenz  rj'y  ^  0  (mod.  b)  ,  d.  h.  der  Congruenz  rjYj'y  ^  0 
(mod.  a) ,  ein  in  b  aufgehendes  Ideal  c ,  und  zwar  ist  (zufolge  2.) 
N(c)  <  N{h)^  weil  q'  in  c,  aber  nicht  in  b  enthalten  ist;  ausserdem 
ist  c  von  0  verschieden,  weil  rj'  nicht  in  b,  und  folglich  die  Zahl  1 
nicht  in  c  enthalten  ist;  ist  c  ein  Primideal,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 
Ist  aber  c  kein  Primideal,  so  kann  man  in  derselben  Weise  fort- 
fahren; endlich  muss  in  der  Keihe  der  Ideale  b,  c,  b  .  .  .,  deren 
Normen  immer  kleiner  werden,  aber  stets  >1  bleiben,  ein  Primideal 
p  auftreten,  welches  aus  allen  Wurzeln  7t  der  Congruenz  V7t  ^  0 
(mod.  a)  besteht,  wo  v  =  rirfri"  .  .  .  durch  ri  theilbar  ist. 

4.  Ist  ^  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  in  o  und  keine  Ein- 
heit, so  existirt  zufolge  des  zuletzt  bewiesenen  Satzes  (in  welchem 
man  r]  =  \  nehmen  kann)  jedenfalls  eine  Zahl  v  der  Art,  dass  alle 
Wurzeln  n  der  Congruenz  vit^O  (mod. ^)  ein  Primideal  p  bilden; 
Primideale,  welche  aus  den  sämmtlichen  Wurzeln  einer  solchen  Con- 
gruenz bestehen,  wollen  wir  vorläufig  einfache  Ideale  nennen.  Ist 
nun  r  irgend  ein  ganzer  rationaler,  nicht  negativer  Exponent,  so 
bilden  alle  Wurzeln  q  der  Congruenz  qv^  ^  0  (mod.  /x'')  ein  Ideal, 
welches  die  rte  Fotens  von  p  heissen  und  mit  p^  bezeichnet  werden 
soll.  Diese  Definition  ist  unabhängig  von  dem  zur  Definition  von  p 
benutzten  Zahlenpaar  fi,  v ;  ist  nämlich  ^l'  irgend  eine  von  Null  ver- 
schiedene, durch  p  theilbare  Zahl,  also  v^i'  =■.  ybv\  so  folgt  aus 
Qv''  ^  0  (mod.  fA'')  durch  Multii^lication  mit  ^'^  und  Division  durch 
fi''  auch  ^^''"^0  (mod.  ft'''),  und  umgekehrt.  Von  der  grössten 
Wichtigkeit  sind  aber  die  folgenden  Sätze  über  einfache  Ideale  p : 

Ist  s  '^  r,  so  ist  p*  theilbar  durch  p''.  Ist  nämlich  6  in  p*  ent- 
halten, also  öv^  =  rf(*,  so  folgt,  dass 


T*'6' 
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eine  ganze  Zahl  ist;  mithin  ist  (nach  §.  160,  3.)  der  jedenfalls  dem 
Körper  <ß  angehörige  Quotient  öi^'ifi^  ebenfalls  eine  ganse  Zahl, 
also  in  o  enthalten,  weil  ü  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl  um- 
fasst*);  also  ist  jede  Zahl  ö  des  Ideals  |)*  auch  in  p''  enthalten. 

Ist  Q  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  in  o,  so  gieht  es  immer 
eine  höchste  in  q  aufgehende  Potenz  von  p.  Wäre  nämlich  für  un- 
endlich viele  Exponenten  r  das  Product  qv^'  theilbar  durch  ft^,  so 
müsste,  da  nur  eine  endliche  Anzahl  incongruenter  Zahlen  (mod.  q) 
existirt,  für  zwei  verschiedene  solche  Exponenten  r,  s  nothwendig 
einmal 

^-^■(»■'^-).  ©'=©'+■ 

werden,  wo  ca  eine  ganze  Zahl;  hieraus  würde  aber  (nach  §.160,3.) 
folgen,  dass  v  durch  ^  theilbar  wäre,  was  nicht  der  Fall  ist,  weil 
sonst  p  =  D  wäre. 

Sind  p^,  p*  resp.  die  höchsten  in  (>,  ö  aufgehenden  Foten^en^  so 
ist  !)''■*''  die  höchste  in  q6  aufgehende  Potenz  von  \).  Denn  da 
Qv^  =  q'^'\  6v^  ==  ö'/i«,  und  keins  der  Producte  vq' ^  vö'  durch  ^ 
theilbar  ist,  so  folgt  q(jv'^+^  =  q'ö'^''+%  und  vq'ö'  kann  nicht  durch 
^  theilbar  sein,  weil  p  ein  Primideal  ist. 

Ist  e  ^  1  der  Exponent  der  höchsten  in  fi  selbst  aufgehenden 
Potenz  von  p,  also  ftv^  =  %/a%  wo  vk  nicht  theilbar  durch  ft,  so 
folgt  v^  =  xft^-i,  d.  h.  der  Exponent  der  höchsten  in  v  aufgehen- 
den Potenz  von  |)  ist  =  e — 1.  Das  Ideal  p^  besteht  aus  den 
sämmtlichen  Wurzeln  0  der  Congruenz  %d  ^^  0  (mod.  fi).  Die 
ganze  Zahl  X  =  tc^.v  =  ^fix^-i  ist  durch  p,  aber  nicht  durch  p'^ 
theilbar;  mithin  ist  X*'  durch  p'\  aber  nicht  durch  p'+i  theilbar, 
woraus  beiläufig  folgt,  dass  die  Ideale  p^  und  p'+i  wirklich  ver- 
schieden sind.     Endlich  leuchtet  folgender  Satz  ein : 

Jede  Potenz  p^  eines  einfachen  Ideals  p  ist  durch  Jcein  von  p 
verschiedenes  Primideal  theilbar.  Ist  nämlich  7t  irgend  eine  Zahl 
in  p,  so  muss  ein  in  p^  aufgehendes  Primideal  in  :7r'',  also  (zufolge 
3.)  in  7t  selbst,  d.  h.  in  p  aufgehen  und  folglich  mit  p  identisch  sein. 

5.  Die  Wichtigkeit  der  einfachen  Ideale  und  ihre  Analogie 
mit  den  rationalen  Primzahlen  tritt  unmittelbar  hervor  in  dem  fol- 
genden Hauptsatz: 


*)  Sobald  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  verlieren  auch  die  obigen 
Sätze  ihre  allgemeine  Gültigkeit;  dies  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Erweite- 
rung der  Definition  der  Ideale  (vergl.  §.  165,  4.). 
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Wenn  alle  in  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl  fi  aufgehen- 
den Föten zen  einfacher  Ideale  auch  in  einer  Zahl  t]  aufgehen^  so 
ist  rj  durch  ^  theilhar.  Ist  i]  nioht  theilbar  durch  ^,  so  giebt  es 
(zufolge  3.)  eine  durch  rj  theilbare  Zahl  v  der  Art,  dass  alle  Wur- 
zeln jt  der  Congruenz  V7t  ^  0  (mod.  ^)  ein  in  ^  aufgehendes  ein- 
faches Ideal  p  bilden ;  ist  p^  die  höchste  in  ft  aufgehende  Potenz,  so  ist 
(nach  4.)  p^^  die  höchste  in  v  aufgehende  Potenz,  und  da  v  durch 
i?  theilbar  ist,  so  kann  rj  nicht  durch,  p^  theilbar  sein,  was  zu  beweisen 
war.  Derselbe  Satz  lässt  sich  offenbar  auch  so  aussprechen :  Jedes 
Hauptideal  i  (ft)  ist  das  Ideinste  gemeinschaftliche  Midtiplum  aller  in 
fi  aufgehenden  Potenzen  von  einfachen  Idealen.     Es  folgt  zunächst: 

Jedes  Frimideal  p  ist  ein  einfaches  Ideal.  Es  sei  ^  irgend 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  in  :p,  so  muss  p  (zufolge  3.)  in  einer 
der  Potenzen  einfacher  Ideale  aufgehen,  deren  kleinstes  gemein- 
schaftliches Multiplum  t(u)  ist;  mithin  ist  p  selbst  (zufolge  4.)  ein 
einfaches  Ideal.  —  Wir  sprechen  daher  künftig  nur  noch  von  Prim- 
idealen, nicht  mehr  von  einfachen  Idealen. 

Wenn  alle  in  einem  Ideal  m  aufgehenden  Fotenzen  von  Frim- 
idealen  auch  in  einer  Zahl  rj  aufgehen^  so  ist  rj  theilhar  durch  m.  Ist 
Tj  nicht  theilbar  durch  m,  so  giebt  es  (nach  3.)  eine  durch  yj  theil- 
bare Zahl  V  der  Art,  dass  alle  Wurzeln  jt  der  Congruenz  V7t  ^  0 
(mod.  m)  ein  Primideal  p  bilden ;  ist  p^  die  höchste  in  m  aufgehende 
Potenz  von  |3,  so  giebt  es  in  m  eine  nicht  durch  p^+'^  theilbare  Zahl 
ft,  und  das  aus  allen  Wurzeln  q  der  Congruenz  vq^O  (mod.  ft)  be- 
stehende Ideal  r  ist  theilbar  durch  p,  weil  vq^O  (mod.  m)  ist.  Sind 
nun  p^,  p'^',  p"«"...  die  sämmtlichen  höchsten  in  ^  aufgehenden  Potenzen 
verschiedener  Primideale  p,  p',  p" . . . ,  so  besteht  r  zufolge  des  obigen 
Hauptsatzes  aus  allen  gemeinschaftlichen  Wurzeln  q  der  Congruen- 
zen  VQ^O  (mod. p^j,  vq^O  (mod.  p'^'),  vq^O  (mod. p"^")  u.s.w., 
d.  h.  r  ist  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  Ideale  q, 
q',  q"  .  .  .,  welche  resp.  aus  den  Wurzeln  jeder  einzelnen  dieser  Con- 
gruenzen  bestehen;  da  nun  die  Ideale  q',  q"  ...  als  Theiler  von 
p'^',  p"^"  .  .  .  nicht  durch  p  theilbar  sind,  so  muss,  weil  r  durch  p 
theilbar  ist,  auch  q  (zufolge  3.)  durch  p  theilbar  sein ;  es  kann  folg- 
lich p'-  nicht  in  v  aufgehen  (  weil  sonst  q  =  D,  also  nicht  durch  p 
theilbar  wäre),  und  da  v  durch  rj  theilbar  ist,  so  kann  p^  auch 
nicht  in  rj  aufgehen,  was  zu  beweisen  war. 

Dieser  Fundamentalsatz  lässt  sich  offenbar  auch  so  aussprechen : 
Jedes  Ideal  ist  das  kleinste  gemeinschaftliche  Midtiplum  aller  in  ihm 
aufgehenden  Fotenzen  von  Frimideulen.     Er  entspricht  durchaus 
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dem  Fundamental  Satze  der  rationalen  Zahlentheorie  über  die  Zu- 
sammensetzung der  Zahlen  aus  Primzahlen  (§.  8) ;  denn  ihm  zufolge 
ist  jedes  Ideal  m  vollständig  bestimmt^  sobald  die  höchsten  in  m 
aufgehenden  Potenzen  |)%  p'^',  p"^"  .  .  .  von  Primidealen  gegeben 
sind;  aus  ihm  ergiebt  sich  auch  ohne  Weiteres  der  folgende  Satz: 
Ein  Ideal  m  ist  stets  und  nur  dann  durch  ein  Ideal  b  theilhar^ 
wenn  alle  in  b  aufgehenden  Potenzen  von  Primidealen  aueh  in  tn 
aufgehen.  Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Begriffe  des  kleinsten 
gemeinschaftlichen  Multiplums. 

Ist  va  das  Meinste  gemeinschaftliehe  Miütiplum  von  p%  p'^', 
p"^"  .  .  .,  wo  p,  p',  p"  .  .  .  von  einander  verschiedene  Prim ideale 
bedeuten,  so  ist  N(nx)  =  N(py  N(p'y'  N(p"y" .  .  .  Es  giebt  immer 
(zufolge  4.)  eine  durch  p^-\  aber  nicht  durch  a  =  p^  theil- 
bare  Zahl  tj]  das  aus  allen  Wurzeln  q  der  Congruenz  rjQ  ^e  0 
(mod.  a)  bestehende  Ideal  r  ist  verschieden  von  o  (weil  es  die 
Zahl  1  nicht  enthält)  und  ein  Theiler  von  p  (zufolge  4.),  folglich 
identisch  mit  p;  da  ferner  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  b 
der  Ideale  a  =  p^  und  t(t?)  zufolge  des  eben  bewiesenen  Funda- 
mentalsatzes =  p^-^  ist,  so  folgt  (aus  2.)  N(a)  =  N{x)N(h),  d.  h. 
]Sf(p<^)  =  N(p)N(p'-^),  und  hieraus  allgemein  JSfip')  —  N(py.  — 
Nun  ist  (zufolge  der  Definition  2.)  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Multiplum  m  der  Ideale  p^,  p'^',  p"^"  .  .  .  zugleich  auch  das  der 
Ideale  a==p^  und  b,  wo  b  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 
der  Ideale  p'^',  p"«"  .  .  .  bedeutet;  da  ferner  (zufolge  des  Funda- 
mentalsatzes )  0  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  b 
ist,  so  folgt  (aus  2.)  N(m):=::N(a)  N(hy  d.  h.  N(m)  =  N(pyN(h) 
und  hieraus  ergiebt  sich  offenbar  der  zu  beweisende  Satz. 

6.  Multiplicirt  man  alle  Zahlen  eines  Ideals  a  mit  allen  Zahlen 
eines  Ideals  b,  so  bilden  diese  Producte  und  deren  Summen  ein 
durch  a  und  b  theilbares  Ideal,  welches  das  Product  aus  den  Fac- 
toren  a  und  b  heissen  und  mit  ah  bezeichnet  werden  soll.  Aus  dieser 
Erklärung  leuchtet  sofort  ein,  dass  ao  =  a,  ab  =  ba,  ferner  (ab)c 
=  a(bc)  ist  (vergl.  §§.  1,  2,  147).     Zugleich  gilt  folgender  Satz: 

Sind  p«,  p^  resp.  die  höchsten  in  a,  b  aufgehenden  Potenzen  des 
Primideals  p,  so  ist  p«+^  die  höchste  in  ab  aufgehende  Potenz  von 
p ;  und  es  ist  iV(a  b)  =  N(a)  N(b). 

Aus  der  Erklärung  folgt  nämlich  unmittelbar  (mit  Rücksicht 
auf  4.),  dass  ab  durch  p"+*  theilbar  ist;  da  ferner  in  a  eine  durch 
p«+^  nicht  theilbare  Zahl  a,  in  b  eine  durch  p^+i  nicht  theilbare 
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Zahl  ß  existirt,  so  giebt  es  in  ab  eine  durch  p«+^+i  nicht  theilbare 
Zahl  a/3,  womit  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen  ist.  Ist  alsoa 
das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  Potenzen  |3«,  p'«', 
p"^"  .  .  .  der  von  einander  verschiedenen  Primideale  p,  p',  p"  .  .  ., 
und  b  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  Potenzen  p^, 
ptbf^  p"^"...,  so  ist  ab  dasjenige  der  Potenzen  p«+^,  |)'«'+6',  |}"«"+^"..., 
woraus  (mit  Rücksicht  auf  5.)  auch  der  zweite  Theil  des  Satzes  folgt. 
Da  aus  diesem  Satze  auch  p«p*  r=r  |)«+&  folgt,  so  ist  die  oben 
(in  4.)  gewählte  Ausdrucks-  und  Bezeichnungsweise  gerechtfertigt. 
Sind  ferner  p,  |)',  p"  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primideale,  so 
ist  |3«p'«'p"""  .  .  .  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  Po- 
tenzen p«,  p''*',  p"«"  .  .  .  Auch  leuchtet  ein,  dass  der  Begriff  der 
Potenz  durch  die  Definition  a'+i  =  aa''  auf  jedes  Ideal  a  ausge- 
dehnt werden  kann.  Ist  endlich  a  tJieilhar  durch  b,  so  giebt  es 
immer  ein  und  nur  ein  Ideal  r  der  Art ,  dass  a  ==  r  b  wird ;  sind 
nämlich  p^,  p"^  die  höchsten  resp.  in  a,  b  aufgehenden  Potenzen 
eines  Primideals  p,  so  ist  ^  ^  a,  und  r  ist  das  Product  aus  allen 
Potenzen  p«— ^.  Mit  Rücksicht  hierauf  erkennt  man  leicht,  dass 
die  früheren  Sätze  (in  2.)  sich  jetzt  einfacher  aussprechen  lassen. 

7.  Wir  nennen  nun  a  und  b  relative  Frimideale^  wenn  ihr 
grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  =  o  ist;  ebenso  soll  rj  relative 
Primzahl  sum  Ideal  a  heissen,  wenn  a  und  \(rj)  relative  Primideale 
sind.  Es  leuchtet  dann  ein,  dass  die  Sätze  der  rationalen  Zahlen- 
theorie über  relative  Primzahlen  sich  leicht  auf  die  Theorie  der 
Ideale  übertragen  lassen ;  wir  begnügen  uns  aber  hier,  folgenden 
wichtigen  Satz  zu  beweisen  (vergl.  §.  25): 

Sind  a,  b  relative  Primideale,  und  ^i^v  zwei  gegebene  Zahlen,  so 
giebt  es  immer  eine  und  nur  eine  Classe  von  Zahlen  rj  (mod.  a  b),  welche 
den  Bedingungen  r]  ^^  (mod.  a),  i]^v  (mod.h)  genügen.  Durchlaufen 
nämlich  ^,  v,  rj  vollständige  Restsysteme  resp.  für  die  drei  Moduln 
a,  b,  ah,  so  entspricht  jeder  Zahl  rj  eine  uncl  nur  eine  Combination 
H,  V  der  Art,  dass  ^  ^  rj  (mod.  a),  v  ^  rj  (mod.  b)  ist;  entspräche 
ferner  zwei  verschiedenen  Zahlen  rj,  tj'  des  Restsystems  für  den 
Modul  ah  eine  und  dieselbe  Combination  ^,v,  so  wäre  rj  —  rj'  theil- 
bar  sowohl  durch  a  als  durch  b,  also  auch  durch  ah  (weil  a,  b  re- 
lative Primideale  sind),  mithin  wäre  rj  ^  rj'  (mod.  ah),  was  gegen 
die  Voraussetzung  streitet.  Durchläuft  daher  rj  alle  seine  Werthe, 
deren  Anzahl  =  N (ah)  =  N(a)N(h)  ist,  so  entstehen  ebensoviele 
verschiedene  Combinationen  ^,  v;  und  da  genau  ebensoviele  ver- 
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schiedene  Combinationen  fi,  v  wirklich  existiren,  so  muss  auch  um- 
gekehrt jede  Combination  fi,  v  einer  Zahl  ri  entsprechen,  was  zu 
beweisen  war. 

Bedeutet  xjj  (a)  die  Anzahl  der  (mod.  a)  incongruenten  relativen 
Primzahlen  zu  o ,  so  ist  i/^  (a  b)  =  ^  (a)  #^  (b) ,  wenn  a ,  6  relative 
Primideale  bedeuten.  Ist  ferner  p  ein  Primideal,  und  e  ^  1,  so  ist 
^^(p')  =  N(p')  —  N(\)'-^)  =  N(py-'^(N{p)  —  l)',  denn,  wenn  ö 
alle  r  durch  |)  theilbaren  und  nach  dem  Modul  p^  incongruenten 
Zahlen,  wenn  ferner  y  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  p)  durch- 
läuft, so  bilden  die  Zahlen  y  -{-  d  (zufolge  2.)  ein  vollständiges  Rest- 
system  (mod.  |)^),  und  es  ist  N(p^)  =  rN(p)^  also  r  =  N(p^-'^)\ 
nun  ist  aber  eine  solche  Zahl  y  -\-  d  stets  und  nur  dann  relative 
Primzahl  zu  p^,  wenn  y  nicht  ^  0  (mod.  p)  ist,  und  folglich  ist  die 
Anzahl  der  Zahlen  y  -\-  d  ^  welche  relative  Primzahlen  zu  p^  sind, 
gleich  r(N{p)—  1),  was  zu  beweisen  war. 

Bedeutet  p  ein  Primideal,  so  giebt  es  (zufolge  4.)  immer  eine 
Zahl  A,  welche  durch  p,  aber  nicht  durch  p^  theilbar  ist,  mithin 
auch  eine  Zahl  X%  welche  durch  p^,  aber  nicht  durch  |)^+i  theilbar 
ist.  Sind  nun  p,  p\  p"  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primideale, 
und  haben  A',  l"  .  .  .  ähnliche  Bedeutung  für  |)' ,])"... ,  wie  X  für 
|),  so  existirt  immer,  wenn  e,  e',  e"  .  .  .  gegebene  Exponenten  be- 
deuten, eine  Zahl  rj,  welche  den  gleichzeitigen  Congruenzen 

1?  =  A^  (mod.  |)^+i),     71  =  A'^'  (mod.  p''"^^), 
7]  =  l"^"  (mod.  p"^"+^)  .  .  . 

genügt,  weil  die  Moduln  relative  Primideale  sind.  Dann  ist  offen- 
bar \{ri)  ==  mp'p'^'p"^"  .  .  .,  und  das  Ideal  m  ist  durch  keines  der 
Primideale  p^  p\  p"  theilbar.     Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Sind  a,  b  ^wei  beliebige  Ideale^  so  giebt  es  immer  ein  solches 
relatives  Primideal  m  zu  b,  dass  am  ein  IlauiMdeal  ivird.  Sind 
nämlich  p,  |)',  p"  .  .  .  alle  von  einander  verschiedenen  in  o.h  auf- 
gehenden Primideale,  und  ist  a  =  p'^p'^'p"^"  .  .  .  (wo  die  Ex- 
j)onenten  e,  e\  e". . .  auch  =  0  sein  können),  so  giebt  es,  wie  eben  ge- 
zeigt ist,  ein  durch  a  theilbares  Hauptideal  x{7])  =  am  der  Art, 
dass  b  und  m  relative  Primideale  sind. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  jedes  Ideal  a,  welches  kein  Hauptideal 
ist,  immer  als  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  zivei  Haupt- 
idealen angesehen  werden  kann ;  hat  man  nämlich  nach  Belieben 
ein  durch  q  theilbares  Hauptideal  i(rj')  =  ah  gewählt,  so  kann 
man  immer  ein  zweites  i(>^)  =  am  so  wählen,  dass  b  und  m  re- 


462  Supplement  X. 

lative  Primideale  werden;  die  sämmtlichen  Zahlen  des  Ideals  a 
sind  dann  von  der  Form  rj cj -\- tj^ (o\  wo  oj,  «'  alle  Zahlen  in  o 
durchlaufen. 


§.  164. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  Eintheilung  der  Ideale  des  Körpers 
Sl  in  Classen  über,  welche  auf  folgenden  Grundlagen  beruht. 

1.  Das  System  E  aller  Hauptideale  besitzt  folgende  fundamen- 
tale Eigenschaften*). 

I.  Jedes  Froduct  aus  zwei  Idealen  in  E  ist  ivieder  ein  Ideal 
in  E.     Denn  es  ist  i(t})i(r]')  =  \(r]rj'y 

IL  Si7id  e  und  ee'  Ideale  in  E^  so  ist  auch  e'  ein  Ideal  in  E, 
Ist  nämlich  e  =  i  (i^),  e  e'  =  i  (rj") ,  so  ist  rj"  theilbar  durch  rj ,  also 
7}"  =  rjfj'^  woraus  e'  =  i(t^')  folgt. 

III.  Ist  Q  ein  beliebiges  Ideale  so  giebt  es  immer  ein  Ideal  m 
der  Art,  dass  a  m  ein  Ideal  in  E  wird.  Denn  es  sei  rj  irgend  eine 
von  Null  verschiedene  Zahl  in  a,  so  ist  das  Ideal  c  =  i  (t?)  theilbar 
durch  a,  und  folglich  existirt  (nach  §.  163,  6.  oder  7.)  ein  Ideal  in, 
welches  der  Bedingung  am^=  e  genügt. 

Wir  nennen  nun  zwei  Ideale  a,  a'  äquivalent^  wenn  ein  Ideal 
m  der  Art  existirt,  dass  beide  Producte  am,  a'm  dem  Sj^stem  E 
angehören  **).  Sind  ferner  o',  a"  äquivalent,  giebt  es  also  ein  Ideal 
m'  der  Art,  dass  a'm',  a"m'  Ideale  in  E  sind,  so  gehören,  wenn 
a'mm'  =  m"  gesetzt  wird,  auch  die  Producte  am"  =  (am)  (a'm') 
und  a"m"  =  (a'm)(a"m')  dem  System  E  an  (zufolge  L),  d.  h.  die 


*)  Diese  drei  Eigenschaften  sind  aber  nicht  charakteristisch  für  das  Sy- 
stem E  der  Hauptideale,  sondern  sie  kommen  auch  anderen  Systemen  zu, 
für  welche  dann  nothwendig  dieselben  Gesetze  der  Classification  gelten, 
Giebt  es  z.  B.  in  H  keine  Einheit,  deren  Norm  =  —  1  ist,  und  nimmt  man  ein 
Ideal  \{ri)  nur  dann  in  das  System  E  auf,  wenn  iV('?)  positiv  ist,  so  hat  auch 
dieses  System  E  dieselben  drei  Eigenschaften  (vergl.  Kronecker :  Ueher  die 
Classenanzahl  der  aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  complexen  Zahlen ; 
Monatsber.  d.  Berliner  Ak.  23.  Juli  1863).  Ebenso  könnte  man  in  E  alle 
Ideale  einer  ganzen  Gruppe  von  Classen  aufnehmen ,  z.  B.  alle  diejenigen, 
welche  dem  Hauptgeschlecht  angehören. 

**)  Diese  Definition  kann  offenbar  auch  durch  die  folgende  ersetzt 
werden :  zwei  Ideale  q,  a'  heisscn  äquivalent,  wenn  es  zwei  Ideale  e,  e'  in  E 
giebt,  welche  der  Bedingung  oe'  =  o'e  genügen. 
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dem  Ideale  a'  äquivalenten  Ideale  a,  a"  sind  aucli  einander  äqui- 
valent. Hieraus  allein  folgt  schon  die  Möglichkeit,  alle  Ideale  in 
Classen  einzutheilen :  eine  Classc  ist  der  Inbegriff  aller  Ideale, 
welche  einem  bestimmten  Ideal  äquivalent  sind. 

Das  System  E  selbst  bildet  eine  solche  Classe.  Gehören  nämlich 
e,  e',  e"  diesem  System  an,  so  gilt  (zufolge  I.)  dasselbe  von  den  Pro- 
ducten  ee",  e'e",  d.  h.  e,  e'  sind  äquivalent  und  gehören  folglich  in 
eine  und  dieselbe  Classe.  Sind  umgekehrt  e,  e'  äquivalent,  und  ge- 
hört e  dem  System  E  an,  so  gilt  dasselbe  von  e';  denn,  wenn  e,  ee", 
e'  e"  Ideale  in  E  sind,  so  gehört  (zufolge  II.)  auch  e",  mithin  auch  e' 
dem  Systeme  E  an.     Diese  Classe  E  soll  die  Hauptclasse  heissen. 

Durchläuft  nun  a  alle  Ideale  einer  Classe  JL,  b  alle  Ideale  einer 
Classe  B^  so  gehören  alle  Producte  ab  einer  und  derselben  Classe 
an,  welche  mis  A  undB  zusammengesetzt  heissen  und  mit  AB  be- 
zeichnet werden  soll;  gehören  nämlich  am,  a' m,  bn,  b'n  der  Hauptclasse 
E  an,  so  gilt  (zufolge  I.)  dasselbe  von  (ab)  (tnn)  =  (am)(bn)  und 
(a'bO  (mn)  =  (a'm)  (b'n).  Offenbar  i^i  AB  =  BA,  {AB)  C  = 
A(BC)  u.  s.  w.  (vergl.  §.  147). 

Ist  a  ein  beliebiges  Ideal,  e  ein  Ideal  in  jEJ,  so  sind  a  und  ae 
äquivalent;  gehört  nämlich  am  dem  System  E  an,  so  gilt  dasselbe 
von  (ae)m  =  (am)e.    Hieraus  folgt  AE  =  A  (vergL  §.  148,  1.). 

Da  ferner  jedes  gegebene  Ideal  a  (zufolge  III.)  durch  Multi- 
plication  mit  einem  Ideal  m  in  ein  Ideal  der  Hauptclasse  E  ver- 
wandelt werden  kann,  so  gehört  zu  jeder  gegebenen  Classe  A  auch 
eine  entgegengesetzte  Classe  M  (oder  A~^)  der  Art,  dass  AM  =  E 
wird,  und  zwar  nur  eine  einzige,  weil  aus  AM'  ■=  E  auch  AM' M 
=  EM^  d.  h.  M'  =:  M  folgt.  Allgemein  ergiebt  sich  hieraus,  dass 
^M^  AB  —  AG  stets  B  =  G  folgt  (vergL  §.  148,  2.). 

2.  Dass  nun  die  Anzahl  aller  Idealclassen  endlich  ist,  beruht 
auf  einer  tieferen  Eigenschaft  des  Systems  E  aller  Hauptideale, 
welche  jetzt  zu  besprechen  ist.  Bilden  die  ganzen  Zahlen  oji, 
0)2  ..  .  con  eine  Grundreihe  (oder  irgend  eine  Basis)  des  Körpers 
5i,  und  setzen  wir  (wie  in  §.  159)  «  =  ^hco^^  H=  N(co)^  so  ist 
//  eine  homogene  Function  ?^ten  Grades  der  Coordinaten  h^  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten ;  bedeutet  nun  s  die  Summe  der 
absoluten  Werthe  dieser  Coefficienten,  so  besteht  folgender  Satz: 

Ist  a  irgend  ein  Ideale  so  gieht  es  immer  ein  durch  a  theiJhares 
Hauptideal,  dessen  Norm  ^sN(a)  ist.  Man  gebe  jeder  der  »^ Coor- 
dinaten h,  alle  (h  -}-  1)  Werthe  0,  1,  2  . . .  h,  wo  Je  ^  7N(a)  <  7^  +  1 ; 
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da  die  Anzahl  (h  -j-  1)"  der  so  entstehenden  ganzen  Zahlen  co  grösser 
als  N(a)  ist,  so  müssen  zwei  ungleiche  von  ihnen  einander  con- 
gruent  (mod.  o)  sein;  ihre  Differenz  rj  wird  dann  eine  von  Null 
verschiedene,  durch  a  theilbare  Zahl,  und  da  die  absoluten  Werthe 
ihrer  Coordinaten  den  Werth  h  nicht  übersteigen,  so  ist  N('r])  ab- 
solut genommen  ^  s  7i"  ^  s  N(a) ;  das  Hauptideal  i  (^)  hat  daher 
die  geforderte  Eigenschaft.  Derselbe  Satz  kann  offenbar  auch  so  aus- 
gesprochen werden:  Jedes  Ideal  a  kann  in  ein  Hauptideal  ver- 
wandelt werden  durch  Multiplication  mit  einem  Ideal  m,  dessen 
Norm  ^  s  ist. 

Hierzu  tritt  folgende  Ueherlegung.  Durchläuft  q  ein  voll- 
ständiges Restsystem  (mod.  m),  so  nimmt  auch  \  -\-  q  lauter  incon- 
gruente  Werthe  an,  woraus  durch  Addition  leicht  folgt,  dass  die 
Zahl  m  =  N(rn)  durch  m  theilbar,  dass  also  m  ein  Theiler  des 
Hauptideals  t(m)ist.  Da  nun  jedes  Ideal  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Theilern  besitzt  (§.  163,  2.),  so  giebt  es  auch  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Idealen  m,  deren  Normen  einen  gegebenen 
Werth  m  besitzen,  mithin  aucli  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Idealen  m,  deren  Normen  einen  gegebenen  Werth  s  nicht  über- 
treffen. Zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  giebt  es  daher  eine 
endliche  Anzahl  von  Idealen  m  der  Art,  dass  jedes  beliebige  Ideal 
0  durch  Multiplication  mit  einem  dieser  Ideale  m  in  ein  Hauptideal 
verwandelt  werden  kann;  dieser  wichtige  Zusatz  zu  der  Eigen- 
schaft III.  des  Systems  E  kann  offenbar  auch  so  gefasst  werden: 
Die  Änmhl  der  Idealclassen ,  d.  h.  die  Anzahl  der  nicht  äqui- 
valenten Ideale  ist  endlich. 

3.  Es  leuchtet  nun  ein,  dass  alle  Sätze  über  Perioden  oder 
über  Gruppen  von  Classen  quadratischer  Formen  (§.  149)  ohne 
Weiteres  auf  unsere  Idealclassen  übertragen  werden  können.  Wir 
heben  hier  nur  die  einzige  Folgerung  hervor: 

Jedes  Ideal  hann  durch  Fotenzirung  in  ein  Hauptideal  venvandelt 
werden.  Ist  also  a  ein  Ideal,  so  giebt  es  immer  einen  positiven  ganzen 
rationalen  Exponenten  m  (Divisor  der  Classenanzahl)  der  Art,  dass 
a"'  ein  Hauptideal  i(i^)  wird;  ist  nun  a  irgend  eine  Zahl  des  Ideals 
0,  so  ist  w"^  theilbar  durch  rj ,  mithin  a  theilbar  durch  die  ganze 
Zahl  Vn  (§•  160,  3.).  Ist  p«  die  höchste  in  a  aufgehende  Potenz 
eines  Primideals  p,  so  istme  der  Exponent  der  höchsten  in  tj  auf- 
gehenden Potenz  von  p;  hieraus  folgt  leicht,  dass  umgekehrt  jede 
durch  'j/ri  theilbare  Zahl  a  in  o  dem  Ideale  a  angehört;  denn  da 


I 
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04'^*  tlieilbar  durch  rj  ist,  so  ist,  wenn  p«  die  höchste  in  «aufgehende 
Potenz  von  p  bedeutet,  ma  ^  me,  also  a  ^  e,  mithin  geht  p^  auch 
in  a  auf  (§.  163,  5.).  J)as  Ideal  a  besteht  daher  aus  allen  durch 
y^l  theilbaren  Zahlen  in  d. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Vorhergehenden  ist  der 
wichtige  Satz:  Je  swei  ganze  Zahlen  ^,  v  besitzen  einen  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  d  der  Art,  dass  die  Quotienten  (i:ö,  v:d 
relative  Primzahlen  werden.  Denn  bildet  man  in  irgend  einem 
Körper  Sl^  welchem  die  beiden  Zahlen  jix,  v  angehören,  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  a  der  beiden  Hauptideale  t(/Lt),  i(i;),  so 
wird,  wenn  a"*  =  {(rj)  ist,  \/rj  z=  d  ein  solcher  grösster  gemein- 
schaftlicher Divisor  von  ^i^  v;  natürlich  giebt  es  unendlich  viele 
solche  Zahlen  ö,  w^elche  aber  nicht  wesentlich  verschieden  sind 
(§.  160,  6.). 

Auf  die  weitere  Entwicklung  unserer  Theorie  der  Ideale ,  wie 
z.  B.  auf  die  Untersuchung  des  Zusammenhangs  zwischen  den 
Idealen  zweier  verschiedenen  Körper  müssen  wir  hier  verzichten. 


§.  165. 

Die  Theorie  der  Ideale  eines  Körpers  Sl  hängt  unmittelbar  zu- 
sammen mit  der  Theorie  der  zerlegbaren  Formen.,  welche  demselben 
Körper  entsprechen;  wir  beschränken  uns  hier  darauf,  diesen  Zu- 
sammenhang in  seinen  Grundzügen  anzudeuten. 

1.  Ist  i^  ein  Product  aus  n  homogenen  linearen  Functionen 
/i,/2  .  .  .  fn  von  n  Variabein  h^^h^  .  .  .  hn^  so  wollen  wir  das  De- 
terminantenquadrat 

setzen  und  die  Determinante  der  homogenen  zerlegbaren  P'unction 
i^  nennen*).     Aus 

dnogF^  8  log/,  a  log/, 

chrdhs  dhr       dhs 

folgt  die  Gleichung 

1  n 


''')  Für  quadratische  Formen  ist  diese  Determinante    das  Vierfache    von 
der  in  §.  53  definirten  Determinante. 

Dirichlet,    Zahleiitheorie.  qq 
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welcher  man  verschiedene  andere  Formen,  z.  B.  auch  die  folgende 


F 

dF 
dhl 

dF 

dhn 

dF 

d'F 

d^F 

dhl 

dh\ 

dhidhn 

dF 

d^F 

d'^F 

dhn 

dh-ndhi 

dhl 

{~l)"F"~-^^(F) 


geben  kann.  Besitzt  F  lauter  ganze  rationale  Coefficienten,  so 
wollen  wir  ihren  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  /  auch  den 
Theiler  der  Form  i^  nennen  (vergl.  §.  61);  da  sich  nun  leicht  all- 
gemein zeigen  lässt,  dass  der  Theiler  eines  Productes  aus  beliebigen 
Formen  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  gleich  dem  Producte 
aus  den  Theilern  der  einzelnen  Formen  ist*),  so  folgt  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung,  dass  ^d(F)  eine  ganze  rationale,  durch  V^ 
theilbare  Zahl  ist. 

2.  Aus  der  Definition  eines  Ideals  a  (§.  163,  1.)  ergiebt  sich 
(zufolge  §.  161),  dass  die  sämmtlichen  in  ihm  enthaltenen  Zahlen 
a  von  der  Form 

«  =  S  x,a^  (1) 

sind,  wo  die  Zahlen  «i,  «.^  •  •  .  «n  particuläre  Zahlen  des  Ideals  a 
bedeuten,  während  Xi^  x^  .  •  .  Xn  alle  ganzen  rationalen  Zahlen 
durchlaufen  dürfen.  Bilden  nun  die  Zahlen  «i,  tag  •  •  •  ^n  eine  be- 
stimmte Grundreihe  des  Körpers  5i  (§.  162,  1.),  so  wollen  wir  die 
n  Zahlen 

a   =  Ya^'-^cj  ,  (2) 

welche  eine  Basis  des  Ideals  a  bilden,  in  ihrer  Aufeinanderfolge 
immer  so  wählen,  dass  ihre  Coordinaten  a^''^  eine  positive  Deter- 
minante 

a  =  ^ ±aU2'  .  .  .  a^^  =  N(a)  (3) 

besitzen;  ferner  ist  die  von  der  Wahl  der  Basis  unabhängige  Dis- 
criminante 

z/(a],  ao  .  .  .  «„)  =  a2z/(5i).  4) 

Damit  die  Zahlen  cc  wirklich  ein  Ideal  bilden,  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  die  sämmtlichen  Producte  a^w^/  wieder 
Zahlen  in  a  sind;  es  wird  daher 


■•)  Vergl.   Gauss:  D.  A.  art.  42. 


aco 
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WO  die  n'^  Grössen  X^*)  homogene  lineare  Functionen  der  Veränder- 

r  ~ 

liehen  x^^  X2  .  .  .  x,,  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  bedeuten, 
und  hieraus  folgt 

iN^(a)  =  aX,  .  (6) 

wo  die  Determinante 

Xr=  2±XlXr  .  .  X^-)  '  (7) 

eine  homogene  Form  nten  Grades  von  Xi^  x^  .  .  .  Xn  bedeutet;  ihre 
Coefficienten  sind  ganze  rationale  Zahlen,  und  man  erkennt  leicht, 
dass  diese  Form  X  irreductibel  ist,  weil  sie  durch  die  lineare  Func- 
tion a  und  folglich  auch  durch  alle  mit  a  conjugirten  Functionen 
algebraisch  theilbar  ist  (vergi.  §.  159).  Aus  (4)  und  (6)  folgt  ihre 
Determinante 

zl  (X)  =r.  zJ  (Sl).  (8) 

Ist  ferner  Je  eine  gegebene  ganze  rationale  (von  Null  verschie- 
dene) Zahl,  so  kann  man  den  Variabein  x^  stets  solche  ganze  ra- 
tionale Werthe  beilegen,  dass  X  relative  Primzahl  zu  h  wird.  Man 
kann  nämlich  a  durch  Multiplication  mit  einem  Ideal  m,  welches 
ein  relatives  Primideal  zu  x(k)  ist,  in  ein  Hauptideal  \(cc)  =  am 
verwandeln  (§.  163,  7.);  ist  nun  \)  irgend  ein  in  m  aufgehendes 
Primideal,  und  p  die  durch  p  theilbare  rationale  Primzahl  (§.  163, 3.), 
so  kann  h  nicht  durch  p  theilbar  sein,  und  da  N{xn)  ein  Product 
aus  Potenzen  solcher  Primzahlen  p  ist  (§.  163,  5.),  so  ist  N{m)  re- 
lative Primzahl  zu  h  Nun  ist  a  in  a  enthalten,  also  von  der  Form 
(1),  wo  die  Grössen  x^  bestimmte  ganze  rationale  Werthe  haben, 
und  N{a)  =  aX;  da  andererseits  i(a)  =  am,  also  N(a)  =  -i:aN('m) 
ist  (§.  163,  6.),  so  ergiebt  sich,  dass  X  =  i  X(m)  relative  Prim- 
zahl zu  h  ist,  was  zu  beweisen  war  (vergl.  §.  93).  Hieraus  folgt 
von  selbst,  dass  X  eine  ursprüngliche  Form  ist,  d.  h.  dass  ihre 
Coefficienten  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 

Wenn  in  dem  Körper  Sl  keine  Einheit  existirt,  deren  Norm 
=  —  1  ist ,  so  wollen  wir  ein  Hauptideal  i  (ij)  nur  dann  in  die 
Hauptclasse  E  aufnehmen,  wenn  iV(t?)  positiv  ist;  ebenso  sollen 
zwei  Ideale  a,  a'  nur  dann  äquivalent  heiss^n  und  in  dieselbe  Classe 
aufgenommen  werden,  wenn  beide  durch  Multiplication  mit  dem- 
selben Ideale  m  in  Ideale  der  Hauptclasse  E  verwandelt  werden 
(vergl.  §.  164.  Anm.).  Gehört  nun  das  Ideal  a  der  Classe  Ä  an,  so 
leuchtet  ein,    dass  jeder  positive  Werth   der  Form  X,    welcher 

30* 
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ganzen  rationalen  Werthen  x^  entspricht,  die  Norm  eines  zur  entgegen- 
gesetzten Classe  A~'^  gehörenden  Ideals  m  ist,  und  dass  umgekehrt 
die  Norm  eines  jeden  solchen  Ideals  m  durch  die  Form  X  darge- 
stellt werden  kann.- 

Wählt  man  statt  der  Basiszahlen  «i,  «2  .  .  .  «„  des  Ideals  an- 
dere /3i,  /32  .  .  .  /3„,  welche  aber  ebenfalls  der  Bedingung  genügen, 
dass  die  aus  ihren  Coordinaten  gebildete  Determinante  positiv  ist, 
so  ist 

ßr  =   S  Cr,,  a,  ,       2  ±  Ci,i  C2,2   .   .   .   C„,n  =  +  1 ,  (9) 

und  die  der  Basis  «i,  «o  .  .  .  ocn  entsprechende  Form  X  geht  durch 
die  Substitution 

^r=Sc,,,.^„  (10) 

deren  Coefficienten  c^^r  ganze  rationale  Zahlen  sind,  in  eine  äqui- 
valente Form  Y  über,  welche  der  neuen  Basis  entspricht.  Umge- 
kehrt: ist  Y  eine  mit  X  äquivalente  Form,  d.  h.  geht  X  durch 
eine  ganzzahlige  Substitution  (10),  deren  Determinante  ==4-1  ist, 
in  Y  über,  so  giebt  es  offenbar  eine  Basis  des  Ideals  a,  welcher  diese 
Form  Y  entspricht.  Allen  Basen  desselben  Ideals  a  entspricht  daher 
eine  bestimmte  Formenclasse^  d.h.  ein  System  von  Formen X,  Y.. ., 
der  Art,  dass  je  zwei  von  ihnen  einander  äquivalent  sind,  und  wir 
wollen  sagen,  dass  diese  Formenclasse  dem  Ideale  a  entspricht. 
Ist  ferner  rj  eine  ganze  Zahl  von  positiver  Norm,  so  bilden  die  n 
Producte  rja^  eine  Basis  des  Ideals  a\(r})^  und  hieraus  folgt  un- 
mittelbar, dass  allen  mit  a  äquivalenten  Idealen,  also  einer  ganzen 
Idealclasse,  auch  dieselbe  Formenclasse  entspricht.  Auf  die  Frage, 
wie  vielen  Idealclassen  eine  und  dieselbe  Formenclasse  entspricht, 
gehen  wir  hier  nicht  ein. 

3.  Bilden  die  Zahlen  «i ,  «2  .  .  .  a„  die  Basis  eines  Ideals  a, 
ebenso  die  Zahlen  ß^^  ß^  .  .  .  ßn  die  Basis  eines  Ideals  B,  so  hängen 
die  Basiszahlen  yi,  y^  .  .  -  yn  des  Productes  c  =  a  6  mit  denen  der 
Ideale  a,  b  durch  Gleichungen  von  der  Form 

^ß.^^Lp:^'?,.    7r  =  ^f/^,ß,  (11) 

zusammen,  wo  die  sämmtlichen  2  n^  Orössen  p  und  q  ganze  ratio- 
nale Zahlen  bedeuten;  durch  Substitution  erhält  man 

^^M'gM'  _  1     oder     =0,  (12) 

je  nachdem  r  =  .s  ist  oder  nicht.  Bezeichnet  man  mit  P  alle  aus 
den  Zahlen  p  gebildeten  Determinanten  wten  Grades,  mit  Q  die  ent- 
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sprechenden  Determinanten  aus  den  Zahlen  g,  so  folgt  hieraus  nach 
einem  bekannten  Satze 

IPQ^l]  (13) 

also  haben  die  Determinanten  P  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler. 
Führt  man  nun  drei  Systeme  von  je  ^^  Variabein  x^y^^  ein,  und  setzt 

a  =  ^x,cc,,    ^  =  V'2/,A,    r  =  l^,n,  (14) 

so  wird 

N(a)  =  aX,   N(ß)  =  h  F,    N{y)  =  cZ,  (15) 

wo  X,  Y,  Z  die  zu  a,  b,  c  gehörigen  Formen  bedeuten,  und 

a  =  B{Qc),     h  =  N{b),    c  =  N(c)  =  ab  (16) 

ist.  Zwischen  diesen  Formen  findet  nun  folgender  Zusammenhang 
Statt.     Setzt  man 

c^ß=-y.  (17) 

so  werden  die  Variabein  ^  bilineare  Functionen  von  den  Varia- 
bein X  und  2/,  nämlich 

^,  =  SÄ'^'^,2/,m  (18) 

und  da  gleichzeitig  N(a)N(ß)  =  iV(y),  d.  h. 

XY=Z  (19) 

wird,  so  geht  die  Form  Z  durch  diese  bilineare  Substitution  in  das 
Product  der  beiden  Formen  X,  F  über,  und  wir  wollen  sagen,  die 
Form  Z  sei  aus  den  beiden  Formen  X,  Y  zusammengesetzt. 
Zwischen  diesen  Formen  und  der  bilinearen  Substitution  findet 
nun  ein  einfacher  Zusammenhang  Statt;  da  nämlich  v 

„^..=  v|j,,,    /5«.=  v||,,  (20) 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  r  die  Werthe  1,  2  ...  7^  durchlaufen 
lässt,  für  Sl  die  n  mit  Sl  conjugirten  Körper  setzt  und  die  De- 
terminanten nimmt, 

X=:V    +    |fi...|fiS         r==V    +    |fl...|fi^;  (21) 

—  dyi  dyn  ^^\  ^^n 

die  Formen  X,  Y  sind  daher  durch  die  Substitution  (18)  völlig  be- 
stimmt.    Bezeichnet  man  ferner  mit 

a*  =:^^x\a,  "  (22) 

die  zu  a  adjungirte  Function  (§.  159,  (8)  und  (38)),  so  ist 

iV(a)  =  aX=  wa',  (23) 

und  die  n  Grössen  x'  sind  homogene  Functionen  {n  —  l)ten  Grades 
von  den  Variabein  x  mit  rationalen  Coefficienten.  Durch  Multipli- 
cation  mit  ß  ergiebt  sich 
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aX^y,ß,  =  ya'-  (24) 

mithin  sind  die  n  Grössen 

V,  =  Xy,  (25) 

bilineare  Functionen  von  den  Variabein  x\  z  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten;  da  ferner 


'dx'r 

SO  ergiebt  sich,  wie  oben, 

Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Form  Z  durch  die  bilineare  Substitution 
(18)  vollständig  bestimmt  ist;  denn  bezeichnet  man  mit  w^'')  den 
Coefficienten  des  Elementes 

^  ^yr  ^  ~  'dyi'  '  '  dyn' 

so  ist  auch 

v^=lu':'^,.        '  (28) 

und  die  n^  Grössen  u^^'\  welche  homogene  Functionen  (n — l)ten 
Grades  der  Variabein  x  mit  ganzen  rationale»  Coefficienten  sind, 
lassen  sich  folglich  als  homogene  ?meare  Functionen  der  n  Grössen 
x'  darstellen.  Statt  der  letzteren  kann  man  auch  n  solche  lineare 
Functionen  von  den  n^  Grössen  ^^'"^  mit  ganzen  rationalen  Coeffi- 
cienten einführen,  durch  welche  sich  umgekehrt  auch  die  n^  Grössen 
u^^^  als  lineare  Functionen  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  dar- 
stellen lassen.  Auf  die  nähere  Untersuchung  dieser  Eigenschaften 
der  hier  auftretenden  bilinearen  Substitutionen  können  wir  aber 
nicht  mehr  eingehen. 

4.  Die  ursprünglichen  Formen  X,  welche  den  sämmtlichen 
Idealen  des  Körpers  Sl  entsprechen  und  alle  dieselbe  Determinante 
z/(<ß)  besitzen,  bilden  nur  einen  speciellen  Fall  der  Formen  H, 
welche  jeder  beliebigen  Basis  «1,0)2  ...  «„  des  Körpers  Sl  ent- 
sprechen (§.  159).  Für  die  Untersuchung  dieser  Formen  ist  es 
zweckmässig,  den  Begriff  eines  Ideals  so  zu-erweitern,  dass  darunter 
ein  System  a  von  ganzen  Zahlen  a  des  Körpers  Sl  verstanden  wird, 
welche  sich  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  repro- 
duciren,  mit  der  ferneren  Bedingung,  dass  dieses  System  n  unab- 
hängige Zahlen  enthält,  oder  dass,  was  dasselbe  sagt,  jede  Zahl  des 
Körpers  durch  Multiplication  mit  einer  rationalen,  von  Null  ver- 
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schieden en  Zahl  in  eine  Zalil  a  des  Systems  a  verwandelt  werden 
kann.  Congruenzen  in  Bezug  auf  ein  solches  Ideal  Q  als  Modul 
können  addirt,  subtrahirt  und  mit  beliebigen  Zahlen  des  Ideals 
multiplicirt  werden.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  aber  das  Sy- 
stem iüler  Zahlen,  mit  welchen  solche  Congruenzen  multiplicirt 
werden  dürfen,  d.  h.  aller  Zahlen,  welche  durch  Multiplication  mit 
allen  Zahlen  des  Ideals  a  in  Zahlen  desselben  Ideals  a  verwandelt 
werden;  man  erkennt  sofort,  dass  dies  System  selbst  ein  Ideal  ist, 
welches  die  Zahl  1  enthält.  Dieses  Ideal  kann  die  Ordnung  von  a 
oder  auch  ein  Einheitsideal  genannt  werden,  weil  für  die  in  ihm 
enthaltenen  Zahlen  die  von  Dirichlet^)  aufgestellte  Theorie  der 
Einheiten  gilt,  und  wir  wollen  uns  im  Folgenden  auf  die  Dar- 
stellung dieser  Dirichlet'schen  Principien  beschränken,  indem  wir 
auf  die  weitere  Entwicklung  der  allgemeinen  Theorie  der  Ideale 
verzichten. 


§.  166. 

Wir  nehmen  im  Folgenden  an,  dass  die  Basiszahlen  öi,g32...g?„ 
des  Körpers  ii  zugleich  die  Basiszahlen  einer  Ordnung  o  sind,  d.  h. 
dass  die  Zahl  1  und  alle  Producte  co^co^t  ganze  Coordinaten  haben, 
woraus  schon  folgt,  dass  die  Basiszahlen  selbst  ganze  Zahlen  sind. 
Die  Zahlen  in  o,  d.  h.  alle  Zahlen  «  ==  V/^^«^,  deren  Coordinaten 
h  ganze  rationale  Zahlen  sind,  haben  nun  folgende  Eigenschaften. 

1 .  Ist  G)  eine  Zahl  in  o ,  so  ist  au  eh  die  zu  ihr  adjungirte 
Zahl  (o'  in  o  enthalten. 

Da  nämlicli  co  einer  Gleichung  t/^ten  Grades  mit  ganzen  ratio- 
nalen Coeflicienten  genügt,  deren  letzter  =  N  («)  =  cö  co'  ist,  so  er- 
hält man  durch  Division  mit  co  eine  Gleichung  von  der  Form 

G)'  =   C  -|-  Ci  CT  -|-  <^2  ^^  +    •   •   '  •> 

WO  e^  Cy,  c-i  ,  .  .  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  mithin  ist  o?'  in 
0  enthalten. 

2.  Den  mit  5i  conjugirten  n  Körpern  entspreclien  ebensoviele 
homogene  lineare  Functionen  cd  der  Coordinaten  /^,  und  ihr  Pro- 
duct  N{g))  wird,  wenn  die  Coordinaten  ganze  Zahlen  sind,  ebenfalls 

*)  Vergl. 
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eine  ganze  rationale  Zahl  und  folglich  ahsolut  ^  1 ,  ausgenommen, 
wenn  alle  Coordinaten  verschwinden.  Die  n  mit  U  conjugirten 
Körper  enthalten  entweder  nur  reelle  Zahlen,  oder  es  treten  auch 
Paare  von  zwei  solchen  Körpern  auf,  dass  wenn  der  eine  die  imagi- 
näre Zahl  X  -\-yi  enthält,  die  conjugirte  Zahl  x  ~yi  sich  in  dem 
andern  vorfindet.  Wir  wollen  die  Anzahl  dieser  imaginären  Paare 
mit  n  —  V,  also  die  Anzahl  der  reellen  Körper  mit  2v  —  n  bezeich- 
nen;  dann  ist  v  die  Gesammtanzahl  aller  reellen  Körper  und  imagi- 
nären Paare.  Die  einem  imaginären  Paare  entsprechenden  beiden 
Functionen  co  sind  von  der  Form  u  -\-vi  und  u  —  vi^  wo  u  und  v 
zwei  homogene  lineare  Functionen  der  Coordinaten  bedeuten.  Diese 
2(n  —  v)  Functionen  u^  v  und  die  den  reellen  Körpern  entsprechen- 
den (2v  —  li)  Functionen  cj  bilden  ein  System  von  ^^  reellen  Functio- 
nen, die  wir  gemeinschaftlich  mit  w  bezeichnen  wollen,  und  deren 
Functionaldeterminante 

=  (2i)^-«yz/(«i,   CD,    ,.   .   (On), 

also  von  Null  verschieden  ist,  weil  die  Zahlen  coi^  cj,  .  .  .  cJn  von 
einander  unabhängig  sind.  Die  Variabein  h  sind  daher  umgekehrt 
völlig  bestimmte  lineare  Functionen  von  den  Grössen  w;  durch- 
laufen nun  die  letzteren  stetig  alle  reellen  Werthe,  welche  absolut 
kleiner  als  eine  gegebene  Constante  sind,  so  bleiben  auch  die  ab- 
soluten Werthe  der  Grössen  h  kleiner  als  eine  entsprechende  Con- 
stante und  folglich  wird  auf  diese  Weise  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Zahlen  der  Ordnung  ü  erzeugt,  vielleicht  gar  keine. 

Verstehen  wir,  wie  üblich,  unter  dem  Modulus  M  (^)  einer  com- 
plexen  Grösse  0  =  x  -\-  yi  die  positive  Quadratwurzel  aus  (x^  -\-  ?/2), 
so  können  wir  dies  Resultat  auch  so  aussprechen:  Es  giebt  in  d 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  co  der  Ärt^  dass  die  Moduln 
aller  mit  to  conjugirten  Zahlen^  also  auch  die  absoluten  Werthe  der 
Grössen  w  Meiner  als  eine  vorgeschrielene  Constante  ausfallen. 

3.  Wir  theilen  nun  die  n  Körper,  also  auch  die  n  Functionen 
G9  nach  Belieben  in  zwei  Reihen,  doch  so,  dass  jede  dieser  Reihen 
wenigstens  eine  Function  enthält,  und  dass  je  zwei  Functiünen 
u-\^vi  eines  imaginären  Paares  in  eine  und  dieselbe  Reihe  fallen 
(also  ist  der  Fall  n  =  1  auszunehmen,  ebenso  der  Fall  n  ==  2  bei 
negativer  Grundzahl).  Bedeutet  ferner  c  den  grössten  Werth, 
welchen  die  Modulsumme  S  M((x}i)  in  irgend  einer  der  n  Functio- 
nen 03  erreicht,  so  gilt  folgender  Satz: 
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Ist  a  ein  beliebig  Meiner^  b  ein  beliebig  grosser  positiver  ge- 
gebener Werth^  so  giebt  es  in  o  eine  solche  Zahl  g>,  dass  M{co)  in 
der  ersten  Beihe  <  a,  in  der  mveiten  >&,  und  dass  N{co)  absolut 
<  (3  cY  wird. 

Ist  Iv  eine  bestimmte  positive  ganze  rationale  Zahl,  und  legt 
man  jeder  Coordinate  h  einen  der  (k-\-  1)  Werthe  0,  1,  2  ...  ^  bei, 
so  wird  durchweg  M{g))^c%  und  die  w  Werthe  w  liegen  zwischen 
den  Grenzen  4:  clv.  Wir  betrachten  nun  zunächst  die  der  ersten 
Reihe  angehörigen  r Functionen  «oder  iv\  da  w>r>0,  und  ^>  0 
ist,  so  ist  auch 

n  n 

(Ä;-f  1)"^>^^+1, 

und  folglich  kann  man  eine  positive  ganze  rationale  Zahl  m  so 
wtihlen,  dass 

wird ;  setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

,        2cl       ^    ,1-- 
m 
so  wird  das  Gebiet  aller  zwischen    den  Grenzen   -}:^ch  liegenden 
reellen  Werthe  durch  Einschaltung  der  (m — 1)  Zahlen 

—  c7v  +  (?,    —cli-^2d...—clx^-\-  (m  —l)d 

in  m  Intervalle  von  gleicher  Grösse- cZ  getheilt,  wobei  man  diese 
(m  —  1)  Zahlen  selbst  nach  Belieben  dem  einen  oder  anderen  der 
beiden  benachbarten  Intervalle  zurechnen  kann.  Da  nun  jeder 
der  r  Werthe  u)  aus  der  ersten  Reihe  einem  und  nur  einem  dieser 
m  Intervalle  angehört,  so  ist  m''  die  Anzahl  der  verschiedenen 
denkbaren  Fälle,  welche  die  Vertheilung  der  r  Werthe  w  auf  diese 
m  Intervalle  darbieten  kann.  Da  ferner,  wenn  jede  der  n  Coordi- 
naten  /^alle  (k  -f- 1)  Werthe  0, 1,2  ...  /b  durchläuft,  (7o  -|-  1)«  solche 
Systeme  von  r  zusammengehörigen  Werthen  w  entstehen,  so  müssen, 
weil  Qz  -f  \y>nV  ist,  mindestens  zwei  verschiedene  solche  Werth- 
systeme  hinsichtlich  ihrer  Vertheilung  auf  die  m  Intervalle  voll- 
ständig übereinstimmen,  in  der  Art,  dass  je  zwei  Werthe  uj\  w"^ 
welche  eine  und  dieselbe  Function  tu  in  diesen  beiden  Systemen 
annimmt,  auch  einem  und  demselben  Intervall  angehören.  Wird 
nun  das  System  der  r  Werthe  tv'  durch  die  Coordinaten  hi,  ferner 
das  System  der  r  Werthe  w"  durch  die  Coordinaten  h'/  hervorge- 
bracht, so  entspricht  den  Coordinaten  ht=h[  —  h'l  ein  System  von 


X 
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r  Werthen  w  =  w'  —  tv'\  welche  absolut  den  Wertli  d  nicht  über- 
steigen. Für  diese  ganzen  Coordinaten  h^^  welche  absolut  ^  h  sind 
und  nicht  sämmtlich  verschwinden,  wird  daher  in  der  ersten  Reihe 

n 

3f((X))  ^  (/V2  <  Sck^". 

Ist  ferner  P  das  Product  aus  den  r  Werthen  co  der  ersten 
Reihe,  und  N((X))  =  P§,  so  ergiebt  sich  M(F)  <  (dcfh'-", 
M(Q)  ^  (c7c)"-^  mithin  absolut 

N((d)  <  (3  c)\ 

Da  endlich  N(co)  eine  von  Null  verschiedene  ganze  rationale  Zahl 
ist,  so  wird  M(PQ)  =  M{F)M{Q)  ^  1,  also  Jf ((3)>(3c)-'/b"-'-; 
ist  nun  o)  eine  der  {n  —  r)  Functionen  der  zweiten  Reihe,  und  Q  = 
09  ^y,  so  ist  M{0)  ^  {c'kY~^~'^  ^  und  folglich  wird  in  der  zweiten 
Reihe 

Offenbar  kann  nun,  wie  klein  auch  a,  und  wie  gross  auch  ö  sein 
mag,"  Iv  stets  so  gross  gewählt  werden ,  dass  M{co))  in  der  ersten 
Reihe  <a,  in  der  zweiten  >h  ausfällt,  während  Nico)  absolut 
<  (3  cY  wird ;  was  zu  beweisen  war. 

4.  Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich,  indem  man 
dieselbe  Eintheilung  in  zwei  Reihen  beibehält,  dass  man  eine  nie 
abreissende  Kette  von  aufeinander  folgenden,  von  Null  verschiede- 
nen Zahlen  ca  in  o  aufstellen  kann,  deren  Normen  <  (3  c)'*  sind, 
und  welche  ausserdem  noch  die  zweite  Eigenschaft  besitzen,  dass 
M{co)  in  der  ersten  Reihe  kleiner,  in  der  ZAveiten  grösser  ausfällt, 
als  die  Moduln  aller  vorhergehenden  Zahlen  co  und  der  mit  ihnen 
conjugirten  Zahlen;  denn  bezeichnet  man  mit  a  den  kleinsten,  mit 
h  den  grössten  unter  allen  Moduln  der  schon  gebildeten  Zalden  o 
und  der  mit  ihnen  conjugirten  Zahlen ,  so  giebt  es  zufolge  des  be- 
wiesenen Satzes  immer  noch  eine  Zahl  co  der  Art,  dass  M{co)  in 
der  ersten  Reihe  <  a^  in  der  zweiten  >  h  ausfällt ,  während  N  {co) 
absolut  genommen  ebenfalls  <{^6e)"  wird;  diese  neue  Zahl  co  ist 
daher  auch  von  Null  und  von  allen  vorhergehenden  Zahlen  co  ver- 
schieden. Wir  theilen  nun  die  Zahlen  co  dieser  Kette  in  Gruppen  ein, 
indem  wir  zwei  von  ihnen  stets  und  nur  dann  in  dieselbe  Gruppe 
aufnehmen,  wenn  sie  dieselbe  Norm  m  besitzen,  und  wenn  ausser- 
dem die  Coordinaten  ihrer  Differenz  sämmtlich  durcli  m  theilbar 
sind ;  da  nun  die  hier  auftretenden  Normen  m  ganze  rationale  Zahlen 
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(und  absolut  <(3c)"  sind,  und  da  die  Coordinaten  einer  Zahl  w 
hinsichtlich  ihrer  Reste  (mod.  m)  höchstens  (+w)'*  verschiedene 
Fälle  darbieten  können,  so  kann  in  dieser  Kette  von  Zahlen  co  auch 
nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Gruppen  auftreten,  und 
folglich  muss  bei  hinreichender  Fortsetzung  der  nie  abbrechenden 
Kette  eine  Zahl  ß  in  ihr  erscheinen,  welche  mit  einer  früheren 
Zahl  a  in  dieselbe  Gruppe  fällt.  Dann  ist  also  N{a)  =  N(ß)  = 
ßß'  =  m,  und  «  =  /?  +  my  =  ß(l  -f  yß')^ß8,  wo  ß'  (zufolge  1.) 
und  7,  folglich  auch  f,  =  l  -{-  yß'  Zahlen  in  o  bedeuten ;  zugleich 
ergiebt  sich,  da  N(a)  =  N(ß)  =  N{ßs)  von  Null  verschieden  ist, 
N(e)  —  1,  und  aus  M{a)  =  M{ß)M{8)  folgt,  dass  M(e)  in 
der  ersten  Reihe  >1,  in  der  zweiten  <1  ist.  Versteht  man  unter 
einer  Einheit  im  Folgenden  stets  eine  Zahl  in  o,  deren  Norm  =  +  1 
ist,  so  haben  wir  daher  folgendes  Resultat  gewonnen: 

Es  giebt  eine  Einheit  von  der  Ärt^  dass  die  Moduln  der  mit 
ihr  conjugirten  Zahlen  in  der  ersten  Reihe  >  1 ,  in  der  ziveiten 
\     <  1  sind. 

5.  Multiplicirt  man  je  zwei  zusammengehörige  imaginäre 
Functionen  a  =  u-jr'^'i  ^^  einander,  so  bilden  diese  (n  —  v)  Pro- 
-  ducte  (u^.-{-v^)  und  die  (2v  —  n)  reellen  Functionen  cj  ein  System 
von  V  reellen,  tlieils  quadratischen,  th eil s  linearen  Functionen  /', 
/"  .  .  ./(^)  der  Coordinaten;  nennt  man  die  reellen  Bestandtheile 
ihrer  Logarithmen  kurz  die  (conjugirten)  Logarithmen  von  «,  so 
kann  man  das  eben  erhaltene  Resultat  auch  so  aussprechen : 

Theilt  man  die  v  Functionen  f  nach  Beliehen  in  swei  Reihen, 
doch  so,  dass  jede  dieser  Reihen  ivenigstens  eine  Function  enthält, 
so  existirt  stets  eine  Einheit  e,  deren  Logarithmen  e',  e"  .  .  .  e^^'^  po- 
sitiv oder  negativ  sind,  je  nachdem  sie  der  ersten  oder  der  zweiten 
Reihe  entsprechen. 

Da  die  Summe  der  Logarithmen  einer  Zahl  w  gleich  dem  reel- 
len Bestandtheile  des  Logarithmen  von  N{(o)  ist,  so  ist  die  Summe 
der  Logarithmen  e',  e"  .  .  .  e^^^  einer  Eifiheit  e  stets  ::=  0;  hat  man 
daher  v  beliebige  Einheiten  e^,  t.,  •  -  •  ^v^  so  ist  die  aus  den  zuge- 
hörigen 1^2  Logarithmen  gebildete  Determinante 


S  ±e[e'i  .  .  .  e^^'^  =  0 


lässt  man  aber  einen  dieser  Logarithmen,  z.  B.  den  letzten  c'^^\ 
welcher  der  Function /('')  entspricht,  stets  weg,  so  gilt  folgender 
Fundamentalsatz : 
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Es  gieht  immer  ein  System  S  von  (v — 1)  unabhängigen,  d.  h. 
solchen  Einheiten  £i,  £2  •  •  •  f//-i,  dass  die  aus  ihren  Logarithmen 
gebildete  Determinante 

L=:  l±e[e'^  .  .  .  e(f_7^i) 

einen  positiven^  also  von  Null  verschiedenen   Werth  besitzt 

Ist  nämlich  i^  =  2,  so  folgt  aus  dem  obigen  Satze,  wenn  man 
/'  in  die  erste,/"  in  die  zweite  Reihe  aufnimmt,  die  Existenz  einer 
Einheit  c,  für  welche  der  Logarithme  e'  positiv  ausfällt  (hiermit  ist 
für  den  nicht  ausgeschlossenen  P^all  n  ^  2  die  Theorie  der  Ein- 
heiten im  Wesentlichen  absolvirt;  vergl.  §.  142).  Ist  aber  v>2 
und  m<v^  und  hat  man  schon  m  —  *1  Einheiten  £1,  £2  •  •  •  ^m-i  auf- 
gestellt, für  welche  die  Determinante 

S -f- el^' .  .  .  e^"»-!) 

einen  positiven  Werth  J^<^"*)  hat,  so  kann  man  mit  Hülfe  desselben 
Satzes  die  Existenz  einer  Einheit  e^  beweisen,  für  welche  auch  die 
Determinante 

■"  —    -^    •*  m — 1       m 

positiv  ausfällt;  ordnet  man  dieselbe  nach  den  Logarithmen  e'^^ 
e'm  .  .  .  ej^"^  der  neuen  Einheit  £,,„  so  nimmt  sie  die  Form 

E'e'n,  -f  E"e'L  ^ +  E^"'-^H^^-^^  +  ^('">e^') 

an,  wo  E^"^^  der  Annahme  zufolge  positiv  ist,  während  die  übrigen 
aus  den  Logarithmen  von  fj,  £2  •  •  •  ^m~i  gebildeten  Determinanten 
jEJ',  E"  .  .  .  jEJ(™-i)  positiv,  negativ  oder  auch  :^  0  sein  können. 
Nimmt  man  nun  von  den  Functionen/',/"  .  .  ./^"*^  alle  diejenigen 
in  die  erste  Reihe  auf,  denen  positive  Werthe  E\  E"  .  .  .  E^"^^  ent- 
sprechen, also  jedenfalls  die  Function  /^'"^  während  die  übrigen 
und  die  Functionen /("*+^)  .  .  ./(^>,  also  jedenfalls/^'')  in  die  zweite 
Reihe  fallen,  so  existirt  zufolge  des  obigen  Satzes  eine  Einheit 
£„j,  deren  Logarithmen  e'm->  e'm  -.•  e\^'^  positiv  oder  negativ  ausfallen, 
je  nachdem  sie  der  ersten  oder  zweiten  Reihe  entsprechen;  mithin 
enthält  das  obige  Aggregat  mindestens  ein  positives  Glied  j&'('")e(^"), 
und  die  übrigen  Glieder  sind  nicht  negativ,  so  dass  das  Aggregat 
selbst  einen  positiven  Werth  erhält,  was  zu  beweisen  war.  Auf 
diese  Weise  kann  man  offenbar  von  m  -.==  2  bis  m  =  v — 1  fort- 
schliessen,  und  erhält  zuletzt  das  in  dem  Satze  ausgesprochene 
Resultat. 
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6.  Behält  man  die  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  und  lässt 
man  mj,  w^  .  .  .  w^-i  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  von  — oo  bis 
+  00   durchlaufen,  so  bilden  die  entsprechenden  Zahlen 

eine  Gruppe  (S)  von  unendlich  vielen  Einheiten,  welche  sich  durch 
Multiplication  und  Division  reproduciren. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  ausser  diesen  Einheiten  t]  noch  andere 
existiren.  Ist  s  eine  beliebige  Einheit,  deren  Logarithmen  e\ 
e"  .  .  .  e^^'^  sind,  so  giebt  es,  weil  die  Determinante  L  von  Null 
verschieden  ist,  stets  ein  und  nur  ein  System  reeller  Grössen  Xi^ 
x<i  .  .  .  Xy—i^  welche  den  v  Gleichungen 

e'iXi  -f  4^2  +  •  •  •  +  e^-i^*/-!  =  e' 


genügen,  deren  letzte  eine  Folge  der  übrigen  ist;  wir  nennen  diese 
Werthe  ^i,  a?2  •  •  •  ^v—i  kurz  die  Exponenten  der  Einheit  £  in  Be- 
zug auf  das  System  S  der  {v  —  1)  unabhängigen  Einheiten  f^, 
f2  •  .  .  ^v-u  die  Exponenten  eines  Productes  entstehen  offenbar 
durch  Addition  der  entsprechenden  Exponenten  der  Factor en,  und 
die  Exponenten  einer  Einheit  ri  aus  der  Gruppe  {S)  sind  ganze 
rationale  Zahlen  m,,  m2...m^_i.  Sind  die  Exponenten  einer  Ein- 
heit £  sämmtlich  <  1  und  nicht  negativ,  so  soll  e  eine  in  Bezug 
auf  S  reducirte  Einheit  heissen.  Zunächst  leuchtet  ein,  dass  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  solcher  reducirten  Einheiten  giebt;  lässt  man 
nämlich  in  den  vorstehenden  linearen  Ausdrücken  linker  Hand  die 
Grössen  ä^i,  ^»2  .  .  .  aj^-i  alle  reellen  Werthe  zwischen  0  und  1  durch- 
laufen, so  bleiben  die  Werthe  dieser  linearen  Ausdrücke  absolut 
kleiner  als  eine  von  den  Coefficienten,  d.  h.  von  dem  System  S  ab- 
hängige endliche  Constante;  dasselbe  gilt  daher  von  den  Loga- 
rithmen e',  e"  .  .  .  e^^^  einer  reducirten  Einheit  £,  und  folglich  sind 
auch  die  Moduln  aller  mit  s  conjugirten  Zahlen  kleiner  als  eine 
von  S  abhängige  Constante,  woraus  (mit  Rücksicht  auf  2.)  die 
Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  sich  unmittelbar  ergiebt. 

Jede  beliebige  Einheit  s  lässt  sich  stets  und  nur  auf  einzige 
Art  als  ein  Product  aus  einer  reducirten  Einheit  q  und  einer  Ein- 
heit 7}  aus  der  Gruppe  (S)  darstellen.  Soll  nämlich  £  =  ^t^, 
also  87}—'^  =  Q  eine  reducirte  Einheit  sein,  so  müssen,  wenn  Xi^ 
X2  •  '  '  Xy—i  die  Exponenten  von  £  bedeuten,  die  Exponenten  m^, 
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m^  .  .  .  ?/«,,-_!  der  der  Gruppe  (S)  angehörigen  Einheit  7}  solche 
ganze  rationale  Zahlen  sein,  dass  die  Exponenten  von  p,  also  die 
Zahlen  x^  —  mi,  x^  — mg  .  .  .  x^^i  —  m^-i  sämmtlich  <  1  und  nicht 
negativ  werden ;  dies  kann  immer  und  nur  dadurch  erreicht  werden, 
dass  man  für  mi^  m^  .  .  .  m^-i  resp.  die  grössten  in  den  reellen 
Werthen  ^j ,  ^2  .  .  .  x^^i  enthaltenen  ganzen  rationalen  Zahlen 
wälüt  (vergl.  §§.  43,  44);  also  ist  rj  und  folglich  auch  q  vollständig 
bestimmt. 

Ist  r  die  Anzahl  aller  von  einander  verschiedenen  reducirten 
p]inheiten  q  (unter  denen  sich  auch  die  Zahl  1  befindet),  und  s  ir- 
gend eine  Einheit,  so  ist  s''  eine  der  Gruppe  (S)  angehörige  Ein- 
heit; durchläuft  nämlich  q  alle  reducirten  Einheiten,  so  ist  jedes  der 
r  Producte  sq  von  der  Eorm  öt;,  wo  (5  eine  reducirte  Einheit,  tj 
eine  Einheit  aus  der  Gruppe  (S)  bedeutet,  und  6  muss  ebenfalls 
alle  r  reducirten  Einheiten  durchlaufen,  weil  aus  £q  =  ör}  und 
£q'=zö7]'  auch  die  Gleichung  q' rj  =  Qrj'  folgen  würde,  welche,  wie 
oben  gezeigt  ist,  nur  dann  bestehen  kann,  wenn  q  =  q'  ist;  multipli- 
cirtmannun  die  r  Gleichungen  von  der  Form  £q  =  6i]^  und  dividirt 
durch  das  Product  der  r  reducirten  Einheiten  q  oder  ö ,  so  folgt, 
dass  £'■  ein  Product  aus  r  Einheiten  der  Gruppe  (Ä),  mithin  selbst 
eine  Einheit  dieser  Gruppe  ist. 

Die  Exponenten  von  £''  sind  daher  immer  ganze  rationale 
Zahlen  mi,  m2 .  ..m^,_i,  und  folglich  sind  die  Exponenten  einer  jeden 
Einlveit  e  stets  rationale  Zahlen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nen- 
ner r.  Sind  nun  dj ,  dg  •  •  •  ^p-i  beliebige  Einheiten ,  deren  Lo- 
garithmen mit  d  bezeichnet  werden ,  so  folgt ,  dass  die  ihnen  ent- 
sprechende Determinante 

ist,  wo  m  die  aus  den  (v  —  1)2  Exponenten  der  Einheiten  ö[, 
^2  •  •  •  ^^-1  gebildete  Determinante,  also  eine  ganse  rationale  Zahl 
bedeutet,  welche  von  Null  verschieden  ist,  wenn  d^,  ds  .  .  .  ö;,_i 
ebenfalls  ein  System  von  unabhängigen  Einheiten  bilden.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  wichtige  P'olgerung,  dass  es  unter  allen  Systemen 
von  (v — 1)  unabhängigen  Einheiten  ein  solches  geben  muss,  für 
welches  die  entsprechende  Determinante  absolut  genommen  einen 
Minimal wertJi  annimmt]  denn  unter  allen  hier  auftretenden  ganzen 
rationalen,  von  Null  verschiedenen  Zahlen  m  muss  es  eine  absolut 
kleinste  geben.  Ein  solches  System  von  (v  —  1)  unabhängigen  Ein- 
heiten soll  ein  Fundamentalsystem  heissen. 
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7.  Wir  wollen  nun  annehmen,  das  obige  System  S  der  (v~]) 
unabhängigen  Einheiten  sei  ein  solches  Fundamentalsystem,  also 
L  der  eben  erwähnte  Minimalwerth ,  so  folgt  zunächst,  dass  die 
Exponenten  Xi^  X2  .  .  .  Xy-i  einer  jeden  in  Bezug  auf  S  reducirten 
Einheit  s  sämmtlich  =  0  sind ;  wäre  nämlich  z.  B.  Xi  von  Null  ver- 
schieden, also  positiv  und  <  1,  so  wäre  die  den  (v — 1)  Einheiten 
£,  £2  .  .  .  £^_i  entsprechende  Determinante 

1  ±  e'e'^  .  .  .  e^/-^i)  r=  Lx, 

von  Null  verschieden  und  absolut  kleiner  als  L,  was  mit  unserer 
Annahme  streitet.  Da  ferner  die  Exponenten  eines  Productes 
zweier  Einheiten  durch  Addition  der  entsprechenden  Exponenten 
der  beiden  Factoren  entstehen,  so  sind  die  Exponenten  eines  jeden 
Productes  qq'  =^  q"  aus  zwei  reducirten  Einheiten  q,  q'  sämmtlich 
=  0,  d.  h.  ein  solches  Product  ist  wieder  eine  reducirte  Einheit, 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  sämmtlichen  r  reducirten  Ein- 
heiten (j  die  Wurzeln  der  Gleichung  q''  =  1  sind;  durchläuft  näm- 
lich q'  alle  reducirten  Einheiten,  so  gilt  dasselbe  von  q"  ^=-  qq'-^ 
multiplicirt  man  diese  r  Gleichungen,  und  dividirt  durch  das  Pro- 
duct aller  reducirten  Einheiten  q'  oder  q"  ,  so  folgt  q*'  =  1.  Da 
endlich  schon  (in  6.)  gezeigt  ist,  dass  jede  Einheit  e  von  der  Form 
Qf}  ist,  wo  Q  eine  reducirte,  und  7]  eine  Einheit  aus  der  Gruppe  {S) 
bedeutet,  so  haben  wir  hiermit  den  folgenden  grossen  Satz  von 
DiricMet  bewiesen: 

Bezeichnet  v  die  Gesammtanzahl  der  reellen  und  imaginären 
Faare  unter  den  mit  Sl  conjugirten  Körpern,  so  giebt  es  in  jeder 
Ordnung  o  immer  (v  —  1)  Fundamentaleinheiten  von  solcher  Be- 
schaffenheit^ dass^  wenn  man  dieselben  beliebig  oft  in  einander  mul- 
tiplicirt und  dividirt  und  dem  so  gebildeten  allgemeinen  Product 
gewisse  besondere  Einheiten  q  in  endlicher  Anzahl  einzeln  als  Factor 
zugesellt,  alle  Einheiten  dieser  Ordnung  und  zivar  jede  nur  einmal 
dargestellt  iverden\  ist  r  die  Anzahl  dieser  besonderen  Einheiten  (>, 
so  sind  sie  die  Wurzeln  der  Gleichung  (>'  =  1. 
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§.  167. 


Der  eben  bewiesene  Satz  bildet  neben  der  Theorie  der  Ideale 
(§.  163)  die  wichtigste  Grundlage  für  das  tiefere  Studium  der 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl,  und  er  ist  unentbehrlich  für  die 
wirkliche  Bestimmung  der  Anzahl  der  Idealclassen  nach  Dirichlet'- 
scliien  Principien.  Diese  geschieht  dadurch,  dass  der  Grenzwerth 
der  über  alle  Ideale  a  ausgedehnten  Summe 

^s-1 


N(ay 

für  unendlich  kleine  positive  Werthe  von  (s  — 1)  auf  doppelte  Weise 
ermittelt  wird.  Einmal  muss  das  System  aller  Idealnormen  N(a) 
genau  definirt  werden,  d.  h.  es  muss  von  jeder  positiven  ganzen 
rationalen  Zahl  m  festgestellt  werden,  wie  gross  die  Anzahl  r(ni) 
der  verschiedenen  Ideale  a  ist,  deren  Norm  =m;  die  Beantwortung 
dieser  Frage  fällt  der  Theorie  der  Ideale  zu.  Die  Summe  nimmt 
dann  die  Form 

an,  wo  m  alle  positiven  ganzen  rationalen  Zahlen  durchlaufen 
muss*). 

Das  andere  Mal  theilt  man  die  obige  Summe  in  Partialsummen 
ein,  deren  jede  alle  die  Glieder  enthält,  welche  den  sämmtlichen 
Idealen  a  einer  und  derselben  Classe  entsprechen,  und  es  sind  bei 


*)  Hierbei  zeigt  sich,  dass  t{mm')  =  r{m)T{m')  ist,  wenn  m,m'  relative 
Primzahlen  sind;  mithin  ist  t{m)  vollständig  bekannt,  wenn  für  jede  ratio- 
nale Primzahl  p  die  Zerlegung  von  i(p)  in  Primideale  bekannt  ist;  die  Prim- 
zahlen p  zerfallen  hiernach  in  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Arten,  in 
der  Weise  ,  dass  für  alle  Primzahlen  p  gleicher  Art  die  Bestimmung  von 
t{pe)  nach  derselben  Kegel  geschieht.  Die  obige  Summe  lässt  sich  daher 
gewissen  Umformungen  unterwerfen,  welche  für  alle  Körper  gültig  sind; 
am  einfachsten  gestalten  sich  dieselben  für  Galois'sche  Körper. 
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der  weiteren  Untersuchung  hauptsächlich  folgende  Momente  zu  be- 
rücksichtigen. 

Nimmt  man,  falls  in  Sl  keine  Einheit  von  der  Norm  —  1  exi- 
stirt,  ein  Ideal  {(cj)  nur  dann  in  die  Hauptclasse  E  auf,  wenn 
H  =  N((x))  positiv  ist,  so  braucht  man  nur  alle  ganzen  Zahlen 
G)  von  positiver  Norm  zu  betrachten,  und  es  wird,  wenn  a 
eine  bestimmte  solche  Zahl  bedeutet ,  i  (co)  stets  und  nur  dann  mit 
i  (a)  identisch  sein ,  wenn, «  =  £  a,  und  £  eine  Einheit  von  positiver 
Norm  ist.  Abgesehen  von  dem  Falle  eines  quadratischen  imagi- 
nären Körpers  wird  daher  jedes  Ideal  der  Hauptclasse  unendlich 
oft  auftreten,  und  es  kommt  darauf  an,  co  solchen  Bedingungen  zu 
unterwerfen,  dass  jedes  Ideal  {(co)  nur  einmal  oder  wenigstens 
nicht  unendlich  oft  erscheint  (vergl.  §.  87).  Behalten  wir  die  Be- 
zeichnungen des  vorhergehenden  Paragraphen  bei,  indem  wir  an- 
nehmen, dass  die  Ordnung  o  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  um- 
fasst,  so  kann  dies  in  folgender  Weise  erreicht  werden. 

Dividirt  man  jede  der  v  Functionen  f\f"  .  .  -  ß^\  je  nachdem 
sie  linear  oder  quadratisch  ist,  durch  yH  oder  durch  Vli^^  und 
bezeichnet  man  mit  l\  l"  .  .  .  l^^^  die  reellen  Bestandtheile  der  Lo- 
garithmen dieser  v  Quotienten,  so  ist  ?'  +  Z"  +  •  •  •  -|-  l^^'>  =  0,  und 
es  giebt  stets  ein  und  nur  ein  System  von  reellen  Grössen  a;i,^2--- 
rr^_i,  welche  den  Gleichungen 


e[^^x^  +  e[^^x^  +  •  •  •  +  e^li^^_i  =  ^^""^ 
genügen;  nennen  wir  sie  kurz  die  Exponenten  von  m  (yergl.^.  166^6.)^ 
so  leuchtet  ein,  dass  die  Exponenten  eines  Productes  durch  Ad- 
dition der  entsprechenden  Exponenten  der  Factoren  entstehen. 
Nennt  man  ferner  ca  eine  reducirte  Zahl,  wenn  ihre  Exponenten 
sämmtlich  <  1  und  nicht  negativ  sind,  und  lässt  man  £  zunächst 
nur  alle  Einheiten  rj  durchlaufen,  welche  der  Gruppe  (S)  ange- 
hören, während  a  eine  gegebene  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt 
sich,  dass  unter  allen  Producten  cj  =1  rja  eine  und  nur  eine  re- 
ducirte ganze  Zahl,  und  folglich  unter  allen  Producten  cj  =  sa 
genau  r  reducirte  ganze  Zahlen  co  existiren,  wenn  r  wieder  die  An- 
zahl der  in  Bezug  auf  S  reducirten  Einheiten  bedeutet.  Mithin 
ist  die  auf  die  Hauptclasse  E  bezügliche  Partialsumme  gleich 
s  —  1  1       _  g  — 1  ..  J_ 
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wo  o  alle  reducirten  ganzen  Zahlen  durchlaufen  muss,  d.  h.  alle 
ganzen  Zahlen  a  =  ^h^co^  von  positiver  Norm  H^  deren  Expo- 
nenten den  Bedingungen 

genügen. 

Zur  Bestimmung  des  Grenzwerthes  g  dieser  Partialsumme  für 
unendlich  kleine  positive  Werthe  von  (s  —  1)  dienen  nun  die  von 
DirichJet  aufgestellten  Principien.  Bedeutet  t  eine  über  alle  Gren- 
zen wachsende  positive  Grösse,  T  die  Anzahl  der  hier  auftreten- 
den Normen  H^  welche  nicht  grösser  als  t  sind,  und  nähert  sich 
der  Quotient  T:t  einem  endlichen  Grenzwerth  ä;,  so  ist  (§.  118) 

Um  ferner  den  Grenzwerth  Tc  des  Quotienten  T.t  zu  ermitteln, 
muss  der  von  Dirichlet  benutzte  geometrische  Satz  (§.  120)  zu  dem 
folgenden  Princip  erhoben  werden,  welches  seinen  unmittelbaren 
Grund  in  dem  Begriff  eines  vielfachen  bestimmten  Integrals  findet: 
Durchlaufen  die  n  stetigen^  reellen  Variabein  h^  ein  endliches  Ge- 
biet G  von  n  Dimensionen,  und  bedeutet  T',  wenn  8  eine  beliebig 
kleine  positive  Grösse  ist,  die  Anzahl  derjenigen  dem  Gebiete  G 
angehörigen  Werthsysteme  der  Variabein  7^^,  für  welche  die  n 
Quotienten  h^ :  8  ganze  rationale  Zahlen  werden ,  so  wird  für  un- 
endlich kleine  Werthe  von  d 

lim(T'd^)  =  fdhidh^  .  .  . 

wo  das  wfache  Integral  über  das  Gebiet  G  auszudehnen  ist.  De- 
finirt  man  nun  das  Gebiet  G  durch  die  obigen  Bedingungen  für  die 
Exponenten  Xi,X2  .  >  -  Xp-i  von  o  =  ^Ji^o^  und  durch  die  Be- 
dingung 

0<J?^1, 
und  bedenkt,  dass  die  Exponenten  von  o  nur  von  den  Verhältnissen 
der  Variabein  h^  abhängen ,  während  H  eine  homogene  Function 
^ten  Grades  ist,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  T'  durchaus  iden- 
tisch mit  T  ist,  sobald 

genommen  wird;  denn  wenn  die  ganzen  rationalen  Zahlen  h^  durch 
h^^t  =  ht:8  ersetzt  werden,  so  geht  die  durch  T  reducirte  ganze 


dhn, 
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Zahlen  ca  erfüllte  Bedingung  0  < H  :^  t  m  0  <B  ^  1  über,  wäh- 
rend die  Bedingungen  für  die  Exponenten  ungeändert  bleiben. 
Da  zugleich  Td""  =  T:t  ist,  so  ergiebt  sich  also,  dass  der  Grenz- 
werth  der  auf  die  Hauptclasse  E  bezüglichen  Partialsumme 


^  =  —  /  dJii  dhi  .  .  .  dJin 


ist. 

Um  den  Werth  dieses  Integrals  zu  erhalten,  führe  man  als 
neue  unabhängige  Variabele  H^  Xi^  X2  .  .  .  ic^-i  und  die  zwischen 
den  Grenzen  0  und  2  7i  liegenden  Winkel  9)1,  9)2  •  •  •  ^n-p  ein, 
welche  den  {n  — v)  mit  ca  conjugirten  imaginären  Paaren  u  i^vi 
in  der  Weise  entsprechen,  dass 

u-\-vi=yf.e'^\  f=u^  +  v^ 
wird.  Jedem  System  der  ursprünglichen  Variabein  h^  entspricht 
ein  und  nur  ein  System  der  neuen  Variabein;  umgekehrt  aber 
entsprechen  jedem  System  der  neuen  Variabein,  wenn  H  positiv 
genommen  wird,  2^^~"—^  verschiedene  Systeme  der  alten  Variabein 
h^-^  denn  durch  die  Werthe  von  H^  Xi,  X2  ...  Xy^i  werden  nur  die 
absoluten  Werthe  der  (2v — n)  reellen  mit  ca  conjugirten  Functio- 
nen bestimmt,  und  da  ihr  Product  positiv  sein  muss,  so  kann  man 
ihnen,  mit  Ausnahme  einer,  sowohl  das  positive  wie  das  negative 
Vorzeichen  geben;  nur  in  dem  Falle  n  =  2v,  wenn  gar  kein  reeller 
Körper  mit  Sl  conjugirt  ist,  muss  diese  Anzahl  2^^-"-^  wieder 
durch  1^  ersetzt  werden.  Geht  man  ferner  von  den  ursprünglichen 
Variabein  h^  successive  zu  den  mit  cj  conjugirten  oder  den  n  Func- 
tionen w^  von  diesen  zu/',/"  .  .  - ß^\  9^1,  92  •  •  .  <Pn-j^^  von  diesen 
zu  den  neuen  Variabein  über,  so  findet  man  leicht,  dass  die  ent- 
sprechende Functional-Determinante  gleich 

L  I  ±  eieil  .  .  .  eSr-i) 


>— 1 


ist;  mithin  ist  der  auf  die  Hauptclasse  JE  bezügliche  Grenzwerth 
9  gleich 


oder  doppelt  so  gross,  falls  n  =  2v  \^i  (wenn  zugleich  n  =  2  ist, 

so  ist  L  =  \  zu  setzen,  und  r  bedeutet  die  Anzahl  aller  Einheiten). 

An  dieses  Resultat  knüpfen  wir  zunächst  folgende  Bemerkung. 

Nimmt  man  in  die  erste  Partialsumme  nicht  alle  Ideale  der  Haupt- 

31* 
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classeJS',  sondern  nur  diejenigen  Ideale  e  auf,  welche  zugleich  durch 
ein  bestimmtes  Ideal  m  theilbar  sind,  so  treten  an  die  Stelle  der 
Basiszahlen  «i,  «2  .  .  .  «„  von  o  die  Basiszahlen  ^^,  fi2,..^„  dieses 
Ideals  tn,  während  alles  Uebrige  unverändert  bleibt;  mithin  ist 
^(£1)  durch 

zu  ersetzen,  und  der  Grenzwerth  dieser  auf  alle  Ideale  e  bezüg- 
lichen Summe  ist  =  ^:iV(m). 

Durchläuft  nun  a  alle  Ideale  einer  beliebigen  Classe  Ä^  so 
giebt  es  ein  Ideal  m  der  Art,  dass  alle  Producte  am  Ideale  der 
Hauptclasse  E  werden,  und  da  umgekehrt,  wenn  e  ein  durch  m 
theilbares  Ideal  am  der  Hauptclasse  ^  ist,  a  gewiss  der  Classe  Ä 
angehört,  so  ist 


und  folglich 


S^^^W'Si^, 


,.     ^  s  —  1 


d.  h.  jede  auf  eine  bestimmte  Idealclasse  bezügliche  Partialsumme 
nähert  sich  demselben  Grenzwerthe  g.  Bezeichnet  man  daher  mit 
h(£l)  die  Anzahl  aller  dieser  Idealclassen ,  so  ist  der  Grenzwerth 
der  Totalsumme  gleich  gh  (Sl)^  und  folglich  ist 

oder  halb  so  gross,  wenn  n  =  2v  ist.  Die  Bestimmung  der  Classen- 
anzahl  ist  hiermit  auf  die  von  der  Theorie  der  Ideale  zu  leistende 
Bestimmung  der  Function  z(m)  zurückgeiührt  *). 


*)  Für  die  aus  der  Kreistheilung  entspringenden  Körper  führt  dieselbe, 
wie  Ku7nmer  gezeigt  hat,  zu  den  ßeihen,  welche  in  dem  Dirichlet'schen 
Beweise  des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression  (Supplement  VI)  auf- 
treten; vergl.  die  Anm.  zu  §.  163,  3. 
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§.  168. 

Wir  wollen  nun  zum  Schlüsse  die  vorhergehenden  allgemeinen 
Untersuchungen  auf  die  quadratischen  Körper  anwenden ,  um  von 
dem  gewonnenen  Standpunct  aus  den  Hauptgegenstand  dieses 
Werkes  noch  einmal  zu  überblicken. 

Ist  die  ganze  rationale  Zahl  B  keine  Quadratzahl  und  auch 
durch  kein  Quadrat  (ausser  1)  theilbar,  so  bilden  die  Zahlen 
t-^-uVD^  wenn  t,  u  alle  rationalen  Zahlen  durchlaufen,  einen 
quadratischen  Körper,  welcher  durch  die  beiden  Substitutionen 
(p{t-\-u VD)  =  t±ti yi)  in  sich  selbst  übergeht.  Setzt  man  0  = 
1(1  +  VD)  oder  =  VD,  je  nachdem  I)  =A  (mod.  4)  ist  oder  nicht, 
so  bilden  die  Zahlen  1,  0  eine  Grundreihe  des  Körpers,  und  seine 
Grundzahl  zf  ist  entsprechend  =  D  oder  =  4  D.  Die  quadrati- 
sche Gleichung,  welcher  0  genügt,  sei 

f(e)  =  (p~ho  +  c---=o, 

st)  ist  X-}-  yO  mit  x -\-  y  (b  —  0)  conjugirt,  und 

z/  =  (2  0  — h)-'  =  b'^  —  ic. 

Ist  nun  p  irgend  ein  Primideal  des  Körpers,  und  p  die  durch 
p  theilbare  positive  rationale  Primzahl ,  so  ist  N(p)  =  p'^  oder 
=  2h  je  nachdem  i(j))  ==  p  oder  ein  Product  aus  zwei  Prim- 
idealen p,  p'  ist.  Im  letzteren  Falle  bilden  die  Zahlen  0,  1,  2  .  .  . 
(P  —  1)7  "^eil  sie  incongruent  sind,  ein  vollständiges  Restsystem 
(mod.  p),  d.  h.  jede  ganze  Zahl  des  Körpers  ist  einer  rationalen 
ganzen  Zahl  congruent;  mithin  giebt  es  auch  eine  rationale  ganze 
Zahl  t,  welcher  6  congruent  ist,  und  folglich  ist/(Q  =  P  —  bt  -}-  c 
eine  ganze  rationale  durch  |),  also  auch  durch  p  theilbare  Zahl,  d.  h. 

t^  —  bt-\-c  =  0  (mod.i9), 
oder  in' der  Sprache  der  Theorie  der  höheren  Congruenzen:  die 
quadratische  Function  f(x)  =  x'^  —bx-^  c  ist  nach  dem  Modul  2^ 
congruent  einem  Producte  aus  zwei  Functionen  ersten  Grades 
(x  —  t)  und  (x  —  b-\-t)  mit  rationalen  Coefficienten.  Umgekelirt : 
hat  die  Congruenz /(^)  ^  0  (mod.jo)  eine  rationale  Wurzel  x  ^  t, 
so  ist 

-       f(t)::^(t-d){t-b-^0)  =  0(mOc\.p')', 
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wäre  nun  i(p)  ein  Primideal,  so  müsste  wenigstens  einer  der  Fac- 
toren  (t  —  ö),  (t  —  b  ■}-  0)  durch  p  theilbar  sein,  was  aber  nicht  der 
Fall  ist,  weil  die  Zahlen  1,  0  eine  Grundreihe  des  Körpers  bilden; 
mithin  ist  i(p)  =  \)p'  ein  Product  aus  zwei  Primidealen  p  und  p', 
deren  Normen  =  p  sind;  ist  nun  t  —  6  durch  p  theilbar,  also 
i(t  —  0)  =  pq,  so  ist  q  nicht  theilbar  durch  |)',  weil  sonst  (t  —  6) 
durch  p  theilbar  wäre,  und  da  i(t  —  d)i(t  —  b  ~\-6)=^p(\x(t  —  b-\-0) 
durch  x(p)  =  pp'  theilbar  ist,  so  muss  {t  —  b  -{-6)  durch  p'  theil- 
bar sein;  man  kann  daher 

d  =  t  (mod.  p),   d  =  b  —  t  (mod.  p') 

setzen,  und  p,  p'  conjugirte  Primideale  nennen,  weil  aus  x-\-yß^O 
(mod.  p)  stets  x-{-y(b  —  d)  =  0  (mod.  p')  folgt. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  beiden  Primideale  p ,  p'  identisch 
sein  können.  Dann  muss  6  ^  t  ^  b  —  t  (mod.  p) ,  also  2  t  —  b 
durch  p  und  folglich  auch  durch  p  theilbar  sein,  und  da  4/(^)  == 
(2t  —  by  —  ^  ^  0  (mod.  p)  ist,  so  muss 

z/  ^  0  (mod.  p) 
sein.     Umgekehrt:  ist  j)  eine  in  der  Grundzahl  z/  =  b'^—  ic  auf- 
gehende rationale  Primzahl,  so  giebt  es  immer  eine  ganze  rationale 
(t,  welche  den  beiden  Congruenzen 

/(0  =  0,    2t  =  b(mod.p) 

genügt ;  ist  nämlich  p  ungerade,  so  ist  t  durch  die  zweite  Congruenz 
bestimmt,  und  aus  4/(^)  =z(2t  —  by  —  ^  folgt  f(t)  =  0;  ist  aber 
_p  =  2,  also  b  gerade,  so  ist  t  durch  die  erste  Congruenz  f(t)  ^ 
P -[-  c  ^  0  (mod.  2)  bestimmt,  nämlich  t  ^  c  (mod.  2),  und  die 
zweite  Congruenz  ist  ebenfalls  erfüllt.  Aus  der  Existenz  einer 
rationalen  Wurzel  t  der  Congruenz  f(t)  ^  0  folgt  aber,  wie  oben 
gezeigt  ist,  x(p)  =  pp\  wo  p  und  p'  zwei  Primideale  bedeuten,  für 
welche  6  ^  t  (mod.  p),  0 ^e  b  —  t  (mod.  p')  ist;  da  nun  ausserdem 
t=E:b^t  (mod.  p)  ist,  so  folgt,  dass  (d  —  t)  sowohl  durch  p  als 
auch  durch  p'  theilbar  ist;  wären  nun  p  und  p'  verschieden,  also 
relative  Primideale,  so  müsste  (6  —  t)  auch  durch  pp\  d.  h.  durch 
p  theilbar  sein;  da  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  sind  p  und  p'  iden- 
tisch, also  ist  \(p)  =  p^.  Wir  sind  mithin  zu  folgendem  Resultat 
gelangt : 

Geht  die  rationale  Primmhl  p  in  der  Grundzahl  z/  auf^  so 
ist  \(p)  =  p2  (2as  Quadrat  eines  Primideals  p\  ist  p  eine  in  z/ 
nicht  aufgehende  Primzahl^  so  ist  x{p)  =  pp'  ein  Product  aus  zwei 
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verschiedenen  Primidealen  p,  p\  oder  i  (p)  ein  Primideal,  je  nachdem 
die  Congruenz  f(t)  ^  0  (mod.  p)  eine  rationale  Wurzel  t  besitzt 
oder  nicht 

Die  Zahl  p  =  2  bietet  den  ersten  Fall  dar,  wenn  z/  ^  0 
(mod.  4),  also  D  ^  2,  3  (mod.  4)  ist;  ist  dagegen  z/  =  Z)  ^  1 
(mod.  4),  so  tritt  der  zweite  oder  dritte  Fall  ein,  je  nachdem  c 
gerade  oder  ungerade,  d.h.  je  nachdem  D  ^  l  oder  ^  5  (mod. 8) 
ist.  Hieraus  erklärt  sich  das  eigenthümliche  Verhalten  der  Zahl 
2  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  (§.  36). 

Ist  p  eine  ungerade ,  in  z/  nicht  aufgehende  rationale  Prim- 
zahl, so  folgt  aus  4/(Q  =  (2^  — &)2  — z/,  dass  der  zweite  oder 
dritte  Fall  eintritt,  je  nachdem 

(f)  =  (!)  =  .,   «a»=-. 

ist.  Um  alle  Fälle  am  bequemsten  zusammenzufassen,  liihren  wir 
für  jede  positive  ganze  rationale  Zahl  m  eine  Charakteristik  (z/,m) 
der  Art  ein,  dass 

(z/,  mm')  =  (z/,  m)  (z/,  m') 
und,  wenn  p  eine  rationale  Primzahl  bedeutet, 

(zf,p)  =  0,    =4-1,     =-1 

ist,  je  nachdem  i(^)  Quadrat  eines  Primideals,  oder  ein  Product 
aus  zwei  verschiedenen  Primidealen,  oder  selbst  ein  Primideal  ist. 
Bedeutet  nun  r(m)  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Ideale  a,  deren 
Normen  =  m  sind,  so  ist 

Z(pr)   =  (Z/,  1)  -f  (z/,_p)  -f  (Z^,i?2)  -f    .   .   .    +  (z/,^0, 

und  allgemein 

t  (m)  r=  ;^  (z/,  n) , 

wo  n  alle  Divisoren  von  m  durchläuft.  Hieraus  folgt  (vergl.  §§.  89, 
91,  124) 

r(m)  ^  V  i-  y  (-^^^) 
m^  m*  m*     ' 

also,  wenn  (s  —  1)  positiv  unendlich  klein  wird, 

lim  ^  -TTv-T-  =  lim  ^  — — ^ , 

wo  m  nur  alle  diejenigen  positiven  ganzen  rationalen  Zahlen 
zu  durchlaufen  braucht,  welche  relative  Primzahlen  zu  z/  sind, 
oder  auch 
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^  Niay  (z/,  2)  \nj  n'' 

2 
wo  1^  alle  relativen  Primzahlen  zu  2  D  durchläuft.  Substituirt  man 
dies  in  den  allgemeinen  Ausdruck  des  vorigen  Paragraphen  für 
die  Anzahl  der  Idealclassen,  so  findet  man,  dass  dieselbe  vollständig 
übereinstimmt  mit  der  Classenanzahl  der  (positiven)  ursprünglichen 
Formen  der  Determinante  D,  und  zwar  der  zweiten  Art,  wenn 
D  ^  1  (mod.  4)  ist;  der  Grund  für  diese  Uebereinstimmung  liegt, 
wie  man  leicht  erkennt,  darin,  dass  jede  Formenclasse  nur  einer 
einzigen  Idealclasse  entspricht  (vergh  §.  165,  2.). 


§.  169. 

Sind  04,  ß  zwei  von  einander  unabhängige  ganze  Zahlen  eines 
quadratischen  Körpers  i2,  und  durchlaufen  die  Variabein  ^,  y  alle 
ganzen  rationalen  Zahlen,  so  bilden  die  Zahlen 

^  =  xa-^yß  (1.) 

einen  aus  lauter  ganzen  Zahlen  bestehenden  Modul  m  (§.161); 
umgekehrt,  wenn  ein  Modul  m  aus  ganzen  Zahlen  ft  des  Körpers 
iß  besteht  und  zwei  von  einander  unabhängige  Zahlen  enthält,  so 
sind  alle  Zahlen  ^  von  der  Form  (1),  wo  a,  /3  zwei  particuläre 
Zahlen  des  Moduls  bedeuten;  bilden  die  Zahlen  «i,  co^  eine  be- 
stimmte Grundreihe  des  Körpers  ß,  so  kann  man  die  Basiszahlen 

immer  so  wählen,  dass  (^i  ^2  —  QiV-i)  positiv  ausfällt,  und  dann  mag 
a  die  erste,  ß  die  zweite  ßasiszahl  des  Moduls  m  heissen.  Nun 
wird 

N(^)  =  m(ax^-\-hxy-{-ciß),  (2) 

wo  m  den  Theiler  der  quadratischen  Form  N(^)^  also  eine  positive 
ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  während  a^h^  c  ganze  rationale 
Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  sind.  '  Setzt  man 

&2_4ac  =  (^_,  (3) 

und  bezeichnet  mit  «i,  ßi  die  resp.  mit  «,  ß  conjugirten  Zahlen, 
so  ist 

ß«i  =  ma,     aßi-\- ßai  z=  mh^     ßß^z=mc^ 
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folglich  die  Discriminante 

^(a,  ß)  =  dm^.,  (4) 

Wählt  man  statt  a,  ß  irgend  eine  andere  Basis  desselben  Mo- 
duls m,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen  m  und  cl  unverändert 
bleiben,  und  dass  die  entsprechenden  ursprünglichen  Formen 
ax^-\-hxy -\-cy^  eine  Formenclasse  bilden;  die  Zahlen  m  und  cZ 
können  füglich  die  Norm  und  Determinante  des  Moduls  m  genannt 
werden.  Ersetzt  man  die  Variabein  x  und  y  resp.  durch  ß  und 
—  a,  so  ergiebt  sich 

aß^  —  hccß-\-ca^  =  0,     bß~2ca  =  ßVd.  (5) 

Ist  ausserdem 

g  =  ha-\-Jcß 

die  kleinste  positive  ganze  rationale  Zahl  des  Moduls  m ,  so  sind 
h,  ]c  relative  Primzahlen,  und  wenn  man 

ah'- -\- hhJc  +  ch^  =  e 

setzt,  so  ergiebt  sich  N(g)  =  g'^  =  me\  mithin  ist  e  positiv  und 
geht  in  g''-  auf.  Da  a,  ß  ganze  Zahlen  sind,  so  findet  man  ferner 
leicht,  dass  dg"^  durch  e2  theilbar  sein  muss ;  bedeutet  daher  p  das 
grösste  in  d  und  e  aufgehende  Quadrat,  so  muss  fg  durch  e  theil- 
bar sein.  Soll  ferner  m  ein  Ideal  im  weiteren  Sinne  des  Wortes 
sein  (§.  165,4.),  sollen  also  a'^,  a/3,  ß'^  ebenfalls  in  m  enthalten  sein, 
so  muss  g  durch  e  theilbar  sein ;  doch  werden  wir  im  Folgenden 
von  dieser  Voraussetzung  absehen. 

Suchen  wir  nun  die  Ordnung  n  des  Moduls  m,  d.  h.  das  System 
aller  Zahlen  v  von  der  Art,  dass  jedes  Product  ^v  in  m  enthalten 
ist  (§.  165,  4.),  so  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 

av  =  xa-\-yß  ^     ßv  =  x'a-{  y' ß 

wird,  wo  ^,  2/,  x\  y'  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  hieraus  folgt 
durch  Elimination  von  v 

yß^—(y'  —  x)aß  —  x'a^  =  0, 
und  hieraus  durch  Vergleichung  mit  (5) 

y  z=rz  as^    y'  —  x  =  hz,     —x'=^c2, 
wo    z  eine  ganze  rationale  Zahl  sein  muss,  weil  a,  &,  c  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  haben.     Mithin  wird 

V  =  x-\--^  z, 
a 
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wo  X   und  z  willkürliche   ganze  rationale  Zahlen   bedeuten.     Da 
aus  (5) 

folgt,  so  sind  die  Norm  und  Determinante  von  n  resp.  =  1  und  d. 
Bezeichnet  man  ganz  allgemein  die  Anzahl  der  in  einem  Modul 
b  enthaltenen  Zahlen,  welche  in  Bezug  auf  einen  Modul  a  incon- 
gruent  sind,  mit  (b,  a),  so  ergiebt  sich  aus 

g^  =  —c'ka-\-(ah+blc)ß 

Cd 

nach  leicht  zu  beweisenden  allgemeinen  Sätzen*) 

(n,  m)  =  ^,  (m,  n)  =  ^,  (",  m)  =  w(m,  n), 

wo  u  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von  g  und  e  bedeutet. 
Ist  m  ein  Ideal,    also  ein  Vielfaches  von  n,    so  ist  (m,  n)  =  1, 

(n,  m)  =  m.  .      . 


§.  170. 

Sind  m,  m'  zwei  Moduln  von  der  eben  betrachteten  Beschaffen- 
heit, deren  Zahlen  ^,  ft'  demselben  quadratischen  Körper  il  ange- 
hören, so  bilden  alleProducte  ^^n!  und  deren  Summen  wieder  einen 
solchen  Modul  m"  =  mm'.  Uebertragen  wir  die  vorhergehenden 
Bezeichnungen  durch  Accentuation  von  m  auf  m'  und  m",  so  müssen 
erstens,  weil  alleProducte  ftfi'  in  m"  enthalten  sind,  acht  ganze  ra- 
tionale Zahlen  p^  q  .  .  .  j)"',  q'"  existiren,  welche  den  Gleichungen 

aa'  ==pa"  i-qß" 

aß'=p'a"-^q'ß" 

ßa'  =p"a"-]-q"ß"  ^^ 

ßß'  =p"'a"-{-q"'ß" 


*)  Vergl.  §.  161.  Anm.  —  Ich  erwähne  hier  nur  noch  Folgendes.  Nennt 
man  zwei  Moduln  o,  h  verwandt,  wenn  (q,  b)  und  (b,  o)  endlich  sind,  so  sind 
zwei  mit  a  verwandte  Moduln  b,  c  auch  mit  einander  verwandt,  und  es  ist 

(a,f))(b,c)(c,a)  =  {h,a)  (c,B)  (a,c), 
wovon   man    sich   leicht   durch  die  Betrachtung  der  kleinsten  gemeinschaft- 
lichen Vielfachen  und  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  überzeugt. 
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genügen.  Setzen  wir  zur  Abkürzung*)  die  aus  ihnen  gebildeten 
partialen  Determinanten 

pq'-qp'  =  P,    pq"-qp"=Q,    ^g>"  ^  dp'"  =.  B, 
p"q;"  —  ^'p"'=U,    p'q:"  —  q;p"'=T,    p'q"  —  q'p"  =  S, 
so  ist 

RS=  QT—FÜ,  '  (3) 

und  durch  Elimination  von  «",  ß"  aus  je  drei  der  Gleichungen  (1) 
erhält  man 

*     Uaß'-Tßa'  -\-Sßß'  =  0 
^IJaa'    *     -irBßa'—Qßß'  =  0 

Taa'  —  Baß'    ^     -}-Pßß'  =  0  ^^ 

—  Saa'^Qaß'—Bßa'    *      =  0. 

Eliminirt  man  T  aus  der  ersten  und  dritten,  ferner  U  aus  der 
ersten  und  zweiten  dieser  Gleichungen,  so  erhält  man 

P/32  —  {B  —  S)  aß  +  C7a2  =  0, 

Qß'^-{B~YS)a'ß'-^Ta'^=^0, 

und  folglich  muss  (zufolge  (5)  in  §.  169) 

P  =^  an' ,    B  —  S  =  bn\     U=cn'^  .       ,-. 

Q:=za'n,    B-^S  =  h'n,     T=c'n 

sein,  wo  w,  w'  ganze  rationale,  von  Null  verschiedene  Zahlen  be- 
deuten (denn  n'  muss  eine  ganze  Zahl  sein,  weil  a^h^  c  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  und  wäre  n'  =  0,  also  auch 
P=:0,  so  wären  «',  ß'  zufolge  (1)  nicht  unabhängig  von  einander); 
hierdurch  nimmt  die  erste  der  Gleichungen  (4)  die  Form 

(bß  —  2ca)ß'n'  =  (b'ß'  —  2c'a')ßn 
an,  mithin  ist  (zufolge  (5)  in  §.  169) 

n'yd  =  nVd',  (6) 

und  hiermit  sind  die  vier  Gleichungen  (4)  vollständig  befriedigt. 
Das  Product  dd'  ist,  wie  zu  erwarten  war,  eine  Quadratzahl. 

Da  zweitens  alle  Zahlen  ft"  des  Moduls  m"  durch  Addition  von 
Producten  ^^'  entstehen,  so  existiren  acht  ganze  rationale  Zahlen 
u^  V  .  .  .  u"\  v"\  welche  den  Bedingungen 


*)  Die  Bezeichnungen  schliessen  sich  an  die  an,  welche  Gauss  in  den 
artt.  235,  236  der  Disquisitiones  Arithmeticae  gewählt  hat;  die  nothwen- 
digen  Modificationen  sind  leicht  zu  erkennen. 
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ß"  =  vaci'  ^v'ccß'-^v"ßa'  -{-v"'ßß'  ^^^ 

genügen.  Substituirt  man  hierin  die  Gleichungen  (1),  und  berück- 
sichtigt, dass  die  Zahlen  «",  ß"  von  einander  unabhängig  sind,  so 
folgt 

pu  -j-p'u'  i-p"u"  +  p"'ti"'  =  l 
qui-q'u'  -\-  q" i^'  +  g'" v!"  =  0  ^^^ 

und 

pv-\-p'v'  -\-p"v"-{-p"'v"'  =  0  . 

qv^q'v'i-q"v"  ~{-q"'v"'  =  1. 
Bildet  man  die  Determinante  aus  diesen  vier  Summen,  so  er- 
hält man  eine  Gleichung  von  der  Form 

PPi  +  QQi  -f  BR,  +  SS,  +  TT,  +  ÜU,  =  1,  (10) 

wo  die  Determinanten  P,  .  .  .  üi  auf  dieselbe  Weise  aus  den 
Zahlen  u,  v  .  .  .  u'" ^  v"'  gebildet  sind,  wie  P  .  .  .  V  aus  p^  q  .  .  . 
jp'",  q'"^  und  hieraus  folgt,  dass  die  sechs  Zahlen  (2)  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben.  Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch 
auf  folgendem  Wege;  eliminirt  man  jede  der  vier  Zahlen  ^t,  u\  u'\ 
*fc"'  aus  den  beiden  Gleichungen  (8),  so  folgt  -     . 

q    =     ^-Pu'-  Qu"  -  Bu'" 
q'  =  Pu      *      ~  Su"  -  Tu'" 
g"  =  Qu-\-  Sil'       *      —  Uu'" 
q'"  =z  Ru -{- Tu' -^  Uu"       * 
ebenso  erhält  man  aus  (9)  die  Gleichungen 

p  =  *  Pv'-{-  Qv"  f  Bv'" 
p'  =  —Pv  *  4-  Sv"  -h  Tv'" 
p'^  =-Qv-Sv'  *  -\-üv"' 
p"'=  -Bv  —  Tv'-  üv"    * 

Aus  (11)  folgt,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  sechs 
Determinanten  (2)  in  den  vier  Zahlen  g,  q\  q"^  g'",  mithin  zufolge 
(9)  auch  in  der  Zahl  1  aufgeht,  was  zu  beweisen  war.  Hieraus  er- 
giebt  sich  leicht  mit  Rücksicht  auf  (3),  dass  auch  die  sechs  Zabkn 
(5)  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben;  geht  nämlich  c  in  P, 
Q,  B  —  S,  Bi-S,  T,  U  auf,  so  sind  die  Zahlen  2B,2S  ebenfalls 
theilbar  durch  e ,  und  die  Quotienten  2B:e  und  2S:e  sind  ent- 


(11) 


(12) 
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weder  beide  gerade  oder  beide  ungerade,  weil  ihre  Summe  gerade 
ist;  wären  sie  nun  beide  ungerade,  so  wäre  auch  ihr  Product 
4:RS:e^  ungerade,  was  gegen  die  Gleichung  (3)  streitet,  der  zufolge 
RS  durch  e^  theilbar  ist;  mithin  sind  R  und  S  durch  e  th eilbar, 
und  folglich  ist  e  =  i  1.  Es  ergiebt  sich  daher,  dass  n  und  n' 
relative  FrimzaJilen  sind. 

Durch  Elimination  der  vier  Zahlen  «,  /3,  a\  ß'  aus  den  Glei- 
chungen (1)  erhält  man 

{/«"  +  3'|3")  (/'«"  -1-  2"^")  =  ipa"  +  ä|3")  (i,"'«"  +  2"'|3") 
oder 

Lß"'^  —  Ma"ß"-\-Na"^  =  0,  (13) 

wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt.  Wir  zeigen  zunächst,  dass  diese  drei  Zahlen  durch  nn'  theil- 
bar sind;  da  nämlich  zufolge  (5) 

ö  =  0,     S=  —  R,    T=0  (mod.  n) 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  (11)  und  (12)  in  Bezug  auf  denselben 
Modul 

q    =-Pu'-Ru'",  p    =Pv'-]-Rv"' 

i  =Pu-\-Ru",  p'  =~-Pv—Rv" 

g"  =  _Bu'-  üu"\  p"  =  Rv'  -f  üv"' 

q"'=  Ru-{-  üu\  p"'=  -Rv-  Vv" 
und  hieraus 

L  =  {PU-  i?2)  (u'u''  -  uun ,  N  =  (PÜ-  R^  {v'v"  -  vv'"), 
M={PU- R^)  iii'v"  +  v'u" - uv"'-vu"')\ 

nun  ist  aber  zufolge  (3)  Pü ^  R^  (mod.  n),  folglich  sind  L, M, N 
theilbar  durch  n\  da  ferner  auf  dieselbe  Weise  sich  zeigen  lässt,  dass 
sie  auch  durch  n'  theilbar  sind,  so  müssen  sie,  weil  ^,  n'  relative  Prim- 
zahlen sind,  auch  durch  nn'  theilbar  sein;  was  zu  beweisen  war. 

Führt  man  endlich  die  unabhängigen  Variabein  ^,  2/,  ^',  y'  und 
die  bilinearen  Functionen 

x"  =  pxx'  -{-p'xy'  -\-p"yx'  -\-p'"yy'  .^^. 

y"  =  qxx'  -f  q'xy'  -f  q"yoo'  -\-  q"'yy' 
ein,  so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  xx\  xy\  yx\  yy' 
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py"  -  cix"  =        *       Fxy'  -f  Qfx'  +  Ryy' 
p'y"  —  q^x"  =  —  Pxx'    *     4-  Syx!  +  Tyy' 
fy"  —  q!'x"  =  —  Qxxf  -  Sxy'     *     -f  üyy' 
p'"y"~  q;"x"^  -Bxx'  —  Txy'  —nyx'"" 
und  hieraus  folgt 
{p'y"  —  q:x")  {p"y"  -q^'x")  -  (py"-.qx")  (p^"y" -q"'x") 
=  (Px^  ^(R-S)xy-\~  Uy')  (Qx'^-^(Ri-  S)  x'y'  +  Ty'  2), 
d.h. 


(16) 


Lx"^-\-Mx"y"-]-Ny"^ 
=  nn'  (ax^  -\-hxy  -Jr  ctj^)  (a' x' ^  +  b' x' y'  -^  c' y' ^). 

Da  diese  Gleichung  eine  Identität  in  Bezug  auf  die  Variabein 
X,  y,  x',  y'  wird,  sobald  x^' ,  y"  durch  die  Ausdrücke  (15)  ersetzt 
werden,  so  muss,  wenn  enn'  den  grössten  gemeinschaftlichen  Di- 
visor von  Z,  Jf,  iV^  bedeutet,  e  in  allen  neun  Producten  aa\  ah' ... 
c  d  aufgehen ;  diese  letzteren  haben  aber  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler,  weil  dasselbe  sowohl  von  den  Zahlen  a,  &,  c,  wie  von  den 
Zahlen  a',  Z?',  c'  gilt;  mithin  ist  e  =  1,  also  ny}!  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  X,  31,  N.  Nun  ist  ferner  in  Folge  der  bi- 
linearen Substitution  (15) 

x"a"  +  y"ß"  =  (xa-^yß)  (x' a' -^  y' ß') , 
folglich  auch 

N(x"a"-\-y"ß")  =  N{xa-\-yß)N{x'a'  -^y'ß'), 
also 

m"{a"x"'^^h"x"y"-^c"y"^)  = 
mm'(ax^-\-bxy-Jrcy^)  (a' x' ^ -{- b' x' y'  +  c' y' ^)  ] 
mithin  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  (17) 

nn'm"  (a"x"^-{-  b"x"y"  +  c"y"^)  =  mm'  {Lx"^-\-  Mx"y"  +  Ny"^); 

diese  Gleichung,  welche  eine  Identität  in  Bezug  auf  die  Variabein 
X,  2/,  x',  y'  wird,  sobald  rr",  y"  durch  die  Ausdrücke  (15)  ersetzt 
werden,  muss  deshalb  auch  eine  Identität  in  Bezug  auf  x" ^  y"  sein ; 
da  ferner  m,  m',  m"  positiv  sind,  und  die  Zahlen  a".,  &",  c"  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  ergiebt  sich 

m"  =  mm'  (18) 

und 

L  =  a"nn',    M  =  b"nn\    N  =  c"nn',  (19) 
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also 

=  (ax^-]-hxy-\-cy'')  {a'x"'-\-h'x'y'  ^  c'y"^). 

Da  endlich  aus  der  Definition  der  Grössen  (2)  und  (14),  oder 
auch  aus  (16)  sich  leicht  ergiebt,  dass 

=  (R  —  S)^-4.PÜ=  {E-\-Sy-^QT 
ist,'  so  folgt  hieraus  schliesslich 

d.  h.  die  Determinante  d"  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
der  beiden  Determinanten 

d  =  d"n^,    d'  =  d"n'^,  (21) 

woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass  die  Ordnung  n"  des  Productmoduls 
m"  =  mm'  auch  das  Product  nn'  aus  den  Ordnungen  n,  n'  von  m, 
m'  ist.  Ist  ferner  m'  das  System  o  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers 
ß,  so  wird  m"  ein  Ideal  im  engeren  Sinne  des  Wortes,  nämlich 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Ideale  i(a),  i(/3) 
oder  aller  Ideale  i  (^) ;  zugleich  ist  m'  =  1 ,  m"  =;  m  =  iV(m"), 
und  d'  =  d"  =  J{a). 

Wir  stellen  uns  jetzt  noch  die  Aufgabe,  die  Zahlen  a",  ß"  zu 
finden,  wenn  die  Zahlen  «,  /3,  oc',  /3',  also  auch  a,  &,  c,  Vt?,  a',  &',  c', 
yd'  gegeben  sind;  die  nachfolgende  Lösung  ist,  abgesehen  von  ge- 
ringfügigen Aenderungen,  der  eleganten  Methode  entlehnt,  welche 
von  Gauss  zu  ähnlichem  Zweck  angewandt  ist  und  sich  in  hohem 
Grade  verallgemeinern  lässt  (vergl.  §.  161,  Anm.).  Die  beiden  re- 
lativen Primzahlen  w,  n'  sind  durch  (6),  und  folglich  die  sechs 
ganzen  Zahlen  F  .  .  .  ü  durch  (5)  (bis  auf  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  i  1)  aus  den  Daten  vollständig  bestimmt,  und  zwar 
so,  dass  sie  die  Gleichungen  (3),  (4)  befriedigen  und  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  haben*).  Nun  wähle  man,  durch  die 
Gleichungen  (11)  geleitet,  vier  ganze  rationale  Zahlen  D,  C,  O", 
C"  willkürlich,  nur  mit  der  einzigen  Beschränkung,  dass  die  fol- 
genden vier  Zahlen 


*)  Dass  jR  und  S  (zufolge  (5))  gan2;e  Zahlen  werden  und  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  mit  P,  Q,  T,  U  haben,  geht  unmittelbar  aus  der 
Gewissheit  hervor,  dass  der  Modul  m"  und  die  Basiszahlen  «",  ß"  existiren; 
es  lässt  sich  aber  auch  sehr  leicht  aus  (5)  und  (6)  beweisen,  natürlich  unter 
der  Voraussetzung,  dass  dd'  eine  Quadratzahl  ist. 


496  Supplement  X. 

*     PCi' -j- Q£i" -\- BQi"' =  rq    ^ 
-PC     *     +ÄQ"+TQ-  =  r3'  . 

-Qri-S£i'     *     +  ÜO'"  =  rq"  ^     ^ 

-  i?Q  —  TQ'  —  C/Q"     *       =  rq'" 

nicht  sämmtlicli  verschwinden  und  folglich  einen  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisor  r  besitzen;  nachdem  hierdurch  vier  ganze 
Zahlen  q^  ^',  q'\  q'"  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  gewonnen  sind, 
wähle  man  (nach  §.  24)  vier  ganze  rationale  Zahlen  v^  v\  v",  V" 
so,  dass 

qv  +  (^v'  -f  q^'v"  4-  q!"v"'  =  1  (23) 

wird,  und  bestimme  die  Zahlen  p^  y,  jp",  p'"  durch  die  Gleichungen 
(12);  endlich  wähle  man  sechs  ganze  rationale  Zahlen  P',  Q' ,  P', 
S',  T\  U'  (nach  §.  24)  so,  dass 

FF'  +  Ö  Ö'  +  BR'  +  8S'  +  TT'  ^UU  =l  (24) 

wird,  setze  hierauf 

u    =       *     Fq'-}-Q'q"  +  R'q"' 

u'  =—F'q   *    +;^'2"  +  T'g'" 

^"==  ^Q'^-S'q'   *     +  ?7'g'"  ^ 

t*'"==  —R'q-^Tq'-ü'q"    * 

und  bestimme  die  Zahlen  ot",  j3"  durch  die  Gleichungen  (7),  so  bil- 
den dieselben  eine  Basis  des  Moduls  m",  d.  h.  sie  genügen  den 
Gleichungen  (1). 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  bemerke  man  zunächst,  dass 
aus  (22)  mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Relationen 

*    Uq' -  Tq"  ^  Sq'"  =  0 
-  Uq  *    +Rq"-Qq"'  =  0 
Tq  —  Rq'    *    -]-Fq"'=:0 
-Sqi-  Qq'  —  Fq"    *      =0 
folgen;  mit  Hülfe  derselben  ergiebt  sich  aus  (12)  und  (23) 
pq'-  qp'  =  (Fv'  +  Qv"  +  Rv'")  q'  -  (— Fv  ^  Sv"  +  Tv'")  q 
=:F(qv-^  q'v')  i-(Qq'-  Sq)  v"  -^  (Rq' -  Tq)  v'" 
=  F(qvi-  q'v'  +  q"v"  -f  q"'v"')  =  P, 

und  auf  ähnliche  Weise  erhält  man  die  fünf  anderen  Gleichungen 
(2).  Mithin  folgt  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (8),  wenn  man 
die  Gleichungen  (25)  mit  p,  p',  p'\  p'"  multiplicirt  und  mit  Rück- 
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sieht  auf  (24)  addirt;  die  zweite  Gleichung  (8)  ergiebt  sicli  un- 
mittelbar aus  (25),  wenn  man  mit  g,  g',  g",  g'"  multiplicirt  und 
addirt.  Es  gelten  daher  auch  die  aus  (8)  und  (2)  abgeleiteten 
Gleichungen  (11).  Von  den  Gleichungen  (9)  findet  die  zweite  zu- 
folge (23)  Statt,  während  die  erste  sich  aus  (12)  ergiebt,  wenn  man 
mit  v^  v\  v",  v'"  multiplicirt  und  addirt.  Setzt  man  ferner  zur  Ab- 
kürzung 

uv'  —  vii'  =  Fl ,     uv'^  —  vu"  =  Qi ,     uv'"  —  vu'"  ==  Ry , 
u"^"'  _  ^"u"'  =  L\ ,     u'v'"  -  v'u'"  =  Ti ,    u'v"  -  v'u"  =  Su 
so  ergiebt  sich  die  Gleichung  (10)  entweder  auf  die  dort  angegebene 
Weise  aus  (8)  und  (9),  oder  auch  aus  (12),  wenn  man  mit  w,  ?/,  u'\ 
u'"  multiplicirt  und  unter  Rücksicht  auf  (8)  addirt.  Substituirt  man 
ferner  für  ji),  (/  ihre  Ausdrücke  aus  (12)  und  (11),  so  erhält  man 

pu'  +qv'  =  QS,-\-Rl\ 
pu"^qv"=  -PSii-RUi 
pu'"-i^qv"'=—PTi-QU,. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  aa\  a/3',  ßa\  ßß'  und  ad- 
dirt, so  folgt  aus  den  Definitionen  (7)  mit  Kücksicht  auf  (4)  und 
(10)  die  erste  der  Gleichungen  (1);  da  die  anderen  sich  auf  ganz 
ähnliche  Art  ergeben,  so  bilden  die  durch  die  Gleichungen  (7)  de- 
finirten  Zalden  a",  ß"  in  der  That  eine  Basis  des  Productes  m"  = 
mm',  was  zu  beweisen  war. 

Wir  bemerken  zum  Schluss,  dass  man  für  die  ersten  Basis- 
zahlen «,  «',  «"  stets  die  kleinsten  positiven  ganzen  rationalen 
Zahlen  g,  g',  g"  wählen  kann,  welche  in  den  Moduln  m,  m',  m"  ent- 
halten sind;  dann  wird  g  =^  0,  und  die  Bestimmung  von  m"  aus  m 
und  m'  lässt  sich  auf  ein  System  von  Congruenzen  reduciren,  ähn- 
lich wie  in  dem  speciellen  Falle,  welcher  in  den  §§.  145,  146  be- 
handelt ist*). 


*)  Vergl.   Arndt:    Außömng   einer   Aufgabe   hi    der    Composition   der 
quadratischen  Formen.     Cr'elle's  Journal  LVl. 
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Druckfehler. 


Seite  109,  Zeile  1  ist  zu  lesen  (^)  =  (^)  =  (4;)  ^  —  1 

Seite  157,  Zeile  15  ist  xp'  statt  xp  zu  lesen. 

Seite  22G,  Zeile  18  ist  Zahl  statt  Zahlen  zu  lesen. 
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